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О конструкции канонической формы  

на расслоении реперов 
 

Дано подробное изложение конструкции канониче-
ской формы на расслоении реперов произвольного по-
рядка над гладким многообразием. В частности, показа-
на корректность построения одного изоморфизма век-
торных пространств, играющего ключевую роль в дан-
ной конструкции, а также описано действие этого изо-
морфизма. 

 
Ключевые слова: гладкое многообразие, струя, расслоение репе-

ров, каноническая форма 
 

 
Введение. Каноническая форма на расслоении реперов 

широко используется при изучении дифференциально-геомет-
рических структур на гладких многообразиях (см., напр., [2; 3; 
5—7]). Подходы, применяемые различными авторами для 
описания ее конструкции, весьма разнообразны, в связи с чем 
возникает необходимость их сопоставления и выработки еди-
ного подхода. Изложение конструкции канонической формы, 
выполненное в подобном ключе, — такова наша цель. В связи 
с этим особое внимание уделяется восстановлению техниче-
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ских деталей, пропущенных в вышеуказанных работах. В 
частности, ключевую роль в конструкции канонической фор-
мы играет изоморфизм Φ  (см. п. 2), и данная статья в основ-
ном посвящена проверке корректности построения этого изо-
морфизма, а также описанию его действия. 

На протяжении всей работы индексы принимают следую-
щие значения: 

, , , , , , , … 1, . 

 
1. Расслоения реперов высших порядков. В этом пункте 

излагаются необходимые предварительные сведения. Терми-
нология и обозначения взяты из [3] и [7]. Пусть M — n-мерное 
гладкое многообразие. Репер порядка p (p-репер) θ на M в точ-
ке ∈  — это p-струя  всякого диффеоморфизма  окрест-
ностей точек 0 ∈  и ∈ , такого, что 0 . В свою 
очередь, отображение  является представителем репера θ. На 
множестве  всех p-реперов на М имеет место проекция 
: → , ↦ 0 . Локальными координатами дан-

ного p-репера относительно карты ,  на М, где : 	 →
 — координатные функции, считаются значения в точке 

0 ∈  частных производных до p-го порядка включительно 
от функций ∘ , задающих координатное представление 
отображения  в данной карте. Таким образом, каждая ло-
кальная карта ,  на М определяет на множестве  
локальную карту с областью  и координатными функ-
циями 

	 , , , … , … , 

заданными на  по правилу 

, 



А. В. Кулешов 

7 

∘
, 	

∘
, 	 … 	, 

…
∘

…
, 	1 	 ⋯ , 

где , , … ,  — стандартные координаты на . Удобно, 
однако, разрешить любую перестановку индексов , , … , , 
что с учетом равенства смешанных частных производных при-
водит к симметрии координат ,… , …  по всем нижним 

индексам. Построенные таким образом карты наделяют мно-
жество  всех p-реперов на M структурой гладкого ло-
кально тривиального расслоения с канонической проекцией  
и базой М, причем 

dim . 

Если в качестве M взять  со стандартными координата-
ми, то вышеописанная конструкция приводит к глобальной 
карте на . Соответствующий набор координатных функ-
ций обозначим через 

, , , … , … . 

Пусть  — дифференциальная группа порядка p, то есть 
группа Ли, образованная всевозможными p-реперами на  в 
точке 0 ∈  относительно композиции p-струй. Заметим, что 

⊂ , причем  выделяется уравнениями 0, 
1, . Тогда на  глобально заданы координаты 
, , … , … . Единица группы  определяется как 

, а обратный элемент к  — как p-струя об-
ратного отображения: . На  определено 
правое действие группы  по закону композиции струй: 

: ↦ ∘ , 	 ∈ , 	 ∈ . 
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Данное действие является свободным и транзитивным на 
слоях расслоения .  

В качестве примера приведем координатное представление 
данного действия при 3: 

 
, 	 ,

3
, (1) 

где , 	 , 	 , 	 , , 	 , 	 , 	 , , ,  — коор-

динаты реперов ,  и струи  соответственно. 
Таким образом,  наделено структурой главного рас-

слоения с базой M, структурной группой  и канонической 
проекцией : → . 

Так как каждый p-репер определяет последовательность 
реперов всех низших порядков, то для любых p и q, таких, что 

, определен гомоморфизм главных расслоений 

: → , 	 ↦ . 

Всякое гладкое отображение : →  гладких многооб-
разий  и  порождает гомоморфизм расслоений реперов 

: → , 	 ↦ ∘ , 

называемый p-ым продолжением отображения . Если  — 
диффеоморфизм, то  — изоморфизм главных расслоений. 

Главное расслоение  изоморфно , то есть 
является тривиальным. В самом деле, благодаря наличию гло-
бального сечения 

: → , 	 ↦ , 

где : →  — трансляция на элемент ∈ , существует 
изоморфизм главных расслоений  на , задава-
емый по формуле 

, ↦ ∘ , 	 ∈ , 	 ∈ . 
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Тогда касательное пространство  представляется в 
виде прямой суммы 

≅ 	 ⊕ , 

причем 	  отождествляется с ≅  посредством 
изоморфизма , а  — с алгеброй Ли  группы Ли . 
Таким образом, 

 ≅ ⊕ . (2) 

 
2. Каноническая форма. Согласно [7], каноническая фор-

ма Θ на расслоении  — это векторнозначная диффе-
ренциальная 1-форма 

Θ: 	 → ⊕ , 

определяемая следующим образом. Пусть ∈ , 

где ∈ , положим  и заметим, 

что ∈ . Далее рассмотрим дифференциал 
продолжения  отображения  в точке ∈ : 

 Φ : 	 → . (3) 

Заметим, что поскольку  — локальный диффеоморфизм, Φ  
является изоморфизмом векторных пространств, а потому 
определено обратное отображение 

Φ : 	 → ≅ ⊕ . 

Тогда полагают 

 Θ Φ . (4) 

Иными словами, каноническая форма такова, что ее сужение 
на  представляет собой композицию дифферен-

циала канонической проекции  и линейного отображения 

Φ . 
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В связи с данной конструкцией возникает вопрос о кор-
ректности построения изоморфизма Φ : почему Φ  зависит 
лишь от репера , но не от представляющего его отображения 

? Обсуждению этого вопроса мы посвятим дальнейшую 
часть статьи. 

Прежде всего заметим, что ввиду разложения (2) отобра-
жение Φ  вполне определяется своими сужениями на каждое 
из прямых слагаемых  и  по отдельности. Эти сужения 
мы рассмотрим в нижеследующих пунктах. 

 
3. Сужение  на . Сужение Φ |  изоморфизма Φ  на 

первое слагаемое прямой суммы (2) полностью определяется 
набором векторов 

 , 	 1, ,  

где 

 ∈ 	 ⊂ .  

Тогда в силу цепного правила для дифференциала имеем 

 ∘ ∘ .  

Заметим, что ∘  есть сужение |  отображения  
на , причем для любого ∈ , лежащего в области опре-
деления отображения , имеем 

| ∘ . 

Итак, 

 | , (5) 

где |  действует по правилу 

 | : 	 ↦ ∘ . (6) 
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Лемма 1. Векторы  однозначно определяются репе-
ром θ, то есть не зависят от выбора его представителя . 

Доказательство. Рассмотрим локальную карту с коорди-
натами : →  в окрестности  точки . Обозна-
чим через 

, , , … , …  

локальные координаты репера θ относительно данной карты: 

 0 , 	 0 , 	 … , 	 … … 0 , (7) 

где ∘ , причем  — символ дифференцирования по , 

… …  ( 2). Тогда отображение |  имеет 
следующее координатное представление в локальной карте на 

 (см. п. 1): 

 , 	 … … , 	1 . (8) 

В силу (8) векторы  имеют следующее выражение: 

…

…
. 

С учетом (7) получим 

 ⋯ …
…

, (9) 

откуда видно, что данные векторы зависят лишь от репера θ. 
Лемма доказана. 

Замечание 1. В частности, при 3 имеем: 

 ,  

где ∈ . 
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Замечание 2. Репер ∈  1-го порядка определяет 
изоморфизм векторных пространств → , задаваемый 
базисом , . 

Замечание 3. Если 1, ∈ , , то 
′ , то есть вектор  проектируется в 

точности на вектор ′  для любого 1, . 
 
4. Сужение  на . Сужение Φ |  изоморфизма Φ  на 

второе слагаемое прямой суммы (2) полностью определяется 
векторами вида 

 , , (10) 

где 

 ∈ ≅ ⊂ , 			 , ∈ .  

Обозначение в левой части (10) оправдано следующей 
леммой. 

Лемма 2. Вектор ,  однозначно определяется выбо-
ром вектора ∈  и репера , то есть не зависит ни от репера 

, ни от выбора его представителя . 
Доказательство. Заметим, что отображение  перестано-

вочно с действием группы  на  и на  правыми 
сдвигами: 

⋅ ⋅ , 			 ∈ , 	 ∈ . 

В самом деле, пусть , , тогда 

⋅ ∘ ∘ ∘ ⋅ ⋅ . 

Поэтому сужение изоморфизма  на группу  (а значит, 
и дифференциал данного сужения в единице e) не зависит от 

, а определяется лишь действием группы  на слое рассло-
ения → , проходящем через точку : 

∘ ⋅ ⋅ , 
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и, таким образом, 

| : 	 → , 	 ↦ ⋅ . 

Тогда из определения дифференциала вытекает, что если 
: →  — произвольный путь на  с касательным векто-
ром  при 0, то 

 , | ⋅ , (11) 

причем, как известно, от выбора пути  значение дифференци-
ала отображения не зависит. Таким образом, правая часть (11), 
а значит, и вектор ,  зависят лишь от  и . Лемма дока-
зана. 

Замечание 4. Векторы ,  в каждой точке ∈  
образуют базис вертикального подпространства ⊂ , 

то есть подпространства, касательного к слою  рассло-
ения , где . 

Замечание 5. Из формулы (9) следует, что для каждого 
фиксированного ∈ 	  векторное поле  на , об-
разованное векторами , , в точности совпадает с фунда-
ментальным векторным полем на . соответствующим 
элементу . Отметим, что фундаментальные векторные поля 
определены на любом главном расслоении [4, с. 57]. 

Каждый элемент ∈  может быть единственным обра-
зом представлен в виде 

 ⋯ …
…

,  

где …

…
(1 ) — векторы натурального бази-

са алгебры Ли ≅  относительно стандартных координат 
на  (см. п. 2), а на координаты , … , …  накладывается 

требование симметричности по всем нижним индексам. 
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Для примера выведем выражение фундаментального век-
торного поля  в локальных координатах на расслоении 

, где 

 . (12) 

Уравнения пути : →  с касательным вектором (10) 
можно представить в виде 

 , 	 ,  

 ,  

где  — члены порядка малости больше единицы при → 0. 
Подставляя данные уравнения в (1), получим 

 ,  

 ,  

 ,  

где 

 
, 	 2 ,

3 3 .
 (13) 

Таким образом, в данном случае формула (11) дает следу-
ющее выражение для : 

 ,  

где коэффициенты , ,  выражаются по фор-
мулам (13). 

 
Заключение. Поскольку сужения Φ |  и Φ |  изомор-

физма Φ  вместе полностью определяют данный изоморфизм, 
из лемм 1 и 2 вытекает 
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Теорема. Изоморфизм  векторных пространств 
 и  определен формулой (3) корректно, то 

есть зависит лишь от репера  и не зависит от выбора пред-
ставителя  данного репера. 

Замечание 6. Изоморфизм Φ , определяемый репером 
∈ , наделяет касательное пространство  

базисом, состоящим из векторов 

 , 	 , 	 , 	 … 	, 	
…

,  

где 

… … , Φ … , 	1 . 

Замечание 7. Линейная оболочка  векторов , 1, , 
является n-мерным подпространством в , горизон-

тальным относительно проекции , и однозначно определяет-
ся репером . Отметим, что аналогичными свойствами обла-
дают R-плоскости на расслоениях k-джетов сечений локально 
тривиальных расслоений [1, с. 104]. 

Обсуждению вопроса о том, как вывести координатное 
представление для скалярных компонент формы Θ, получае-
мых при ее разложении по стандартном базису пространства 

⊕ , мы планируем посвятить отдельную статью. 
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The detailed description of the construction of the canonical form on 

the higher order frame bundle over an n-dimensional smooth manifold is 
given. In particular, it is shown that some vector space isomorphism play-
ing the key role in this construction is defined correctly, i. e. it depends 
only on the frame of order p + 1 and does not depend on the choice of its 
representative, i. e. a local diffeomorphism which (p + 1)-jet is exactly this 
frame. This isomorphism acts from the direct sum of n-dimensional 
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arithmetic space and the Lie algebra of the p-th order differential group to 
the tangent space to the p-th order frame bundle over the manifold at the 
p-th order frame lying “below”. The action of this isomorphism can be 
splitted into two its restrictions. The first one acts from the first direct 
summand, and the second one acts from the second direct summand. It is 
shown that the first restriction depends only on the choice of the (p + 1)-fra-
me, while the second one is closely related to fundamental vector fields 
and therefore does not depend of this frame at all. 
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Аффинные преобразования касательного расслоения  
общего пространства путей 

 
Исследуются инфинитезимальные преобразования 

касательного расслоения общего пространства путей. 
Общее пространство путей является обобщением про-
странства аффинной связности. По аффинной связности 
общего пространства путей построена аффинная связ-
ность на касательном расслоении. Для инфинитези-
мального преобразования касательного расслоения со-
ставлена система уравнений инвариантности построен-
ной аффинной связности. Эта система является систе-
мой дифференциальных уравнений второго порядка от-
носительно компонентов инфинитезимального преоб-
разования. Основные результаты статьи получены по-
средством анализа этой системы с учетом свойств одно-
родных функций. Показано, что полный лифт инфини-
тезимального преобразования базы является инфините-
зимальным аффинным движением касательного рассло-
ения тогда и только тогда, когда инфинитезимальное 
преобразование базы является аффинным движением в 
общем пространстве путей. Найдены необходимые и 
достаточные условия того, что инфинитезимальное пре-
образование касательного расслоения, порожденное 
вертикальным векторным полем, оставляет инвариант-
ной аффинную связность касательного расслоения. При-
водятся условия, которые являются также необходимы-
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ми и достаточными, чтобы сохраняющее слои инфини-
тезимальное преобразование касательного расслоения с 
аффинной связностью являлось аффинным движением. 

 
Ключевые слова: касательное расслоение, общее пространство пу-

тей, производная Ли, инфинитезимальное аффинное преобразование 
 
Пусть M — n-мерное дифференцируемое многообразие, 

T(M) — его касательное расслоение, : →  — канони-
ческая проекция. 

Общее пространство путей [1] есть пара (M, H), где H — 
дифференциально-геометрический объект, заданный на каса-
тельном расслоении. Пусть , где 1, , — система коор-
динат окрестности ⊂ . В окрестности  относи-
тельно индуцированных координат , , где , 1, , 

объект H имеет компоненты , … , , 	 , … , , одно-
родные второй степени относительно слоевых координат 
	 , … , . 

Векторное поле ∈  является инфинитезимальным 
аффинным преобразованием в общем пространстве путей то-
гда и только тогда, когда 

0.                                        (1) 

 — обозначение производной Ли вдоль полного лифта век-

торного поля X [2],  — компоненты аффинной 

связности Γ общего пространства путей. Условие (1) равно-
сильно условию 0. 

В [3] по аффинной связности Γ общего пространства путей 
строится аффинная связность  на касательном расслоении 
T(M). Если база касательного расслоения — пространство аф-
финной связности , , то . 

Аффинная связность  называется полным лифтом аф-
финной связности Γ общего пространства путей. 
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В локальных координатах ,  окрестности  объект 
 имеет компоненты 

, 	 	 	 0, , 

	 	 	 , 	 0  , , , 1, .        (2) 

В (2)  

, 	 	 	 		 , 1, 	 . 

Запишем уравнения инфинитезимального аффинного пре-

образования , … , 	  касательного расслоения 

T(M) со связностью : 

	 	 	  

	 	 0		 , , , 	 1, 2 .          (3) 

Для инфинитезимальных аффинных преобразований каса-
тельного расслоения с аффинной связностью  следующие 
утверждения. 

Теорема 1. Полный лифт  векторного поля Х окрестно-
сти U многообразия М является инфинитезимальным аффин-
ным преобразованием касательного расслоения T(M) с аф-
финной связностью  тогда и только тогда, когда Х явля-
ется инфинитезимальным аффинным преобразованием обще-
го пространства путей. 

Доказательство. Пусть 

, … , , … ,  

— полный лифт векторного поля 

, … , 			 , 1, 	 , 

заданного на многообразии М, является инфинитезимальным 
аффинным преобразованием в пространстве , . Из 
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дифференциальных уравнений (3) при , , 	 1,  получим, 
что 0. Значит, Х является инфинитезимальным аф-
финным преобразованием в пространстве путей. Пусть теперь 
векторное поле Х является инфинитезимальным аффинным 
преобразованием в пространстве путей. Тогда в силу (1) не-
трудно показать, что 0, где  — компоненты объек-
та связности . Следовательно,  является аффинным преоб-
разованием в пространстве	 , . Теорема доказана.  

Векторное поле  касательного расслоения T(M) называет-
ся вертикальным [4], если для любой дифференцируемой функ-
ции f на многообразии М выполняется условие 0, где 

 — вертикальный лифт функции f, заданной на М, в каса-
тельное расслоение. В локальных координатах ,  ок-
рестности   

, … , . 

Теорема 2. Вертикальное векторное поле  на T(M) явля-
ется инфинитезимальным аффинным преобразованием в про-
странстве ,  тогда и только тогда, когда выполня-
ются условия: 

a) 	 	 , где  — вертикальный лифт инфини-
тезимального аффинного преобразования  

, … ,  

в общем пространстве путей, 

, … ,  

— вертикально-векторное поднятие аффинора , … , , 

заданного на базе М [5]; 
b) 	 0, 	 	 	 0; 
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c) 	 0, 	 	 0,  

	 	 	 	 	 	 	 0. 

В условиях b), c) теоремы 2  — ковариантная производ-

ная относительно связности Г, 	 	  — компоненты тензора 

кривизны общего пространства путей,  

, , , , , 1, 	 . 
Доказательство. Пусть вертикально-векторное поле  

, … , 	 1, 	 	 

касательного расслоения T(M) является инфинитезимальным 
аффинным преобразованием в пространстве , . Ис-
следуем уравнения (3), составленные для инфинитезимального 
аффинного преобразования . Из (3) при , , 	 1, 2  
имеем 

	 , … , 	 , … , 		 , 1, 	 . 

При допустимых преобразованиях координат 

̅ 	 , … , , ̅ 	  

окрестности , составляющие 	 , … , , преобразуются 
как компоненты тензорного поля (1, 1), а , … ,  — как 
компоненты векторного поля на М. Для тензорного поля 

 и векторного поля 	 , … , 	  сопоставим 

на  векторные поля 

		 , … , 	 	  , 	 , … , 	 . 

Тогда векторное поле 	 	. Учитывая, что 

	 , … , 	 , … , , 
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из (3) при следующих значениях индексов :,, CBA  
a) , , 	 1, ; 
b) 	 1, 2 , , 	 1, ; 
c) , 	 1, 2 , 	 1,  

получим: 

	 	 	 0, 	 	 	 0, 

	 	 	 	  

	 	 	  

	 2	 	 	 	 0,	         (4) 

	 	 	 	 	 	 ,                      (5) 

	 0.                                         (6) 

Здесь  — обозначение ковариантной производной отно-
сительно связности Г общего пространства путей,  — пол-

ный лифт векторного поля , … , 	 с базы на 

касательное расслоение, 	 — обозначение производной Ли 

вдоль векторного поля , . 

В (4)—(6) индексы , , , , ,  принимают значения от 1 
до n. 

Если обе части соотношения (5) умножим на  и 
просуммируем по i, j, то в силу 	 	 0	 получим, что 

	 0. Из этого соотношения, учитывая, что 
0 и 	 	 , имеем 0. Значит, 

векторное поле D является инфинитезимальным аффинным 
движением в пространстве путей. Но тогда из (5) следует, что 
	 	 	 0. Из (4) с учетом (6) получим, что 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  

	 		 	 	 	 	 		 	 	 	.                   (7) 
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В (7) 	 — компоненты тензора кривизны K общего про-
странства путей. Если продифференцируем соотношения 

	 	 	 	 0	 по , а затем по индексу s просуммируем с 
, то, учитывая (6), придем к соотношениям 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 .  (8) 

Из 	 	 	 	 0 нетрудно также получить, что 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 .          (9) 

С учетом (8) и (9) из (7) следует, что 

	 	 	 	 	 	 	 	 0. 

Таким образом, показано, что если вертикальное векторное 
поле  на T(M) является инфинитезимальным аффинным пре-
образованием в пространстве , , то для поля  вы-
полняются условия a), b), c). Справедливо и обратное утвер-
ждение. Любое векторное поле , где D — инфи-
нитезимальное аффинное движение в пространстве путей, 
	  — вертикально-векторное поднятие аффинора , … ,  
с базы М на касательное расслоение T(M), для которого вы-
полняются условия b), c), является инфинитезимальным аф-
финным преобразованием в пространстве , . 

Теорема 3. Инфинитезимальное преобразование  каса-
тельного расслоения T(M), сохраняющее слои, является инфи-
нитезимальным аффинным преобразованием в пространстве 

,  тогда и только тогда, когда 

, 

где ,  — соответственно полный и вертикальный лифты 
инфинитезимальных аффинных преобразований 

	 , … , 	 , 	 , … , 	  
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в пространстве путей на T(M),  — вертикально-вектор-
ное поднятие аффинора , … ,  с базы М на касатель-
ное расслоение T(M), и выполняются условия b), c) теоремы 2. 

Доказательство. Пусть  — инфинитезимальное аффин-
ное преобразование в пространстве , , которое со-
храняет слои. Так как  сохраняет слои, то в локальных коор-
динатах ,  окрестности  первые n компонент поля не 
зависят от слоевых координат , … , , 

	 , … , 	 	 , … , 	 . 

Обозначим через X проекцию векторного поля  на базу 

М, 	 , … , 	 . Из уравнений (3), составленных для 

инфинитезимального аффинного преобразования  при 
, , 	 1, , получим, что 0. Значит, X является 

инфинитезимальным аффинным преобразованием в общем 
пространстве путей. Но тогда в силу теоремы 1 векторное поле 

 является аффинным преобразованием в пространстве 
, . В силу свойства производной Ли вертикальное век-

торное поле  является аффинным преобразованием 
в пространстве , . Согласно теореме 2, , 
где D — инфинитезимальное аффинное преобразование в про-
странстве путей и выполняются условия b), c) теоремы 2. Зна-
чит,		 . 

Справедливо и обратное утверждение. Любое векторное 
поле  касательного расслоения , где 

, 	 — соответственно полный и вертикальный лифты ин-
финитезимальных аффинных преобразований Х, D в про-

странстве путей,  — вертикально-векторное поднятие аф-

финора , … ,  с базы М на касательное расслоение 
, при выполнении условий b), c) теоремы 2 является аф-

финным движением в пространстве , . 
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In this paper, we study infinitesimal transformations of the tangent 
bundle of a common path space. The general path space is a generaliza-
tion space of the affine connectivity. By affine connectivity of the com-
mon path space, we construct an affine connection on the tangent bundle. 
For the infinitesimal transformation of the tangent bundle, a system of in-
variance equations for the constructed affine connectivity is compiled. 
This system is a system of second-order differential equations with res-
pect to the components of the infinitesimal transformation. The main re-
sults of the article are obtained by analyzing this system taking into 
account the properties of homogeneous functions. It is shown that the 
complete lift of an infinitesimal transformation of base is an infinitesimal 
affine motion of a tangent bundle if and only if the infinitesimal transforma-
tion of base is an affine motion in the general path space. Necessary and 
sufficient conditions are found that the infinitesimal transformation of a 
tangent bundle generated by a vertical vector field leaves the affine connec-
tivity of the tangent bundle invariant. Conditions are given that are necessa-
ry and sufficient so that the infinitesimal transformation of a tangent bundle 
with affine connectivity that preserves layers is an affine motion. 

 
Keywords: tangent bundle, general path space, Lie derivative, infini-

tesimal affine transformation 
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О связности, кручение и кривизна которой 
не являются тензорами 

 
Изучается многообразие, структурные уравнения и 

деривационные формулы которого построены с помо-
щью деформаций внешнего и обычного дифференциа-
лов. Рассмотрены расслоения несимметричных корепе-
ров и реперов 2-го порядка на этом многообразии и за-
дана аффинная связность. Доказано, что кривизна и 
кручение этой связности не являются тензорами. По-
строена каноническая связность и показано, что она яв-
ляется плоской и несимметричной. 

 
Ключевые слова: возмущение дифференциала, касательное про-

странство 2-го порядка, несимметричные реперы и кореперы 2-го по-
рядка, объекты кручения и кривизны, плоская и несимметричная 
связность  

 
Введение 

 
Введением деформации внешнего и обычного дифферен-

циалов D и d на гладком многообразии  в [4] был построен 
аппарат, позволяющий построить многообразие  с несим-
метричными формами дифференциальных групп 2-го и более 
высоких порядков, а также несимметричными векторами каса-
тельного пространства 2-го и более высоких порядков. Рас-
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сматриваемое многообразие  представляет собой деформа-
цию обычного гладкого многообразия  и называется дефор-
мирующимся [2; 10]. 

В данной работе мы приводим структурные формы и дери-
вационные уравнения полученного многообразия . Задаем 
аффинную связность на этом многообразии, а также объекты 
ее кривизны и кручения. Рассматриваем каноническую аф-
финную связность, объекты ее кривизны и кручения. Получен-
ные результаты в значительной степени согласуются с резуль-
татами работ по неголономным реперам [7] и неголономным 
многообразиям [8]. 

Деформации дифференциалов D и d в кокасательном ∗  и 
касательном  пространствах многообразия  были опреде-
лены в [4] с помощью введения внешнего поля ,  для 
возмущения внешнего дифференциала D и внутреннего поля 

 для возмущения дифференциала d; , , 	 	
	1, … , . В настоящей работе продолжаем изучать случай, когда 

значения индекса  нумеруют элементы матрицы , то есть 

 и | ,остальные ; 	 1, … , .  

Замечание 1. В работе [11] рассматривается глобальная 
геометрия некоммутативных теорий поля с точки зрения де-
формации, где изучаемые пространства-время — это дефор-
мации классических пространственно-временных многообра-
зий. Показано, как можно получить деформацию ассоцииро-
ванных векторных расслоений.  

Замечание 2. Следует отметить, что касательные (а также 
кокасательные) пространства многообразий  и  не раз-
личаются, различие проявляется для 2-го и более высоких по-
рядков. 

В [4] внешняя деформация внешнего дифференциала  (то 
есть отображение ) и внешняя деформация дифференциала 
касательных векторов (то есть отображение ) определены по 
законам 
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∧ |∧ ∗, 

∗, 

где  

, , , , . 

Причем вдоль линии  на многообразии  выполняются 
традиционные равенства 

0,  0. 

Замечание 3. Для дифференциала  справедливо	 , 
0, 0, 0 (см.: [4]). 

Замечание 4. При ограничении на подпространство де-
формации внешнего дифференциала, рассматриваемые в рабо-
тах [2; 9; 10; 12; 13], являются дифференциалами. 

В частности, для элементов  и  операторы  и  

дают 

∧ , 

⨂ , 

где  

,    

— кососимметрический и симметрический объекты, задающие 
возмущения дифференциалов  и  на элементах  и . 

 
1. Структурные уравнения и деривационные формулы  

деформирующегося многообразия 
 
Рассмотрим над m-мерным деформирующимся многообра-

зием  главное расслоение реперов 2-го порядка  со 
структурными уравнениями [4; 5; 7; 8] 
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∧ ,                                    (1) 

∧ ∧ ,                        (2) 

∧ ∧ ∧ ∧ . 

При фиксации точки многообразия структурные формы 
,  превращаются в формы, являющиеся инвариантными 

формами (обобщенной) дифференциальной группы 2-го по-
рядка  [7]. Уравнения (1), (2) задают главное расслоение 
касательных реперов . Его типовым слоем является 
линейная группа , действующая в касательном 
пространстве  в точке А, фиксируемой вполне интегриру-
емой системой уравнений 0. 

Замечание 5. Будем сохранять галочку над несимметрич-
ными формами (в том числе двухиндексными формами ) и 
несимметричными векторами, полученными в результате при-
менения операторов  и , чтобы подчеркнуть их связь с  и , 
а также отметить их отличие от классических форм и векторов.  

Формы , ,  относительно натурального корепера 

, ,  выражаются по формулам [3—5] 

, 

∗
,                              (3) 

Δ , 

Δ … , 

где   локальные координаты точки на многообразии. Тен-
зорный дифференциальный оператор Δ действует по закону 

. 
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Слоевые координаты 1-го порядка  образуют невырож-

денную матрицу, для которой 
∗

 — обратная матрица, то 

есть 
∗

.  

Слоевые координаты 2-го порядка  несимметричны по 
нижним индексам, причем 

, 

где 
∗

. 

Компоненты  можно выразить с помощью ранее вве-

денных  по формуле . 

Координаты  симметричны по нижним индексам, если 

0. Значит, 0, что выполняется в случае 

0, то есть . В этом случае , 

, , поэтому очевидно несимметричные фор-
мы и векторы не получаются.  

Всевозможные альтернации слоевых координат 3-го по-
рядка  удовлетворяют соотношениям 

0, 

0, 

| | 0. 

Слоевые координаты 3-го порядка  симметричны толь-
ко по последним двум индексам ,  как следствие использова-
ния леммы Картана. 

Альтернирование форм  имеет вид 

Δ , 
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то есть 

≡ Δ 		 	 . 

При фиксации точки многообразия получим 

. 

Значит, формы  несимметричны даже при фиксации 
точки многообразия, то есть 

≢ 0	 	 . 

Кроме того, 

≡ ΔN 		 	 . 

Каноническая форма 1-го порядка  на многообра-
зии  связывает касательное  и кокасатель-
ное ∗  пространства к этому многообразию в 
его текущей точке. Кобазис  сопряжен подвижному базису 

, то есть . Для построенных дифференциалов 
справедливо 

∧ , 

⨂ , 

где  
∗ ∗

,    
∗ ∗

 

— кососимметрический и симметрический объекты, задающие 
возмущения дифференциалов  и  на элементах  и . 

Линия  на многообразии  задается уравнениями 
, причем ∧  и 

∆ . 
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Слоевые формы 	, , интерпретируются как компонен-

ты инфинитезимального перемещения векторного репера , 
̌ , удовлетворяющего деривационным уравнениям  

Δ ̌ ⨂ ,   ∆ ̌ ⨂ ⨂ ̌ ,            (4) 

которые получены дифференцированием касательных векто-
ров 1-го и 2-го порядков 

∗
,   ̌

∗ ∗ ∗ ∗
, 

, , . 

Векторы ̌  несимметричны, причем 

̌ , 

̌
∗ ∗ ∗ ∗

. 

Размерность касательного пространства 2-го порядка 
, ̌  деформирующегося многообразия  

равна dim . 
 

2. Аффинная связность на многообразии  
 
В главном расслоении реперов  со структурными 

уравнениями (1), (2) зададим аффинную связность по Лаптеву 
с помощью форм 

Г , 

где Г  — функции на расслоении . Дифференцируя 

формы , получим 

∧ ∧ Г Г Г ∧ ∧ .   (5) 
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Согласно теореме Картана — Лаптева, аффинная связность 
задается полем объекта Г  

Г Г , .                               (6) 

С учетом (6) уравнения (5) принимают вид: 

∧ ∧ ∧ , 

где  — компоненты объекта кривизны аффинной связно-
сти, выражающиеся по формуле 

Г , Г Г| | .                            (7) 

Кривизна аффинной связности не является тензором на 
деформирующемся многообразии  

Γ ≡ 0.                        (8) 

Замечание 6. В работе [8, с. 52] сравнения на объект кри-
визны  несимметрической аффинной связности неголоном-

ного гладкого многообразия имеют вид (8), то есть объект  
образует геометрический объект (квазитензор) лишь вместе с 
объектом связности.  

Учитывая, что выражения для альтернированных форм 
,  известны, сравнения (8) можно записать в уточ-

ненном виде:  

≡ ∆ ,                                 (9) 

где тензор  имеет вид . Из (9) видно, что кри-

визна является тензором (причем нулевым) только при 0, 
то есть для канонической связности, рассматриваемой далее. 

Введем формы аффинной связности  в структурные урав-
нения (1): 

∧ ∧ , 
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где Г  — объект кручения аффинной связности. Аль-
тернируя уравнения (5), получим уравнения 

Г ,  

или сравнения 

≡ . 

При фиксации точки многообразия имеем 

≡
∗

. 

Откуда видно, что объект кручения  не образует тензор. 
Утверждение 1. На деформирующемся многообразии  

объект кручения  аффинной связности Γ  не является тен-
зором. Следовательно, аффинная связность на многообразии 

 всегда с кручением, то есть несимметрическая. 
На деформирующемся многообразии  равенства 0 

не являются инвариантными, следовательно, они могут выпол-
няться лишь в отдельных точках многообразия . 

По аналогии с [3; 6] справедливо 
Утверждение 2. Для аффинной связности справедливо раз-

ложение 

Г , где , . 

Выражения для кручения и кривизны с учетом тензора де-
формации  имеют вид 

, 

| | . 

 
3. Оснащающее подпространство 

 
Введем в уравнения (41) формы аффинной связности : 

⨂ ̆ ⨂ , 
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где 

̆ ̆ Γ , 

или ̆
∗ ∗

Γ
∗ ∗

. С учетом тензо-

ра  имеем 

̆
∗ ∗

. 

Векторы ̆  удовлетворяют дифференциальным сравнениям 

Δ ̆ ≡ 0  (mod ), 

значит, совокупность векторов ̆  инвариантна (при фиксации 

точки многообразия). Для многообразия  векторы ̆  опре-

деляют линейное подпространство ̆ : ⊂ , 

1 dim . 

Найдем векторы, принадлежащие пересечению про-
странств ∩ : 

̆ ⟺ ̆ Γ , 

∗ ∗ ∗ ∗
Γ , 

∗ ∗
Γ

∗ ∗
. 

В силу линейной независимости , ,  получим 

Γ , 		
∗ ∗

0, 		
∗ ∗

0. 

Видим, что система 

, 		
∗ ∗

0, 		 0 

имеет ненулевое решение. Таким образом, пространства  и 
 пересекаются. 
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Задание аффинной связности в расслоении реперов  
над гладким многообразием  эквивалентно оснащению мно-
гообразия  полем подпространств ̆  [8, с. 50].  

Несимметричные векторы ̆  можно представить в виде 
суммы кососимметричных векторов ̆  и симметричных век-
торов ̆ : 

̆ ̆ ̆ , 

где 

̆ T , 

̆
∗ ∗

Γ
∗ ∗

. 

Альтернирование и симметрирование можно производить 
под знаком оператора  [8, с. 50]. Значит, инвариантными яв-
ляются совокупности векторов ̆ , ̆  и подпространства 

	 , 	 . 
Оснащающее пространство Ε распадается на прямую сум-

му подпространств 	  и 	 , то есть 	 ⨁ 	 , размерно-
сти которых вычисляются следующим образом [8, с. 50]: 

dim 	 1 ,   dim 	 1 . 

С помощью тензора γ  равенства (10) можно записать короче: 

̆ γ , 

̆
∗ ∗

γ
∗ ∗

. 

 
4. Каноническая связность 

 
Равенство нулю тензора  выделяет канониче-

скую аффиную связность Г . Объект ,  

(10) 
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является тензором деформации от канонической аффинной 

связности Г  к произвольной, то есть γ Γ Г .  
Теорема. Справедливы следующие свойства канонической 

аффинной связности Г . 
1. Каноническая аффинная связность является плоской и 

несимметричной, то есть 

, 0. 

Действительно, в силу выражений (7) получим равенство 

, то есть  

. 

2. Задание канонической аффинной связности в расслоении 
реперов  над многообразием  эквивалентно осна-

щению многообразия  полем подпространств ̆ , 

дополняющих касательные пространства  до соприкаса-

ющихся пространств :   [8, с. 49].  

Для канонической связности Г  имеем γ 0, по-
этому  

̆ 0, 

̆
∗ ∗

. 

3. Равенство нулю ковариантных производных координат 
∗

 векторов 
∗

 выделяет каноническую аффинную 
связность. При этом базисные касательные векторы  пере-
носятся абсолютно параллельно относительно канонической 
связности. 
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Действительно, внося формы связности в уравнения на m 
тензоров 

∗
, …, 

∗
: 
∗ ∗ ∗

, 

получим 
∗ ∗ ∗

, то есть ковариантный диф-

ференциал 
∗

 и ковариантные производные 
∗

 координат 
∗

 векторов  выражаются по формуле 
∗ ∗ ∗

,    
∗ ∗

. 

Равенство 
∗

0 имеет место, если 0, то есть век-
торы  переносятся абсолютно параллельно в канонической 
связности. 
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This paper relates to differential geometry, and the research technique 

is based on G. F. Laptev’s method of extensions and envelopments, which 
generalizes E. Cartan's method of moving frame and exterior forms.  

A manifold is studied, the structure equations and derivational formu-
las of which are built using the deformations of the exterior and ordinary 
differentials. The manifold in question is a deformation of an ordinary 
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of the second order on this manifold are examined and an affine connec-
tion is given. It is proved that the curvature and torsion of this connection 
are not tensors. A canonical connection is built. It is shown that the cano-
nical connectionis flat and non-symmetrical.  

 
Keywords: differential perturbation, second order tangent space, non-

symmetrical second order frames and coframes, torsion and curvature 
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Pointwise orthogonal splitting of the space of TT-tensors 

 
In the present paper we consider pointwise orthogonal 

splitting of the space of well-known TT-tensors on Rieman-
nian manifolds. Tensors of the first subspace belong to the 
kernel of the Bourguignon Laplacian, and the tensors of the 
second subspace belong to the kernel of the Sampson Lap-
lacian. We give examples and prove Liouville-type non-exis-
tence theorems of these tensors. 

 
Keywords: Riemannian manifold, TT-tensor, Liouville-type non-exis-

tence theorems, sectional curvature 
 

Introduction 
 
Let ,  be an -dimensional 2  Riemannian manifold 

with the Levi-Civita connection . By  we understand the 
vector bundle of symmetric bilinear differential two-forms. We 
define the divergence of symmetric two-tensors fields : →	
→ ∗  by the formula ≔ 	 	∘ 	  (see [1, p. 35]).  

We recall that a symmetric divergence free and traceless 
covariant two-tensor (transverse-trace free tensor) field is called 

-tensor (see, for instance, [2]). The vector space of -tensors 
 is defined by the condition 

: 	 ∈ 	 	 	 0, 0 . 
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Any -tensor is denoted by  (see [2]). As a consequence 
of a result of Bourguignon — Ebin — Marsden (see [1, p. 132; 2]) 
the space of -tensors is an infinite-dimensional vector space on 
any closed Riemannian manifold , . Such tensors are of fun-
damental importance in stability analysis in General Relativity 
(see, for instance, [3]) and in Riemannian geometry (see, for ins-
tance, [1, p. 346—347; 2]). A simple example of -tensors is the 
Ricci tensor of a Riemannian manifold of zero scalar curvature. 

The tangent space 	 at any ∈ 	is an -dimensional Euc-
lidian vector space  with the orthogonal group , .	 We con-
sider the space 

∈ ∗ ⊗ 	|	 0 , 

where  is the space of trace-free symmetric two-tensors on 	 
and ∑ , ,  for an orthonormal basis 

, … ,  and an arbitrary  in . By [4], the tensor space  
has the orthogonal splitting 	 	⊕  for two 
subspaces irreducible with respect to the action the orthogonal 
group , : 

∈ |	 , , , , , 

∈ |	 , , , , , , 0  

for arbitrary a, b, с in . Then the tensor field 	 on ,  is a 
section of the vector bundle , the fiber of which at each 
point 	 ∈ 	is the space . As a consequence, we obtain a 
pointwise decomposition of 	 into a sum of the tensor fields 
corresponding to the pointwise irreducible components of the ac-
tion of the group , . This decomposition of 	 determines 
a rough classification of -tensors, where the first class  con-
sists of -tensors for which their covariant derivatives are sec-
tions of  and the second class  consists of -tensors 
for which their covariant derivatives are sections of . 
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1. The first class of transverse-trace free tensors 

 
Suppose 	 ∈ , then it satisfies the differential equation 

, ,  

for any , , ∈ . In this case, the condition 0 
takes the form 	 0. It follows that the tensor field 	 is a 
Codazzi tensor with zero trace and zero divergence.  

A simple example of 	 ∈  is the second fundamental 
form of the minimal hypersurface of a Riemannian manifold of 
constant curvature (see [1, p. 436]). On the other hand, the geomet-
ry of manifolds bearing Codazzi tensor fields is described in detail 
in the literature (see, for example, the survey in [1, p. 590—598]). 
In turn, we can formulate the following local result. 

Theorem 1. Let ,  be a Riemannian manifold of constant 
curvature . Then a -tensor 	 ∈  has the form 

	 	 	 ∙ 	 	  

where ∈  is a solution of the equation ∆	 	 	 0	 for 
the Beltrami Laplacian on functions ∆:	 . 

Proof. A Codazzi tensor  on ,  with constant curvature  
has the form (see [1, p. 436]) 

	 	 	 ∙ 	 	  

for the -function  on , . If 	 	, then it is a solution 
of the equations ∆	 	 	 0 and ∆	 	 , because 

0 and 	 0,			respectively. Recall that ∆∶ ∘ 	  is 
the rough Laplacian (see [1, p. 52]). In addition, it is easy to prove 
that the second equation above is a consequence of the first 
equation. 

J. P. Bourguignon (see [1, p. 355; 5, p. 273]) constructed the 
Laplacian ∆ : →  by the formula 

∆ ≔ 	 	  
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where 

	 	 , , : , ,  

for arbitrary , , ∈  (see [1, p. 355]). In turn, 	 ∈  is 
called harmonic if it belongs to the kernel of ∆ .	Therefore, a 
Codazzi tensor with constant trace and, in particular, with zero 
trace is harmonic (see [6, p. 350]). In turn, if ,  is a closed 
manifold and a harmonic symmetric bilinear form 	 is given in a 
global way on ,  then 	 ∈ ker ∆  (see [7]). Furthermore, an 
arbitrary 	 ∈ ker ∆  on a closed Riemannian manifold ,  with 
nonnegative sectional curvature  is parallel and if 0 at 
some point, then  is a constant multiple of 	 (see also [7]). Using 
the above, we can formulate our theorem. 

Theorem 2. An arbitrary -tensor 	 ∈  on a closed 
Riemannian manifold ,  with nonnegative sectional curvature 

 is parallel. Moreover, if  > 0 at some point, then 	 is 
a  zero-tensor. 

It is well known that a Riemannian symmetric space of com-
pact type is a compact (without boundary) Riemannian manifold 
with nonnegative sectional curvature (see [6, p. 387]). One can sta-
te the following assertion. 

Corollary 1. An arbitrary -tensor 	 ∈  on a Rieman-
nian symmetric space of compact type ,  is parallel. Moreo-
ver, if the holonomy group Hol  of the space ,  is irredu-
cible, then 	 ≡ 0. 

On the other hand, we proved the following proposition (see 
[7; 8]): if the sectional curvatures of a connected complete non-
compact Riemannian manifold ,  are everywhere nonnegative, 
then there exists no nonzero Codazzi tensor 	 ∈ 	 , 2, 
such that ‖ ‖ vol ∞ for at least one ∈ 	 0, ∞ . The-
refore, we have the following theorem. 

Theorem 3. Let ,  be a connected complete noncompact 
Riemannian manifold with nonnegative sectional curvature. Then 
there is no a nonzero -tensor 	 ∈  such that 
‖ ‖ vol ∞ for at least one ∈ 	 0, ∞ . 
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2. The second class of transverse-trace free tensors 

 
Now suppose that 	 ∈ , then it satisfies the differential 

equation 

, , 	 , 0     (1) 

for any , , ∈ . In this case, the condition 0	 
takes the form 	 0. From (1) it follows that the tensor field 

	 is a symmetric Killing two-tensor with zero trace and zero di-
vergence. The geometry of manifolds bearing symmetric Killing 
tensor fields is described in detail in the literature (see, for 
example, [9; 10]). For a Riemannian manifold of constant curvatu-
re, we can formulate the following local result. 

Theorem 4. Let ,  be a Riemannian manifold of constant 
curvature, then a -tensor 	 ∈  has the form 

	                  (2) 

for 1 ln det  with respect to a local coordinate 
system , … ,  of , .	 The coefficients 	,  and  
of (2) are constant symmetric with respect to the first two 
subscripts and satisfying the identities 

	 	 	 	 0;                            (3) 

	 0;                              (4) 

	 	 	 С 	 0                      (5) 

for , , , 1, … , . 
Proof. According to [11] and [12], if ,  is a Riemannian 

manifold of constant curvature, then the general solution of the 
equation , 0	 for any ∈ 	 has the form (2) for 

1 ln det  and the constants 	, ,  which 
are symmetric with respect to the first two subscripts and satisfying 
(3) and (4). In this case, the condition 0 takes the form 
(5). Therefore, the equalities (2)—(5) describe the solution of (1). 
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We proved that every divergence-free Killing tensor 	 ∈ 	 
on a closed Riemannian manifold ,  with nonpositive sectio-
nal curvature  is parallel and if 0 at some point, then 

 is a constant multiple of  (see [13]). This implies the following 
result. 

Theorem 5. An arbitrary -tensor 	 ∈  on a closed 
Riemannian manifold ,  with nonpositive sectional curvature 

 is parallel. Moreover, if  < 0 at some point, then 	 is 
a zero-tensor. 

If ∈  is a traceless symmetric Killing tensor on 
,  and ∆ ≔ ∗ ∗ 	 is the Sampson Laplacian, then  

belongs to ker ∆  (see [1, p. 356; 24]). We recall here that the 
symmetric derivative ∗: → 		 is defined by the 
equation 

∗ 	 , , : , , ,  

for arbitrary , , ∈  (see [1, p. 35, 356]). At the same time, 
in [14] was proved that there is no a nonzero symmetric two-tensor 
field 	 ∈ ker ∆  on a simply connected complete Riemannian 
manifold ,  such that ‖ ‖ vol 	∞ for at least one 

∈ 	 0, 	∞ . Note that such Riemannian manifold is diffeomor-
phic to  and has an infinite volume.Using the above, we can for-
mulate the following theorem. 

Theorem 6. There is no a nonzero -tensor 	 ∈  on a 
simply connected complete Riemannian manifold ,  of 
nonpositive sectional curvature such that ‖ ‖ vol ∞ 

for at least one ∈ 	 0, ∞ . 
An example of such a manifold is a Riemannian symmetric 

manifold ,  of non-compact type, since it is simply connected 
and has nonpositive curvature. 

Corollary 2. There is no a nonzero -tensor 	 ∈  on a 
Riemannian symmetric manifold of non-compact type ,  such 
that ‖ ‖ vol ∞ for at least one ∈ 	 0, 	∞ .	 
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Поточечное ортогональное расщепление 
пространства TT-тензоров 

 
Поступила в редакцию 03.03.2023 г. 
 
В статье рассматривается ортогональное расщепление простран-

ства известных ТТ-тензоров на римановых многообразиях. Тензоры 
первого подпространства принадлежат ядру лапласиана Бургиньона, 
а тензоры второго подпространства принадлежат ядру лапласиана 
Сэмпсона. Приводятся примеры и доказываются теоремы Лиувилля 
о несуществовании этих тензоров. 

 
Ключевые слова: риманово многообразие, TT-тензор, теоремы не-

существования лиувиллевского типа, секционная кривизна 
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Дифференцирование линейных алгебр  

с единицей над полем  
 

Линейные алгебры над заданным полем возникают 
при изучении различных задач алгебры, анализа и гео-
метрии. Операция дифференцирования, возникшая в 
математическом анализе, была перенесена в теорию ли-
нейных алгебр над полем, а также в теорию колец.  

Множество всех дифференцирований линейной ал-
гебры сами образуют линейную алгебру. Эта алгебра 
называется алгеброй дифференцирований. При этом она 
допускает структуру алгебры Ли. Если алгебра, диф-
ференцирования которой рассмотрены, является конеч-
номерной, то ее алгебра Ли дифференцирований будет 
также конечномерной. Поэтому возникает естественная 
задача определения размерности алгебр Ли дифференци-
рований рассматриваемой линейной алгебры или оценки 
сверху размерности алгебры дифференцирований.  

Для решения этих задач в работе получена система 
линейных однородных уравнений, которой удовлетво-
ряют компоненты произвольного дифференцирования. 
Оценка ранга этой системы позволяет получить оценку 
снизу ранга матрицы рассматриваемой системы. Полу-
чена оценка размерности сверху алгебр Ли дифферен-

                                                 
Поступила в редакцию 29.04.2023 г. 
© Султанов А. Я., Глебова М. В., Султанова Г. А., 2023 

 

https://orcid.org/0000-0003-1051-4358
https://orcid.org/0000-0002-8790-5747


А. Я. Султанов, М. В. Глебова, Г. А. Султанова 

55 

цирований произвольной конечномерной линейной ал-
гебры, обладающей главной единицей над произволь-
ным полем, характеристика которого отлична от двух. 
Доказана точность полученной оценки путем построе-
ния линейной алгебры, алгебра Ли дифференцирований 
которой реализует максимальную размерность алгебры 
дифференцирований данной алгебры. 

 
Ключевые слова: алгебра Ли, дифференцирование линейной ал-

гебры, размерность алгебры Ли, линейная алгебра 

 
1. Необходимые понятия и сведения  

из теории линейных алгебр и их дифференцирований 
 
Линейной алгеброй над полем P называется векторное 

пространство над этим полем, на котором задана билинейная 
операция, называемая операцией умножения. Будем считать, 
что рассмотренная алгебра A является конечномерной, а про-
изведение любых двух элементов x и y обозначим через xy. 

Дифференцированием линейной алгебры A называется 
всякий линейный оператор : → , удовлетворяющий усло-
вию  

 

для любых элементов x и y  из A. 
Множество всевозможных дифференцирований алгебры A 

обозначается символом DerA. Это множество допускает есте-
ственную структуру алгебры Ли над полем P относительно 
операции коммутирования, определенной по правилу 

, °	 ° , 

где ° является композицией отображений 	 и . 
Алгебра Ли DerA имеет размерность, не превращающую 

, где n — размерность алгебры A [2]. Для доказательства 
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этого утверждения возьмем полную линейную алгебру Ли 
gl(n,P) квадратных матриц порядка n над полем P. Операция 
коммутирования в этой алгебре задана по правилу  

, , 

где BC и CB — произведения матриц B и C из gl(n,P). Размер-
ность этой алгебры Ли над полем P равна .  

Далее в алгебре A выберем некоторый базис , , … , . 
Для произвольного дифференцирования D алгебры A положим  

, ∈  

и составим матрицу || ||, для элементов  будем 
считать, что верхний индекс указывает номер строки, а ниж-
ний — номер столбца.  

Ясно, что 	является элементом множества gl(n,P). Так 
как для дифференцирования D относительно выбранного ба-
зиса , , … ,  матрица 	 определена единственным 
образом, то можно определить отображение  

: 	 → ,  

условием .  
Можно доказать, что отображение f является гомоморфиз-

мом, причем инъективным, то есть 	 0 . В силу этого 
заключаем, что 	 . 

Пусть 	и , где  — структурные 
постоянные алгебры относительно базиса , , … , . Опе-
ратор D будет дифференцированием тогда и только тогда, ко-
гда  

. 

Эти соотношения равносильны следующей системе линей-
ных однородных уравнений относительно переменных : 

0.  (1.1) 
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Эту систему представим следующим образом: 

| 0,         (1.2) 

где  

| 	 	 .   (1.3) 

Здесь 
1		при	
0		при	  — символ Кронекера, 1 — еди-

ничный элемент поля P, 0 — нейтральный (нулевой) элемент 
поля P. 

Из скаляров |  составим прямоугольную матрицу 

| , 

где тройка индексов  фиксирует строку, а пара индексов 

 — столбец этой матрицы. Так, например, скаляр |  

является коэффициентом при переменном  в уравнении  
(при фиксированных индексах h, i, j, k, m). 

Поскольку система (1.2) линейная и однородная, то имеет 
место  

Теорема 1.  
(1) 	 , где 	  — ранг матрицы C; 
(2) если 	 , то 	 . 
Отметим, что ранг матрицы C не зависит от выбора базиса. 

Поэтому 	  не зависит от выбора базиса. 
 

2. Оценка сверху размерности алгебры Ли  
дифференцирований линейной алгебры A,  

обладающей единицей 
 
Предположим, что линейная алгебра A обладает единицей, 

то есть в ней имеется элемент 	  такой, что . Эле-
мент  обычно называется главной единицей алгебры [1]. Оче-
видно, что алгебра A имеет лишь только одну главную едини-
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цу. Для исследования алгебры дифференцирований алгебры A 
выберем специальным образом базис в ней. Включим главную 
единицу в базис и обозначим . Остальные элементы  
базиса могут быть выбраны произвольно. Тогда получим сле-
дующий набор базисных элементов: , , … , . Так как 

, то структурные постоянные алгебры A будут 
удовлетворять условиям 

 , . 

Эти соотношения являются необходимым и достаточным 
условием того, что элемент является главной единицей алгеб-
ры A. Считая, что , перейдем к исследованию матрицы 
C.  

Теорема 2. Размерность алгебры  алгебры A с едини-
цей не больше, чем 1 , где  при условии, что 
характеристика поля P не равна 2. 

Доказательство. Рассмотрим матрицу T, составленную из 
коэффициентов при переменных  

, 		 1 , 			 0  

в уравнениях 

, 	 1 , 	 0,1, … , 1 .	 

Вычислим эти коэффициенты по формулам (1.3), получим 

| 2, | 0,		 

| , | 0,  

	 | . 

На основании полученных соотношений можно сделать 
вывод о том, что матрица T имеет следующее строение: 

2 0 ∗
0 ∗
0 0

, 
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где 	 — единичная матрица порядка s. Ранг этой матрицы 
равен 2 1. Следовательно, ранг матрицы C не меньше, чем 
2 1. Отсюда заключаем, что  

	 2 1 1 . 

Для доказательства точности оценки рассмотрим алгебру 
1 -дуальных чисел , , … , ⋯

|	 , , … , ∈ , 0 ,  — единица алгеб-
ры. Поэтому . Отсюда  

. 

Значит, 0. Следовательно, 0		 0,1, … , 1 . 
Поскольку 0, то 0. Отсюда, поло-
жив  0,1, … , 1 , получим 

0. 

Если 1, 1, то 0, 0 в силу линейной не-
зависимости , 	 1 . Значит, 0 и 0. То есть 

0	 1, 2, … , 1 .  
Если же 2, то 2 0. Так как характеристика 

поля 2, то 0	 0 .  
Таким образом, имеем 0		 0, 1, … , 1 .  
Следовательно, каждое дифференцирование задается ра-

венством  , 0, 1, … , 1 . 
Следовательно, 	 , , … , 1 . Это до-

казывает точность оценки в теореме 2. 
Заметим, что аналогичные задачи авторами были рассмот-

рены для йордановых алгебр [8], а также для некоторых дру-
гих алгебр специального вида [5—7]. 
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Linear algebras over a given field arise when studying various prob-
lems of algebra, analysis and geometry. The operation of differentiation, 
which originated in mathematical analysis, was transferred to the theory of 
linear algebras over a field, as well as to the theory of rings.  

The set of all differentiations of a linear algebra themselves form a 
linear algebra. This algebra is called the algebra of differentiations. At the 
same time, this algebra admits the structure of a Lie algebra. If the algebra 
whose differentiations are considered is finite-dimensional, then its Lie 
algebra of differentiations will also be finite-dimensional. Therefore, there 
is a natural problem of determining the dimension of the Lie algebras of the 
differentiations of the linear algebra under consideration or to obtain an 
estimate from above of the dimension of the algebra of differentiations.  

To solve these problems, a system of linear homogeneous equations 
is obtained, which is satisfied by the components of arbitrary differentia-
tion. Evaluation of the rank of this system allows us to obtain an estimate 
from below of the rank of the matrix under consideration. 

 
Keywords: Lie algebra, differentiation of linear algebra, dimension of 

Lie algebra, linear algebra 
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О группе автоморфизмов алгебры плюральных чисел 

 
В работе исследуются автоморфизмы алгебр плю-

ральных чисел, которые являются обобщением алгебры 
дуальных чисел. Алгебры плюральных чисел оказались 
в центре внимания профессора Казанского университе-
та А. П. Широкова. Занимаясь геометрией касательных 
расслоений высших порядков, он установил, что каса-
тельные расслоения высших порядков над гладкими 
многообразиями несут структуру гладкого многообра-
зия над алгебрами плюральных чисел. Это позволило 
ему в 1970-е годы построить теорию лифтов тензорных 
полей и линейных связностей с гладкого многообразия 
в его касательные расслоения произвольного порядка. 

Изучаются автоморфизмы алгебры плюральных чи-
сел. Доказано, что множество всех автоморфизмов ал-
гебры плюральных чисел образует группу. Описано 
строение этой группы. В качестве примеров указаны 
группы автоморфизмов алгебры плюральных чисел, 
имеющих небольшую размерность.  

 
Ключевые слова: алгебра плюральных чисел, автоморфизм, век-

торное пространство, матрица автоморфизма 
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1. Алгебра плюральных чисел 

 
Рассмотрим -мерное векторное пространство V над полем 

действительных чиcел R с базисом , , , . . . , , на ко-
тором задана билинейная операция умножения, удовлетво-
ряющая следующим условиям: 

, 

  , 1,2, . . . , 1 ,              (1) 

0 		 . 

Полученная линейная алгебра называется алгеброй плю-
ральных чисел и обозначается символом  [1]. Из этого 
определния следует, что элемент  является единичным эле-
ментом алгебры . Будем считать, что 1 (1 — еди-
ница поля R). Из определения базисных элементов следует, что 
алгебра  является коммутативной и ассоциативной. 

Соотношение 0 дает основания к заключению, что 
каждый базисный элемент  1,2, . . . , 1  является де-
лителем нуля. Векторное подпространство, натянутое на эти 
элементы, является идеалом алгебры , причем макси-
мальным. Этот идеал называется радикалом алгебры плюраль-
ных чисел и обозначается . Перейдем к автомор-
физмам алгебры . 

Определение. Обратимый линейный оператор  

: →  

называется автоморфизмом этой алгебры, если выполняются 
условия  для любых , ∈ . 

Иначе говоря, автоморфизм алгебры  плюральных 
чисел представляет собой изоморфное отображение этой алгеб-
ры на себя. Множество всех автоморфизмов алгебры  
обозначается символом . 



А. Я. Султанов, Г. А. Султанова, О. А. Монахова 

65 

Теорема 1. Для любого автоморфизма  алгебры плю-
ральных чисел имеет место равенство 1 1. 

Доказательство. Пусть  — произвольный автоморфизм ал-
гебры . Тогда для любого элемента ∈  имеем  

1 1 ∘ 1  
1 ⋅ . 

Аналогично 1 . Поскольку в алгебре  име-
ется только одна единица, то 1 1. 

Теорема 2. Для любого автоморфизма ∈  
имеем  1,2, . . . , 1 . 

Доказательство. Пусть 

0 . 

Тогда 

 

,			 ∈ . 

Применяя метод математической индукции, получим 

, ∈  

для любого натурального числа 1. При 1 
имеем следующее равенство: 

,			 ∈ . 

Отсюда следует 0 и 0. Следовательно, 
0. Теорема 2 доказана. 

 
2. Описание группы автоморфизмов алгебры  
 
В п. 1 было отмечено, что базис алгебры  со-

ставляют элементы 1, , , . . . , . Здесь  является 
степенью элемента . Для каждого автоморфизма 
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∈  мы получим, что 		 1,2, . . . , 1 , 
где , 	 , . . . , 	  — произвольные действительные числа 
(параметры). 

Тогда в силу того, что  — автоморфизм алгебры А, мож-
но найти образы остальных базисных элементов, то есть 

  2,3, . . . , 1 : 

…  

,...,
... . 

Пусть , , 1,2, . . . , 1. Тогда получим, 
что , а  

,                                 (*) 

где по индексу  ведется суммирование от 1 до 1 при 
условии 0. Если 0, то по определению будем 
считать, что 0. 

Теорема 3. Коэффициенты  удовлетворяют тождест-
вам 

1) =0, если ; 

2)  (по индексу нет суммирования) для 1, 2,	
. . . , 1. 

Доказательство.  
1. Доказательство проведем методом математической ин-

дукции по 2 и 1. 
Пусть  — фиксированное натуральное число, равное 

2, 3, . . ., 1. Докажем, что  = 0 для всех 2. 

При 1 имеем , 1. Но 0 при 
1 0. Следовательно, 0. 

Предположим, что 0 для всех 2. 

Докажем, что 0. В силу равенства (*) имеем 
. Если 2, то 0 по индуктивно-

му предположению. Поэтому 0.  
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2. Применим также метод математической индукции. 
При 1 соотношение 2) настоящей теоремы имеет вид 

. С другой стороны, . Отсюда 

. 
Пусть  для каждого фиксированного 1. 

Докажем, что . Для этого рассмотрим (*). 
Из него получим, что 

, 

где по индексу  ведется суммирование (при условии 1
0). По индуктивному предположению, 0, если . 

Поэтому при  имеем 1 1. Отсюда следует, 
что 1 1 (иначе: 0). Таким образом, 

. 

Утверждение 2) теоремы 3 доказано. 
Из теоремы 3 следует, что матрица произвольного авто-

морфизма  алгебры  относительно ее естестествен-
ного базиса имеет вид 

1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 . . . 0
. . . . .
0 . . .

,   0. 

Следовательно, 

1 . 

Можно рассмотреть вид матрицы  для второго, тре-
тьего и четвертого порядков:  

1 0
0 | ∈ , 0 , 
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1 0 0
0 0
0

| , ∈ , 0 , 

1 0 0 0
0 0 0
0 0
0 2

| , , ∈ , 0 . 

Эти матрицы представляют группы автоморфизмов алгеб-
ры плюральных чисел в частных случаях.  
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The algebra of dual numbers was first introduced by V. K. Clifford in 
1873. The algebras of plural and dual numbers are analogous to the 
algebra of complex numbers. Dual numbers form an algebra, but not a 
field, because only dual numbers with a real part not equal to zero have an 
inverse element. 

In this work, automorphisms of algebras of plural numbers, which are 
a generalization of the algebra of dual numbers, are studied. Algebras of 
plural numbers were in the center of attention of the professor of Kazan 
University A. P. Shirokov. Studying the geometry of higher-order tangent 
bundles, he established that higher-order tangent bundles over smooth 
manifolds have the structure of a smooth manifold over algebras of plural 
numbers. This allowed him in the 70s of the twentieth century to 
construct a theory of lifts of tensor fields and linear connections from a 
smooth manifold to its tangent bundles of arbitrary order. 

In this paper, we study automorphisms of the algebra of plural 
numbers. It is proved that the set of all automorphisms of the algebra of 
plural numbers forms a group. The structure of this group is described. 
The groups of automorphisms of the algebra of plural numbers with small 
dimension are indicated as examples. 
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Преобразование Бианки псевдосферы 

 
Исследуется преобразование Бианки для поверхно-

стей постоянной отрицательной гауссовой кривизны. 
Поверхностями вращения постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны являются волчок Миндинга, ка-
тушка Миндинга, псевдосфера (поверхность Бельтра-
ми). Также к поверхностям  постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны относятся поверхность Куэна и по-
верхность Дини. Изучение поверхностей постоянной 
отрицательной гауссовой кривизны (псевдосфериче-
ских поверхностей) имеет большое значение для ин-
терпретаций планиметрии Лобачевского. Известна 
связь геометрических характеристик псевдосфериче-
ских поверхностей с теорией сетей, теорией солитонов, 
нелинейными дифференциальными уравнениями и 
уравнениями синус-Гордона. Преобразования Бианки 
позволяют получить по данной псевдосферической по-
верхности новые псевдосферические поверхности. 

С использованием математического пакета постро-
ены псевдосфера и ее преобразования Бианки.  

 
Ключевые слова: гауссова кривизна, поверхность вращения, 

псевдосфера, поверхность Куэна, преобразование Бианки 
 
В евклидовом пространстве 	рассмотрим поверхность 

вращения , полученную вращением плоской кривой вокруг 
оси. 
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Обозначим через 0,0,1  орт оси, а через 	
cos , sin , 0  — радиус-вектор единичной окружно-

сти, расположенной в плоскости, ортогональной оси. Тогда 
поверхность M  можно задать в виде 

	,                             (1) 

где  — дифференцируемая функция, , — параметры. 
Обозначим через  орт нормали к поверхности . Тогда 

   .                                       (2) 

Главные кривизны   поверхности M  имеют вид 

,  

Гауссова кривизна K =  равна 

1 1
. 

Требуем , получим решение 

, 

где c — произвольная константа.  
Поверхности вращения постоянной отрицательной гауссо-

вой кривизны — это волчок Миндинга 0 1, катушка 
Миндинга  0, псевдосфера 0 [1, с. 100; 2, с. 175]. 

Полагаем 1, 0 и выбираем знак «плюс». 
Имеем 

.                            (3) 

Определим метрический тензор  и символы Кристоффе-

ля Г . 
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Имеем 

	 ,   	 , 

, 0, . 

Г 	, Г , Г Г 	.                        (4) 

Остальные Г  равны нулю. 
Рассмотрим две гладкие поверхности ,  и диффеомор-

физм : → . Касательные плоскости в соответствующих 
точках ∈ , ∈  пересекаются по прямой , , об-

разуя прямой двугранный угол, причем вектор , 
где  — орт, . Обозначим через  орт нормали к по-
верхности   в точке ∈ . Тогда касательная плоскость к по-
верхности  в точке ∈  имеет вид , , . 
Теорема Бианки утверждает, что если поверхность  имеет 

гауссову кривизну , то и поверхность  имеет ту же 

кривизну. 
Обозначим через   радиус-вектор поверхности , а через 

 — радиус-вектор поверхности . Полагаем 1K  и рас-

смотрим отображение MMf :  [2, с. 489].  

Имеем		 , 	. 
Из условия < , 	 0 получим 

	 . 

Так как 	 V, V 	 1, , 	 0, то  

	 	, >,			 V 	 . 

Имеем 

		 1 ,  		 , 

		 ,  		 1 . 
(5)
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Формулы (5) в силу (4) примут вид 

1 ,			 ,               (6) 

	 , 1 . 

Система (6) имеет решение  
2 2
2 2

, 

2 2
2 2

, 

, .  
Потребуем, чтобы , 	 1. Тогда 2 1 0. 
Введем обозначение 1⁄ . Имеем 

1
1

,																													 7  

2
1
. 

Положим sin	 . В силу (3) cos ln	  

и псевдосфера имеет уравнение sin . По-
строим ее (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Псевдосфера 
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В силу (4), (7) имеем 

sin 1
1

cos
sin

 

2
1
sin . 

Построим поверхности , 	 при 30 
(рис. 2), 0 (рис. 3). 

 
Рис. 2. Преобразование Бианки псевдосферы при 30 

 

 
 

Рис. 3. Преобразование Бианки псевдосферы при 0 
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Уравнения поверхности при 0 примут вид 

2 sin
1
cos , 

2 sin
1
cos , 

2 sin
1

lg	
2

. 

Полученная поверхность — это поверхность Куэна [3, с. 342]. 
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The work is devoted to the study of the Bianchi transform for surfa-
ces of constant negative Gaussian curvature. The surfaces of rotation of 
constant negative Gaussian curvature are the Minding top, the Minding 
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coil, the pseudosphere (Beltrami surface). Surfaces of constant negative 
Gaussian curvature also include Kuens surface and the Dinis surface. The 
study of surfaces of constant negative Gaussian curvature (pseudospheri-
cal surfaces) is of great importance for the interpretation of Lobachevsky 
planimetry. The connection of the geometric characteristics of pseudos-
pherical surfaces with the theory of networks, with the theory of solitons, 
with nonlinear differential equations and sin-Gordon equations is establi-
shed. The sin-Gordon equation plays an important role in modern physics. 
Bianchi transformations make it possible to obtain new pseudospherical 
surfaces from a given pseudospherical surface. The Bianchi transform for 
the pseudosphere is constructed. Using a mathematical package, the pseu-
dosphere and its Bianchi transform are constructed. 

 
Keywords: Gaussian curvature, surface of revolution, pseudosphere, 

Kouen’s surface, Bianchi transform 
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Линейные и проективные связности  

над гладким многообразием 
 

Рассмотрены главные расслоения кореперов 1-го и 
2-го порядков, а также фактор-расслоение центропроек-
тивных (коаффинных) кореперов. В расслоении линей-
ных кореперов задана связность с помощью поля объ-
екта связности. Определены тензоры кручения и кри-
визны этой линейной связности. Выделены особые 
связности: без кручения, без кривизны. Пространство 
линейной связности, лишенное кручения и кривизны, 
представляет собой аффинную группу, что послужило 
основанием для классического названия «аффинная 
связность». 

При специализациях многообразия введены силь-
ное и слабое условия проективности, позволяющие вы-
делить соответствующие расслоения кореперов. Связ-
ности в этих главных расслоениях названы сильной и 
слабой проективными связностями. 

В случае симметрической линейной связности, ко-
гда отсутствует кручение, рассмотрен объект классиче-
ской проективной связности. Введены формы этой 
связности и найдены их структурные уравнения. Отсю-
да следует, что классическая проективная связность не 
является ни фундаментально-групповой, ни линейной 
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дифференциально-геометрической. Доказано, что объект 
кривизны этой связности образует квазитензор лишь в 
совокупности с объектом связности. Показано, что клас-
сическая проективная связность вырождается в отлич-
ную от исходной  линейную связность на образе сече-
ния некоторого однородного расслоения.  

 
Ключевые слова: расслоение кореперов, линейная связность, 

тензоры кручения и кривизны, слабая и сильная проективные связ-
ности, классическая проективная связность 

 
1. Расслоения над гладким многообразием 

 
Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие  со струк-

турными уравнениями Лаптева [1; 2]: 

∧ , , … 1, .                      (1.1) 

Продолжим их, то есть продифференцируем внешним об-
разом и разрешим по лемме Лаптева (обобщенной лемме Кар-
тана [1; 2]): 

∧ ∧ ,		                      (1.2) 

причем трехиндексные формы удовлетворяют условиям  

∧ ∧ 0	 ⇔ ∧ ∧ 0	 ⇔ 

,				 0,			 0,                (1.3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, круглые 
скобки — симметрирование, а фигурные скобки — циклиро-
вание. 

Продолжая структурные уравнения (1.2), получим 

∧ ∧ ∧ ∧ ,		     (1.4) 

,				 0,			 0.	          (1.5) 
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Утверждение 1. Над гладким многообразием  имеются 
главные расслоения кореперов ,  со структурными 
уравнениями (1.1, 1.2), (1.1, 1.2, 1.4), типовыми слоями кото-
рых являются линейные группы 1-го и 2-го порядков: 

, 	; , 		
1
2

3 , 

причем группа L является факторгруппой группы . 
Свернем уравнения (1.4) по индексам i, j: 

∧ ∧ ,                      (1.6) 

, ,			 ≡ 0,																		(1.7) 

где символ ≡ обозначает сравнение по модулю базисных форм 
. 
Следствие. В расслоении линейных кореперов 2-го поряд-

ка  наряду с фактор-расслоением линейных кореперов  
1-го порядка 	присутствует фактор-расслоение центро-
проективных (коаффинных) кореперов 		со структурны-
ми уравнениями (1.1, 1.2, 1.6), типовым слоем которого явля-
ется коаффинная группа ∗ . 

 
2. Линейная связность 

 
Зададим линейную связность в главном расслоении линей-

ных кореперов 	 способом Лаптева — Лумисте [3; 4]. Пре-
образуем слоевые формы  с помощью линейных комбина-
ций базисных форм : 

	 Г .                                (2.1) 

Потребуем, чтобы функции Г  удовлетворяли следующим 
дифференциальным уравнениям: 

Г Г ,                             (2.2) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 
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Г Г Г Г Г . 

Тогда преобразованные слоевые формы (1) удовлетворяют 
структурным уравнениям 

	 	 ∧ 	 ∧ ,                    (2.3) 

где коэффициенты при внешних произведениях базисных 
форм выражаются по формуле  

Г Г Г ,                         (2.4) 

причем альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. 

Продолжим дифференциальные уравнения (2.2): 

Г Г Г Г ≡ 0. 

Проальтернируем эти дифференциальные сравнения по 
двум последним индексам и учтем условия (1.31, 1.51): 

Г Г Г ≡ 0.																		(2.5) 

С помощью уравнений (2.2) получаются сравнения для 
второго слагаемого в формуле (2.4): 

Г Г Г Г ≡ 0. 

Вычтем их из сравнений (2.5) и воспользуемся формулой 
(2.4): 

≡ 0.																																															(2.6) 

Внесем формы (2.1) в структурные уравнения (1.1): 

∧ 	 ∧ ,                      (2.7) 

где Г . Альтернируя дифференциальные уравнения (2) 
и учитывая условие (1.31), получим 

≡ 0.																																															(2.8) 
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Утверждение 2. Линейная связность (в классической тер-
минологии — аффинная связность) в главном расслоении ли-
нейных кореперов 	 задается формами (2.1), определен-
ными с помощью компонент объекта связности Г , которые 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям (2.2). Формы 
линейной связности (2.1) подчиняются структурным уравне-
ниям (2.3), содержащим компоненты объекта кривизны , 
которые выражаются по формуле (2.4) через объект связно-
сти Г  и его пфаффовы производные Г . Компоненты  
образуют тензор, так как удовлетворяют дифференциаль-
ным сравнениям (2.6). Внесение форм связности (2.1) в 
структурные уравнения базисных форм (1.1) преобразует их к 
виду (2.7), куда входят компоненты тензора кручения  с 
дифференциальными сравнениями (2.8). 

Определение 1. Главное расслоение линейных кореперов 
, при более подробном обозначении , с заданным 

полем объекта Г  называется пространством линейной связ-
ности , . 

 
3. Особые линейные связности 

 
Тензоры кручения  и кривизны  позволяют выделить 

3 особых линейныx связности: 
1) 0 — линейная связность без кручения; 

2) 0	 — линейная связность без кривизны; 

3) 0, 0	 — линейная связность без кручения и 
кривизны, иначе говоря, связность локально аффинного про-
странства. 

В последнем случае уравнения (2.3), (2.7) становятся 
структурными уравнениями аффинной группы GA(n): 

∧ ,			 ∧ ,																					(3.1) 

где точка означает выполнение условий 3). Это послужило ос-
нованием для названия «аффинная связность» (см., напр., [5]), 
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которое было дано до развития теории расслоенных про-
странств. Группа GA(n) имеет линейную факторгруппу GL(n) 
со структурными уравнениями (3.12).  

 
4. Сильная и слабая проективные связности 

 

Наряду с особыми линейными связностями на произвольном 
расслоении  можно специализировать само расслоение и 
получать другие связности. Выделим расслоение специальных 
линейных кореперов с помощью условия проективности 

	= 0.                                            (4.1) 

Замечание 1. В аффинной группе GA(n) со структурными 
уравнениями (3.1) аналогичное равенство выделяет эквиаф-
финную подгруппу, а в линейной факторгруппе GL(n) — спе-
циальную линейную подгруппу, изоморфную проективной 
группе GP(n – 1). 

Из структурных уравнений (1.2) при j = i следует 

∧ . 

Учтем условие (4.1) и разрешим полученное квадратичное 
уравнение по лемме Картана: 

, 		 0.																																	(4.2) 

Отталкиваясь от равенства (4.1), введем более общее условие 

,																																									(4.3) 

продолжение которого имеет вид 

Δ ≡ 0.																																				(4.4) 

Назовем (4.1) сильным условием проективности, а (4.3) — 
слабым условием проективности. 

При выполнении условия (4.3) с помощью обозначения (2.1) 
получим 

	 ,			 Г ,			Г Г .             (4.5) 
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Уравнения (2.2) и сравнения (4.4) дают Δ ≡ 0. В рас-
сматриваемом случае формулы (4.3) и (4.51) аналогичны. Бо-
лее того, если тензор  аннулируется, то 	 0, что подобно 
условию (4.1), и тогда Г . 

Определение 2. Расслоение линейных кореперов  с 
условием (4.1) назовем сильным расслоением проективных ко-
реперов и обозначим , а при выполнении условия (4.3) — 
слабым расслоением проективных кореперов . Линейные 
связности в расслоениях  и  назовем соответствен-
но сильной и слабой проективными связностями. Главные рас-
слоения  и  со связностями будем называть про-
странствами с сильной и слабой проективными связностями и 
обозначать ,  и 	P , . 

Замечание 2. Пространства ,  и 	P ,  с одной ба-
зой  и одинаковым типовым слоем — проективной группой 
GP(n-1) — нельзя отождествить, так как в окрестности точки 
базы имеем разные формулы (4.1) и (4.3). 

Утверждение 3. Если слоевые формы  удовлетворяют 
слабому условию проективности (4.3), в частности сильному 
условию проективности (4.1), то формы проективной связно-
сти 	  подчиняются аналогичному условию. 

Из дифференциальных уравнений (2.2) следует, что сверт-
ки Г  удовлетворяют уравнениям  

∆Г Г 	 Г Г ,                    (4.6) 

которые с учетом следствия (4.21) из условия сильной проек-
тивности (4.1) принимают тензорный вид: ∆Г ≡ 0. 

Замечание 3. Линейную связность с объектом Г , удовлетво-
ряющим в случае выполнения равенства (4.1) условию Г 0, 
можно назвать специальной сильной проективной связностью. 

 

5. Объект классической проективной связности 
 

В общем случае слабое условие проективности (4.3) и тем 
более сильное условие (4.1) не выполняются, поэтому нельзя 
дать определение 2 и доказать утверждение 3. Это препятствие 
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преодолевается при построении объекта классической проек-
тивной связности в пространстве симметрической линейной 
связности. 

Утверждение 4. Объект симметрической линейной связ-
ности Г 	 Г 0  и его свертка Г Г  позволяют по-
строить объект классической проективной связности (см., 
напр., [6]): 

П Г Г Г ,																					(5.1) 

причем в силу симметрии компонент Г  объект П  симмет-

ричен по нижним индексам: П 0. 
Замечание 4. Построение шести объектов проективной 

связности по данному объекту несимметрической линейной 
связности произведено разными аппаратами в статьях [7; 8]. 

Из дифференциальных уравнений (2.2), (4.6) следует, что 
компоненты объекта П  подчиняются следующим сравнениям:  

∆П ≡ 0.															(5.2) 

Свернем их по индексам i, j: 

∆П ≡ 0,			П П . 

Более того, формула (5.1) дает  

П 0.                                             (5.3) 

 
6. Формы классической проективной связности 

 
По аналогии с формами линейной связности (2.1) введем 

формы проективной связности  

П .																																				(6.1) 

Замечание 5. Из формулы (6.1) и тождеств (5.3) следует 
, то есть сумма диагональных форм не подвергается 

преобразованию.  
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Согласно формулам (2.1), (5.1) имеем 

Г Г .																(6.2) 

С помощью структурных уравнений (1.1) получим 

Г Г Г Г ⋀ . 

Раскроем круглые скобки и воспользуемся дифференци-
альными уравнениями (4.6): 

Г Г  

Г Г ⋀ . 

Используем структурные уравнения (2.3): 

⋀ Г Г ⋀  

Г Г ⋀ .             (6.3) 

Преобразуем внешние произведения форм линейной связ-
ности с помощью равенств (6.2): 

⋀ ⋀ Г ⋀Г  

∧ Г Г ⋀ .																						 

В последнем выражении используем обозначение (6.1): 

⋀ ⋀ ⋀Г Г ⋀  

Г П П Г ⋀ Г Г ⋀ . 

Подставим полученный результат в формулу (6.3), выне-
сем внешние произведения базисных форм и проальтернируем 
коэффициенты при этих произведениях с учетом симметрии 
компонент П : 

	⋀ ⋀ ⋀ ,   (6.4) 
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1
1

Г  

Г Г П Г Г .																								(6.5) 

Утверждение 5. Классическая проективная связность со 
структурными уравнениями (1.1), (1.6), (6.4) не является ни 
фундаментально-групповой [1—4], ни линейной дифференци-
ально-геометрической [9] связностью над базой . Однако 
над расслоением центропроективных кореперов С  это ли-
нейная связность, непостоянная часть объекта кривизны кото-
рой выражается по формуле (6.5). 

 
7. Квазитензорность объекта кривизны 

 
Продолжим дифференциальные уравнения (4.6): 

∆Г Г ≡ 0. 

Альтернируем эти сравнения: 

∆Г Г ≡ 0. 

В случае полуголономности [10] многообразия  имеем 
≡ 0, ≡ 0, поэтому ∆Г ≡ 0, то есть Г  — анти-

симметрический тензор на многообразии . Значит, Г  — 
тензор. 

Найдем дифференциальные сравнения для компонент 2-го 
слагаемого в квадратных скобках формулы (6.5): 

∆ Г Г П Г Г П ≡ 0. 

Следовательно, компоненты  удовлетворяют следую-
щим сравнениям: 

∆ П ≡ 0.																			(7.1) 
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Утверждение 6. Дифференциальные сравнения (5.2), (7.1) 
показывают, что объект кривизны  классической проек-

тивной связности образует квазитензор лишь в совокупности 
с объектом этой связности П . 

 
8. Случай вырождения проективной связности 

 
Уравнения (6.4) станут структурными уравнениями форм 

линейной связности лишь в особом случае, когда выполняют-
ся дифференциальные сравнения 

≡ 0.																																					(8.1) 

Сворачивая их по индексам i, j, получим ≡ 0. Наобо-
рот, из этих сравнений следуют сравнения (8.1). Соответству-
ющие пфаффовы уравнения имеют вид  

Λ ,                                       (8.2) 

где Λ  — некоторые функции. Продолжим эти уравнения и 
запишем результат в виде сравнений 

Λ ≡ 0.																																			(8.3) 

Альтернируя их и используя сравнения (1.73), получим  

Λ ≡ 0.																																									(8.4) 

Подставим пфаффовы уравнения (8.2) в структурные урав-
нения (6.4): 

	⋀ ⋀ ,                    (8.5) 

Λ Λ .               (8.6) 

В рассматриваемом случае сравнения (7.1) примут вид 

≡ 0.																													(8.7) 
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Дифференциальные сравнения (8.3), (8.4), (8.7) позволяют 
найти сравнения для компонент (8.6): ≡ 0. 

Утверждение 7. Классическая проективная связность 
становится линейной связностью на образе сечения (8.2) од-
нородного расслоения ∗  со структурными уравнениями 
(1.1), (1.6), где ∗ ∗ /  — коаффинное простран-
ство размерности n. Эта отличная от исходной линейная 
связность имеет структурные уравнения (1.1),(8.5) и тензор 
кривизны (8.6). 
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