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О минимальности почти контактных метрических  
гиперповерхностей почти эрмитовых многообразий 

 
Формулируются две задачи: 1) проанализировать одно из 

известных условий минимальности почти контактной метри-
ческой гиперповерхности почти эрмитова многообразия; 2) вы-
яснить, как связано условие минимальности Аббаса для ги-
перповерхности с классической обобщенной структурой Кен-
моцу в многообразии Вайсмана — Грея с условием минималь-
ности гиперповерхности со структурой Кириченко — Уско-
рева. 
 
Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, по-

чти эрмитово многообразие, минимальная гиперповерхность, усло-
вия минимальности 

 
1. Отправной точкой для написания данной заметки стало 

изучение недавно опубликованной статьи [1] иракского гео-
метра Мохаммеда Аббаса. В этой работе рассматривается си-
туация, когда на ориентируемой гиперповерхности почти эр-
митова многообразия, принадлежащего классу многообразий 
Вайсмана — Грея, индуцируется так называемая классическая 
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обобщенная структура Кенмоцу. Отметим, что методы иссле-
дования почти контактных метрических (almost contact metric, 
acm-) гиперповерхностей, которыми весьма успешно пользу-
ется М. Аббас, разработаны отечественными геометрами 
В. Ф. Кириченко и Л. В. Степановой [2; 3]. Отметим также, что 
это, по нашему мнению, первый интересный и важный случай, 
когда почти контактная метрическая структура на гиперпо-
верхности, являющаяся обобщенной структурой Кенмоцу, 
изучается так глубоко и детально. Что касается почти эрмито-
вых многообразий Вайсмана — Грея (то есть многообразий 
класса ଵܹ ⊕ ସܹ в общепринятой терминологии Грея — Хер-
веллы), то такие многообразия изучались с разных точек зре-
ния многими геометрами. Обратим внимание на то, что класс 
многообразий Вайсмана — Грея содержит все келеровы, при-
ближенно келеровы и локально конформные келеровы много-
образия. 

 
2. Наиболее интересный результат работы [1], на наш 

взгляд, — критерий минимальности гиперповерхности с обоб-
щенной структурой Кенмоцу в многообразии Вайсмана — 
Грея: равенство  

,ߦሺ ߪ  ሻߦ ൌ  0                                     (1) 

является условием, необходимым и достаточным для мини-
мальности гиперповерхности многообразия Вайсмана — Грея, 
оснащенной обобщенной структурой Кенмоцу [1, с. 10]. Здесь 
-вторая квадратичная форма погружения гиперповерхно — ߪ
сти ܰଶ௡ିଵ в многообразие Вайсмана — Грея ܯଶ௡, ߦ — струк-
турный вектор почти контактной метрической структуры на 
гиперповерхности ܰଶ௡ିଵ. 

 
3. Условие (1) хорошо знакомо авторам настоящей замет-

ки. Оно возникало ранее при исследовании некоторых видов 
acm-гиперповерхностей почти эрмитовых многообразий, при-
надлежащих различным классам Грея — Хервеллы, причем 
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как для более близкого нам случая acm-гиперповерхности 6-мер-
ного почти эрмитова многообразия [4—8], так и для случая 
гиперповерхности почти эрмитова многообразия произволь-
ной размерности [9—12]. Это условие иногда является крите-
рием минимальности acm-гиперповерхности почти эрмитова 
многообразия; в других случаях оно оказывается только необ-
ходимым или только достаточным. Причем в нескольких ра-
ботах данное условие характеризует минимальность acm-
гиперповерхности именно со структурой Кенмоцу (например, 
в [9; 10] и некоторых других статьях). 

 
4. В конце статьи мы ставим следующую задачу: проана-

лизировать условие (1), систематизировать результаты о ми-
нимальности acm-гиперповерхности почти эрмитова многооб-
разия, связанные с этим условием (оно присутствует в десят-
ках статей). Сформулируем еще одну задачу, на наш взгляд, 
гораздо менее сложную: выяснить, как связано условие (1) с 
минимальностью acm-гиперповерхности со структурой Кири-
ченко — Ускорева. 

Напомним, что структура Кириченко — Ускорева [13; 14] 
также является обобщением структуры Кенмоцу, однако эта 
структура отлична от классической обобщенной структуры 
Кенмоцу, которая рассматривалась в статье [1] и во многих 
других работах. Наверное, целесообразнее всего при решении 
этой задачи «поместить» гиперповерхность со структурой Ки-
риченко — Ускорева именно в многообразие Вайсмана — 
Грея.  
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On minimality of almost contact metric hypersurfaces  

in almost Hermitian manifolds 
 
Submitted on April 17, 2025 
 

We consider obtained in 2024 by M. Y. Abass a minimality 
criterion for hypersurfaces with classical generalized Kenmotsu 
structure in a Vaisman — Gray manifold. This condition is known 
to have arisen in the study of hypersurfaces equipped with certain 
kinds of almost contact metric structures in almost Hermitian man-
ifolds belonging to various Gray — Hervella classes. The condi-
tion was sometimes a minimality criterion for an almost contact 
metric hypersurface of an almost Hermitian manifold; in other ca-
ses, it turned out to be only necessary or only sufficient.  

In the present note, we formulate two problems: 
1) to analyze in detail the above-mentioned minimality condi-

tion for an almost contact metric hypersurface of an almost Hermi-
tian manifold;  

2) to find out how the Abass minimality condition for a hyper-
surface with the classical generalized Kenmotsu structure in a 
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Vaisman — Gray manifold is related to the minimality of a hyper-
surface with the Kirichenko — Uskorev structure, which is also a 
generalization of the Kenmotsu structure. 
 
Keywords: almost contact metric structure, almost Hermitian mani-

fold, minimal hypersurface, minimality condition 
 

References 
 
1. Abass, M. Y.: On generalized Kenmotsu manifolds as hypersurfaces 

of Vaisman — Gray manifolds. Vladikavkaz. Math. J., 26:1, 5—12 
(2024). 

2. Kirichenko, V. F., Stepanova, L. V.: The geometry of hypersurfaces 
of quasi-Kählerian manifolds. Russian Math. Surveys, 50:2, 440—441 
(1995). 

3. Stepanova, L. V.: Contact geometry of hypersurfaces of quasi-Käh-
lerian manifolds. PhD thesis. Moscow State Pedagogical University 
V. I. Lenin (1995). 

4. Banaru, M. B.: Two theorems on cosymplectic hypersurfaces of 
six-dimensional Hermitian submanifolds of Cayley algebra. J. Harbin 
Inst. Technol. (N. S.). 8:1, 38—40 (2001). 

5. Banaru, M. B.: On Sasakian hypersurfaces in 6-dimensional Her-
mitian submanifolds of the Cayley algebra. Sb. Math., 194:8, 1125—1136 
(2003). 

6. Banaru, M. B.: The type number of the cosymplectic hypersurfaces 
of 6-dimensional Hermitian submanifolds of the Cayley algebra. Siberian 
Math. J., 44:5, 765—773 (2003). 

7. Banaru, M. B.: On skew-symplectic hypersurfaces of six-dimensio-
nal Kählerian submanifolds of the Cayley algebra. Russian Math. (Iz-
vestia Vuzov), 47:7, 60—63 (2003). 

8. Abu-Saleem, A., Banaru, M. B.: On almost contact metric hypersur-
faces of nearly Kählerian 6-sphere. Malaysian J. of Math. Sci., 8:1, 35—46 
(2014).  

9. Banaru, M. B.: On minimality of a Sasakian hypersurface in a ଷܹ-ma-
nifold. Saitama Math. J. 20, 1—7 (2002). 

10. Abu-Saleem, A., Banaru, M. B.: Two theorems on Kenmotsu hy-
persurfaces in a ଷܹ-manifold. Studia Univ. Babeş — Bolyai. Math. 51:3, 
3—11 (2005). 



А. Абу-Салим, М. Б. Банару, Г. А. Банару 

11 

11. Banaru, M. B., Kirichenko, V. F.: Almost contact metric structures 
on the hypersurface of almost Hermitian manifolds. J. Math. Sci., New 
York. 207:4, 513—537 (2015). 

12. Stepanova, L. V., Banaru, G. A., Banaru, M. B.: On quasi-Sasakian 
hypersurfaces of Kählerian manifolds. Russian Math. (Izvestia Vuzov), 
80:1, 73—75 (2016). 

13. Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On hypersurfaces with Kirichenko — 
Uskorev structure in Kählerian manifolds. Sib. Elektron. Math. Izv., 17, 
1715—1721 (2020). 

14. Banaru, G. A.: On nonexistence of Kenmotsu structure on acm-hy-
persurfaces of cosymplectic type of a Kählerian manifold. DGMF, 50, 
23—28 (2019). 

 
For citation: Abu-Saleem, A., Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On mi-

nimality of almost contact metric hypersurfaces in almost Hermitian ma-
nifolds. DGMF, 56, 5—11 (2025). https://doi.org/10.5922/0321-4796- 
2025-56-1. 

 

 
 

 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

12 

1 
MSC 2010: 53A45, 53C20 

 
I. A. Alexandrova, S. E. Stepanov  

Financial University under the Government of the Russian Federation, 
49, Leningradsky Prosp., Moscow, 125993, Russia 

s.e.stepanov@mail.ru 
doi: 10.5922/0321-4796-2025-56-2 

 
A note on the scalar curvature 

of a compact Riemannian manifold 
 

In the present paper, we formulate conditions for the constan-
cy of the scalar curvature of an n-dimensional ሺn ൒ 3ሻ compact 
Riemannian manifold ሺM, gሻ. In particular, conditions for the cons-
tancy of the scalar curvature of ሺM, gሻ in the case of the quasi-ne-
gative Ricci tensor are found. Conditions are also obtained for a 
compact Riemannian manifold ሺM, gሻ to be an Einstein manifold. 
 
Keywords: compact Riemannian manifold, scalar curvature, York de-

composition, Einstein manifold 

 
1. Introduction and notations 

 
We recall the well-known Yamabe problem from 1960: Let 

ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Riemannian mani-
fold, then there exists a positive and smooth function ݂ on ܯ such 
that the Riemannian metric ݃̅: ൌ ݂ ∙ ݃ has the constant scalar cur-
vature ̅ݏ. In 1984 an affirmative resolution to this problem was pro-
vided. Detailed information can be found in the monograph [1, 
Ch. 4]. In turn, in this article we will formulate conditions for the 
constancy of the scalar curvature ሺܯ, ݃ሻ and, as a consequence, a 
criterion for the degeneration of a compact Einstein manifold 
ሺܯ, ݃ሻ into a Euclidean sphere. 
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Let ׏ be the Levi-Civita connection on ሺܯ, ݃ሻ and ܵ௣ܯ:ൌ
ܵ௣ሺܶ∗ܯሻ be the vector bundle of symmetric bilinear differential ݌-
forms ሺ݌	 ൒ 1ሻ on ሺܯ, ݃ሻ. We denote by ܴ݅ܿ and ݏ ൌ 	  ௚ܴ݅ܿ݁ܿܽݎݐ
the Ricci tensor and the scalar curvature of ሺܯ, ݃ሻ, respectively. 
The derivatives of ܴ݅ܿ and ݏ are related by the following formula 

(see [1, p. 35; 43]) ܴܿ݅ߜ	 ൌ െ
ଵ

ଶ
 where the differential operator 	,ݏ݀

δ: ሻܯஶሺSଶܥ →  ሻ is called the divergence (see [1, p. 35])ܯ∗ஶሺܶܥ
and defined by the formula ߜ:ൌ െ݁ܿܽݎݐ௚ ∘ -Next define the tra .׏

celess Ricci tensor ܴ݅ܿ
∘
	ൌ 	ܴ݅ܿ	 െ ሺݏ ݊⁄ ሻ݃, then the pointwise or-

thogonal decomposition ܴ݅ܿ	 ൌ 	ܴ݅ܿ
∘
	൅ ሺݏ ݊⁄ ሻ݃ holds. In parti-

cular, if ܴ݅ܿ
∘
≡ 0, then the Ricci tensor ܴ݅ܿ satisfies the condition 

ܴ݅ܿ ൌ 	 ሺݏ ݊⁄ ሻ݃. In this case ሺܯ, ݃ሻ is called the Einstein manifold 
(see [1, p. 44]). Furthermore, if ݊ ൒ 3,	 then ݏ ൌ -An exam .ݐݏ݊݋ܿ
ple of an Einstein manifold is the Euclidean sphere ܵ௡ equipped 
with its standard metric. 

 
2. The ܓܚܗ܇ decomposition for the Ricci tensor 

 
If ሺܯ, ݃ሻ is compact (without boundary), then we can define 

the ܮଶ inner scalar product of symmetric bilinear differential ݌-
forms ߮ and ߶ on ሺܯ, ݃ሻ by the formula 

〈߮, ߮ᇱ〉 ≔ ,ெ݃ሺ߮׬ ߶ሻ݈݀݋ݒ௚ 

where ݈݀݋ݒ௚ being the volume element of ሺܯ, ݃ሻ.	 We define 
:∗ߜ ሻܯ∗ஶሺܶܥ →  ሻ the first-order differential operator byܯஶሺܵଶܥ

the formula ߠ∗ߜ:ൌ
ଵ

ଶ
కܮ క݃, whereܮ  is the Lie derivative and ߦ ൌ  #ߠ

is the vector field dual (by ݃) to the 1-form.  Then the differential 
operator ߜ is a formal adjoint operator for ߜ∗(see [1, p. 35]). In this 
case, we have 〈߮, 〈ߠ∗ߜ ൌ ,߮ߜ〉 ߮ for any 〈ߠ ∈  ሻ andܯஶሺܵଶܥ
ߠ ∈  .ሻܯ∗ஶሺܶܥ

The following York theorem [2] is a well-known result in Rie-
mannian geometry in the large and it is also included in the mono-
graphs (see, e. g., [1, p. 130]).  
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Theorem 1. For any ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Rieman-
nian manifold ሺܯ, ݃ሻ the decomposition  

ሻܯஶሺܵଶܥ ൌ ሺImߜ∗ ൅ ܯஶܥ ∙ ݃ሻ ⊕ ቀିߜଵሺ0ሻ ∩  ௚ିଵሺ0ሻቁ  (1)݁ܿܽݎݐ

holds, where both factors are infinite dimensional and orthogonal 
to each other with respect to the ܮଶ inner scalar product. 

Remark. The second factor ିߜଵሺ0ሻ ∩  ௚ିଵሺ0ሻ of (1) is the݁ܿܽݎݐ
space of TT-tensors on ሺܯ, ݃ሻ. At the same time, we recall that a 
symmetric divergence free and traceless covariant two-tensor is 
called ܶܶ-tensor (see, for instance, [3]). 

If we suppose ߮ ∈ -ଶ-orthogonal decomܮ ሻ, then Yorkܯஶሺܵଶܥ
position formula (1) can be rewritten in the form 

߮ ൌ	ቀ
ଵ

ଶ
క݃ܮ ൅ ቁ݃ߣ ൅ ்்߮                          (2) 

for some ߦ ∈ - some TT-tensor ்்߮ and some scalar fun		ሻ,ܯஶሺܶܥ
ction ߣ	 ∈  ௚ to both sides of݁ܿܽݎݐ ሻ. Applying the operatorܯஶሺܥ
(2), we obtain ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ െ	ߠߜ ൅ -is the ݃-dual one ߠ where ,ߣ݊
form of ߦ that means ߠ#	 ൌ  In this case, (2) can .(see [1, p. 30]) ߦ	

be rewritten in the form ߮
∘
ൌ ߠܵ	 ൅ ்்߮, where  

߮
∘
ൌ ߮	 െ	ሺ1 ݊⁄ ሻ൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݃ 

is the traceless part of ߮ and  

ߠܵ ≔ ߠ∗ߜ ൅ ሺ1 ݊⁄ ሻ݃ߠߜ 

denotes the Cauchy — Ahlfors operator ܵ:	ܥஶሺܶ∗ܯሻ → ஶሺܵ଴ܥ
ଶܯሻ 

actions on the vector space of one-form ܥஶሺܶ∗ܯሻ and with values 
in the vector space ܥஶሺܵ଴

ଶܯሻ of symmetric traceless bilinear dif-
ferential forms (see, e. g., [4]). It's obvious that ܵ annihilates the 
one-form ߠ such that ߠ#	 ൌ  on ߦ for a conformal Killing vector ߦ	
ሺܯ, ݃ሻ,	 since the conformal Killing vector ߦ obeys the equation 
ߠ∗ߜ ൌ െሺ1 ݊⁄ ሻߠߜ ∙ ݃ (see [5]). Particular cases of a conformal Kil-
ling vector field ߦ is a homothetic vector for which ߠߜ ൌ  ݐݏ݊݋ܿ	
and a Killing vector, for which ߠߜ ൌ 0 (see [5]). Using the above, 
we can formulate the following corollary. 



I. A. Alexandrova, S. E. Stepanov 

15 

Corollary 1. For any ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Rieman-
nian manifold ሺܯ, ݃ሻ the decomposition  

ஶሺܵ଴ܥ
ଶܯሻ ൌ Imܵ ⊕ ቀିߜଵሺ0ሻ ∩  ௚ିଵሺ0ሻቁ            (3)݁ܿܽݎݐ

holds, where both terms on the right-hand side of (3) are ܮଶ-ortho-
gonal to each other.  

From the ܮଶ-orthogonal decomposition (3) we deduce the ܮଶ-or-
thogonal decomposition for the traceless Ricci tensor 

ܴ݅ܿ
∘
ൌ ߠܵ	 ൅ ்்ܴ݅ܿ                                 (4) 

for some one-form ߠ ∈ ்்ܴܿ݅ ሻ, some TT-tensorܯ∗ஶሺܶܥ ∈ 
∈  ሻ and the Cauchy — Ahlfors operator ܵ. Therefore, weܯஶሺܵଶܥ
can formulate the following corollary. 

Corollary 2. Let ܴ݅ܿ
∘

 be the traceless Ricci tensor of an ݊-di-
mensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ.		Then 

the ܮଶ-orthogonal decomposition ܴ݅ܿ
∘
ൌ ߠܵ	 ൅ ்்ܴ݅ܿ holds for its 

traceless Ricci tensor ܴ݅ܿ
∘

. 
The formal adjoint operator for ܵ is defined by the formula 

ܵ∗߱ ൌ ߱ for an arbitrary ߱ߜ2 ∈ ஶሺܵ଴ܥ	
ଶܯሻ (see [4]). Then the 

elliptic operator of the second kind ܵ∗ܵ:	ܥஶሺܶ∗ܯሻ 	→  ሻܯ∗ஶሺܶܥ	
is well known as the Ahlfors Laplacian (see also [4]). Note that 
	ܵ∗ܵݎ݁݇ ൌ ,ߠܵ∗ܵۦ since ܵݎ݁݇ ۧߠ 	ൌ 	 ,ߠܵۦ 	ߠ for any ۧߠܵ ∈  
∈  ሻ. Furthermore, the following equation holds (see [6])ܯ∗ஶሺܶܥ	

ߠܵ∗ܵ ൌ െ	ሺ݊ െ 2ሻ ݊⁄ 	 ∙  .ݏ݀

Therefore, in general, the scalar curvatures ݏ of ሺܯ, ݃ሻ is cons-
tant if and only if the vector field ߦ:ൌ  is conformal Killing.In 	#ߠ	
addition, we recall that the kernel of ܵ is trivial if the ܴ݅ܿ is quasi-
negative (see [5]). Recall that ܴ݅ܿ is quasi-negative means that ܴ݅ܿ 
is non-positive everywhere but strictly negative somewhere. The 
following theorem holds. 

Theorem 2. Let ሺܯ, ݃ሻbe an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact 

Riemannian manifold and ܴ݅ܿ ൌ 	 ቀ
ଵ

ଶ
క݃ܮ ൅ ቁ݃ߣ ൅ ்்ܴ݅ܿ be the 
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York ܮଶ-decomposition of its Ricci tensor ܴ݅ܿ. Then the scalar cur-
vature ݏ of ሺܯ, ݃ሻ is constant if and only if the vector field ߦ is 
conformal Killing. In particular, if the Ricci tensor ܴ݅ܿ of ሺܯ, ݃ሻ is 
quasi-negative, then the scalar curvature ݏ of ሺܯ, ݃ሻ is constant if 
and only if the vector field ߦ is zero. 

 
3. The ܓܚܗ܇ decomposition and Einstein manifolds 

 
Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Einstein 

manifold such that ܴ݅ܿ ൌ  Then from (4) the equality follows .݃ߣ
ߠܵ ൅ ்்ܴ݅ܿ ൌ 0. Therefore, if we applying the operator ߜ to both 
sides of the equality ܵߠ ൅ ்்ܴ݅ܿ ൌ 0, we obtain ܵ∗ܵߠ ൌ 0. As a re-
sult from ܵߠ ൅ ்்ܴ݅ܿ ൌ 0	 we deduce that ܵߠ ൌ 0 and ்்ܴ݅ܿ ൌ 0. 
The opposite is obvious. Using the above, in particular, Theorem 2, 
we can formulate the following theorem. 

Theorem 3. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact 
Riemannian manifold and  

ܴ݅ܿ ൌ 	 ൬
1
2
క݃ܮ ൅ ൰݃ߣ ൅ ்்ܴ݅ܿ 

be the York ܮଶ-decomposition of its Ricci tensor ܴ݅ܿ. Then ሺܯ, ݃ሻ 
is an Einstein manifold if and only if the vector field ߦ is conformal 
Killing and the ܶܶ-tensor ்்ܴ݅ܿ is zero. In particular, if the Ricci 
tensor ܴ݅ܿ of ሺܯ, ݃ሻ is quasi-negative, then ሺܯ, ݃ሻ is an Einstein 
manifold if and only if the vector field ߦ must also be zero as must 
்்ܴ݅ܿ.  

According to Theorem 3, we conclude that the definition of an 
݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ compact Einstein manifold ሺܯ, ݃ሻ is rela-
ted to the existence (in general) of a non-zero conformal Killing 
vector field on	ሺܯ, ݃ሻ. At the same time, the theorem of Yano and 
Nagano [7] states that an n-dimensional simply connected comp-
lete Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ of positive constant curvature is 
the only connected complete Einstein manifold admitting a comp-
lete conformal vector field ߦ which is non-homothetic. Furthermo-
re, ሺܯ, ݃ሻ is conformally diffeomorphic with an ݊-dimensional 
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Euclidian sphere ܵ௡. At the same time, we recall that H. Hopf sho-
wed that a compact, simply connected Riemannian manifold with 
constant sectional curvature 1 is necessarily isometric to the Eucli-
dian sphere ܵ௡, equipped with its standard metric (see [8; 9]). The-
refore, in the Yano and Nagano theorem, ሺܯ, ݃ሻ must be isometric 
with the Euclidian sphere ܵ௡ if the vector field ߦ has a non-cons-
tant divergence (see also [5, p. 5]). Using our Theorem 2 and the 
theorem of Yano and Nagano we can formulate a corollary. 

Corollary 3. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ simply 
connected compact Riemannian manifold and let ܴ݅ܿ ൌ  

ൌ	ቀ
ଵ

ଶ
క݃ܮ ൅ ቁ݃ߣ ൅ ்்ܴ݅ܿ be the York ܮଶ-decomposition of its Ric-

ci tensor, where the vector field ߦ has a non-constant divergence. If 
ሺܯ, ݃ሻ is an Einstein manifold, then it is isometric with an ݊-di-
mensional Euclidian sphere ܵ௡. 

Remark. An ݊-dimensional (݊ ≥ 2) Riemannian manifold 
ሺܯ, ݃ሻ is a Ricci almost soliton if and only if the identity ்்ܴ݅ܿ ൌ 0 
holds in the orthogonal decomposition of the Ricci tensor (4) (see 
[6]).  
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Заметка о скалярной кривизне 
компактного риманова многообразия 

 
Поступила в редакцию 04.02.2025 г. 
 

В данной статье формулируются необходимые и доста-
точные условия постоянства скалярной кривизны n-мерного 
ሺn ൒ 3ሻ компактного риманова многообразия ሺܯ, ݃ሻ. В част-
ности, найдены условия постоянства скалярной кривизны 
компактного риманова многообразия в случае квазиотрица-
тельного тензора Риччи. Также получены условия того, что 
компактное риманово многообразие ሺܯ, ݃ሻ является многооб-
разием Эйнштейна. 
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О тензоре конгармонической кривизны  
6-мерных келеровых подмногообразий алгебры Кэли 

 
В данной заметке мы рассматриваем 6-мерные келеровы 

подмногообразия алгебры октав. Для таких подмногообразий 
вычислены компоненты тензора конгармонической кривизны. 
Этот тензор является инвариантом так называемых конгармо-
нических преобразований, то есть конформных преобразова-
ний, сохраняющих свойство гармоничности гладких функций. 

 
Ключевые слова: почти эрмитова структура, келерова структура, 

тензор конгармонической кривизны, 6-мерное подмногообразие ал-
гебры Кэли 

 
1. Конформные преобразования римановых структур яв-

ляются важным и содержательным объектом дифференциаль-
но-геометрических исследований. Существенный интерес 
представляет специальный тип таких преобразований — кон-
гармонические преобразования, то есть конформные преобра-
зования, сохраняющие свойство гармоничности гладких функ-
ций. Этот тип преобразований был введен в рассмотрение в 
50-е годы прошлого века японским математиком Йошихито 
Ишии [1]. Известно, что такие преобразования имеют тензор-
ный инвариант — так называемый тензор конгармонической 
кривизны. Отметим, что дополнение римановой структуры до 
почти эрмитовой структуры позволяет выделить еще несколь-
ко конгармонических инвариантов. 

                                                 
Поступила в редакцию 17.04.2025 г. 
© Банару Г. А., 2025 

 



Г. А. Банару 

21 

Обратим внимание на то, что значительный вклад в тео-
рию конгармонических преобразований и, в частности, в гео-
метрическую теорию тензора конгармонической кривизны 
внес известный отечественный специалист В. Ф. Кириченко, а 
также некоторые его ученики [2—4]. 

В настоящей работе рассматривается тензор конгармони-
ческой кривизны 6-мерных келеровых подмногообразий ал-
гебры октав. Келерова (а в общем случае — почти эрмитова) 
структура на таких подмногообразиях индуцируется так назы-
ваемыми 3-векторными произведениями Грея — Брауна в ал-
гебре Кэли [5; 6]. 

 
2. Напомним, что почти эрмитовой структурой на четно-

мерном многообразии ܯଶ௡ называется пара ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ, где 
J — почти комплексная структура, а ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 — риманова 
метрика на этом многообразии. При этом J и ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 долж-
ны быть согласованы условием 

〈ܻܬ ,ܺܬ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с фиксированной на 
нем почти эрмитовой структурой называется почти эрмито-
вым. С каждой почти эрмитовой структурой ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ на 
многообразии ܯଶ௡ связана так называемая фундаментальная 
форма, которая определяется равенством 

ሺܺ, ܻሻܨ ൌ ,ܺ ,〈ܻܬ ,ܺ〉 ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ. 

Почти эрмитова структура называется келеровой, если 
ܨ ߘ ൌ 0.  

Задание почти эрмитовой структуры на многообразии ܯଶ௡ 
равносильно заданию G-структуры на ܯଶ௡ со структурной 
группой ܷሺ݊ሻ, элементы пространства которой называются A-ре-
перами [2]. Эта G-структура называется присоединенной. 

Также напомним, что тензор конгармонической кривизны 
на римановом многообразии размерности m определяется ра-
венством (см.: [1]) 
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,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  ܴ ሺܺ, ܻ, ܼ,ܹሻ െ 

െ 
1

݉ െ 2
 ሾ〈ܺ,ܹ〉 ܿ݅ݎ ሺܻ, ܼሻ െ 〈ܺ,  ሺܻ,ܹሻ ܿ݅ݎ 〈ܼ ൅ 

൅〈ܻ,  ሺܺ,ܹሻ ܿ݅ݎ 〈ܼ െ ,ሺܺ ܿ݅ݎ 〈ܹ,ܻ〉 ܼሻሿ, 

где R — тензор римановой кривизны, ric — тензор Риччи. Тен-
зор конгармонической кривизны обладает всеми классически-
ми свойствами, которые присущи тензору римановой кривиз-
ны и тензору Вейля конформной кривизны [3; 4], а именно: 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  െ ,ሺܺ ݄ܥ ܻ,ܹ, ܼሻ , 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ  െ ,ሺܻ ݄ܥ ܺ,ܹ, ܼሻ , 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൅ ,ሺܻ ݄ܥ  ܼ, ܺ,ܹሻ ൅ ,ሺܼ ݄ܥ  ܺ, ܻ,ܹሻ  ൌ 0, 

,ሺܺ ݄ܥ ܻ, ܼ,ܹሻ  ൌ ,ܹ,ሺܼ ݄ܥ   ܺ, ܻሻ . 

Вычислим компоненты тензора конгармонической кривиз-
ны на пространстве присоединенной G-структуры для 6-мер-
ного келерова подмногообразия алгебры октав. В терминах ко-
вариантных компонент формулу, определяющую тензор кон-
гармонической кривизны, можно записать в виде 

௜௝௞௟݄ܥ   ൌ  ܴ௜௝௞௟  െ  
1
4
 ሺ݅ݎ ௝ܿ௟  ݃௜௞  ൅ ௜௞ܿ݅ݎ   ݃௝௟  െ 

 െ ݅ݎ ௝ܿ௞  ݃௜௟ ௜௟ܿ݅ݎ –   ݃௝௞ሻ . 

Как и в случаях с тензором римановой кривизны [7; 8] и 
тензором Вейля конформной кривизны[9], исходя из упомяну-
тых выше классических свойств этого тензора, достаточно най-
ти только компоненты ݄ܥ௔௕௖ௗ; ;௔ො௕௖ௗ݄ܥ ;௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ -௔ො௕௖̂ௗ, кото݄ܥ
рые полностью определяют этот тензор. Здесь и далее индексы 
i, j, k, l принимают значения от 1 до 6, индексы ܽ , ܾ , ܿ , ݀ , … — 
значения от 1 до 3. Как во многих работах о 6-мерных подмно-
гообразиях алгебры октав, здесь ොܽ ൌ ܽ ൅ 3. 

Известны компоненты, определяющие тензор римановой 
кривизны 6-мерного келерова подмногообразия алгебры октав 
[7]: 
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ܴ௔௕௖ௗ   ൌ  0, 		ܴ௔ො௕௖ௗ   ൌ  0,  ܴ௔ො௕෠௖ௗ   ൌ  0, 

 ܴ௔ො௕௖̂ௗ   ൌ െ 2  ௔ܶො௖̂
଻

௕ܶௗ
଻ . 

Здесь ൛ ௞ܶ௝
଻ ൟ — компоненты конфигурационного тензора (в 

терминологии Грея), или второй основной формы погружения 
келерова подмногообразия в алгебру октав. 

Компоненты тензора Риччи также известны (отметим, что 
в [9] вычислены соответствующие компоненты для более об-
щего случая — для 6-мерного уплощающегося эрмитова под-
многообразия алгебры Кэли): 

௔௕ܿ݅ݎ    ൌ  0, ௔ො௕ܿ݅ݎ			   ൌ െ2   ௔ܶො௖̂
଻   ௖ܶ௕

଻  . 

Наконец, компоненты метрического тензора на простран-
стве присоединенной G-структуры таковы: 

݃௔௕ ൌ 0, ݃௔ො௕ ൌ ௕ߜ
௔, ݃௔௕෠ ൌ ௔௕, ݃௔ො௕෠ߜ ൌ 0. 

Воспользовавшись приведенными выше соотношениями, 
получаем: 

௔௕௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔௕௖ௗ  െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔௖  ൅ ௔௖ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖ܿ݅ݎ   ݃௔ௗ   െ
െܿ݅ݎ௔ௗ  ݃௕௖ሻ  ൌ 0; 

௔ො௕௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕௖ௗ   െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔ො௖  ൅ ௔ො௖ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ   െ
 െ ௔ොௗܿ݅ݎ	  ݃௕௖ሻ  ൌ 0; 

௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕෠௖ௗ   െ  ଵ
ସ
ሺܿ݅ݎ௕෠ௗ  ݃௔ො௖  ൅ ௔ො௖ܿ݅ݎ   ݃௕෠ௗ  െ ௕෠௖ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ െ  

െ ௔ොௗܿ݅ݎ  ݃௕෠௖ሻ  ൌ 

  ൌ  െ
ଵ

ଶ
 ൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶ௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௔ െߜ  ௔ܶො௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௕ߜ   െ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶ௖

଻ ௗߜ 
௔൯; 

௔ො௕௖̂ௗ݄ܥ   ൌ  ܴ௔ො௕௖̂ௗ   െ  
ଵ

ସ
 ሺܿ݅ݎ௕ௗ  ݃௔ො௖̂  ൅ ௔ො௖̂ܿ݅ݎ   ݃௕ௗ  െ ௕௖̂ܿ݅ݎ   ݃௔ොௗ െ

െ ܿ݅ݎ௔ොௗ  ݃௕௖̂ሻ  ൌ െ  2  ௔ܶො௖̂
଻   ௕ܶௗ

଻  ൅
ଵ

ଶ
൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶௗ
଻ ௕ߜ 

௖ ൅   ௖ܶ̂௛෡
଻   ௛ܶ௕

଻ ௗߜ 
௔൯. 

Таким образом, имеет место следующая 
Теорема. Тензор конгармонической кривизны 6-мерного 

келерова подмногообразия алгебры Кэли определяется равен-
ствами 
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௔௕௖ௗ݄ܥ    ൌ ௔ො௕௖ௗ݄ܥ    ,0    ൌ 0, 

௔ො௕෠௖ௗ݄ܥ   ൌ  െ  
ଵ

ଶ
 ൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶ௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௔ െߜ  ௔ܶො௛෡
଻   ௛ܶௗ

଻ ௖௕ߜ   െ

െ	 ௕ܶ෠௛෡
଻   ௛ܶ௖

଻ ௗߜ 
௔൯, 

௔ො௕௖̂ௗ݄ܥ   ൌ െ  2  ௔ܶො௖̂
଻   ௕ܶௗ

଻  ൅
ଵ

ଶ
൫ ௔ܶො௛෡

଻   ௛ܶௗ
଻ ௕ߜ 

௖ ൅   ௖ܶ̂௛෡
଻   ௛ܶ௕

଻ ௗߜ 
௔൯. 

 
3. Ясно, что вычисленные компоненты тензора конгармо-

нической кривизны позволяют исследовать так называемые 
конгармонические аналоги тождеств Грея из [10]. Такие ана-
логи были введены в рассмотрение В. Ф. Кириченко и А. Ши-
хабом в [2]. Отметим при этом, что основная часть результа-
тов, полученных в статье [2], а также в работах [3] и [4], отно-
сится к приближенно келеровым многообразиям, преимуще-
ственно 4-мерным. 

Другое возможное приложение полученного результата — 
это дальнейшее развитие теории 6-мерных келеровых подмно-
гообразий алгебры октав. К сожалению, после выхода в свет 
фундаментальной статьи В. Ф. Кириченко [6] работ именно о 
келеровых 6-мерных подмногообразиях алгебры Кэли опубли-
ковано крайне мало (см.: [11; 12], отчасти [13; 14], а также об-
зор [7]).  
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Conharmonic transformations are conformal transformations 
that preserve the property of harmonicity of smooth functions. 
This type of transformation was introduced into consideration in 
the 50s of the last century by the Japanese mathematician Y. Ishii. 
It is known that such transformations have a tensor invariant — the 
so-called conharmonic curvature tensor. Note that complementing 
the Riemannian structure to an almost Hermitian structure allows 
us to single out some additional conharmonic invariants. 

In this paper, we consider the conharmonic curvature tensor of  
6-dimensional Kählerian submanifolds of the octave algebra. The 
Kählerian (and in the general case, almost Hermitian) structure on 
such submanifolds is induced by the so-called Gray — Brown  
3-vector cross products in the Cayley algebra.  

The main result of the work is the calculation of the so-called 
spectrum of the conharmonic curvature tensor for an arbitrary 6-di-
mensional Kählerian submanifold of the octave algebra. By the 
concept of the spectrum of a tensor, we mean the minimal set of 
the components in the space of the associated G-structure that 
completely determines this tensor.  
 
Keywords: almost Hermitian structure, Kählerian structure, tensor of 
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Пример неустойчивой эрмитовой структуры  
на 6-мерном подмногообразии алгебры октав 

 
Установлено, что эрмитова структура на скрученном про-

изведении двумерного комплексного евклидова пространства 
-ଵ не явܪܥ ଶ и комплексного гиперболического пространстваܥ
ляется устойчивой. 
 
Ключевые слова: алгебра Кэли, 6-мерное подмногообразие ал-

гебры октав, устойчивость почти эрмитовой структуры 
 
1. В 60-х годах прошлого века выдающийся американский 

геометр Альфред Грей установил [1], что каждое из двух так 
называемых 3-векторных произведений в алгебре Кэли порож-
дает на ее 6-мерном подмногообразии почти эрмитову струк-
туру. Значительные результаты в исследовании таких структур 
получил замечательный отечественный геометр Вадим Федо-
рович Кириченко, статьи которого в 1970—1990-х гг. обобща-
ли, усиливали и развивали идеи Альфреда Грея. В. Ф. Кири-
ченко обратил внимание на следующий результат А. Грея: по-
чти эрмитовы структуры, порожденные разными 3-векторны-
ми произведениями в алгебре октав на одном и том же под-
многообразии, могут существенно отличаться друг от друга. 
Например, одна из таких почти эрмитовых структур может 
быть келеровой, а другая — нет [1]. В. Ф. Кириченко ввел по-
нятие устойчивости для почти эрмитовой структуры на 6-мер-
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ном подмногообразии алгебры Кэли. А именно, почти эрмито-
ву структуру на 6-мерном подмногообразии алгебры октав он 
назвал устойчивой, если двойственная ей структура (то есть 
структура, порожденная другим 3-векторным произведением в 
алгебре Кэли) принадлежит тому же классу почти эрмитовых 
структур [2]. Наиболее подробно результаты, связанные и ус-
тойчивостью почти эрмитовых структур на 6-мерных подмно-
гообразиях алгебры октав, изложены в работе [3]. 

В статье [4] был рассмотрен вопрос об устойчивости эрми-
товых структур на 6-мерных уплощающихся подмногообрази-
ях алгебры Кэли. В настоящей работе приводится конкретный 
пример неустойчивой эрмитовой структуры на 6-мерном под-
многообразии алгебры Кэли, а именно на одном из локально 
симметрических подмногообразий алгебры октав.  

 
2. Известно [5], что почти эрмитовой (almost Hermitian, AH-) 

структурой на многообразии ܯଶ௡ четной размерности называ-
ется пара ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ, где J — почти комплексная структура, 
а݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 — риманова метрика на этом многообразии. При 
этом J и ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 должны быть согласованы следующим ус-
ловием: 

〈ܻܬ ,ܺܬ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с фиксированной на 
нем AH-структурой называется почти эрмитовым (AH-) мно-
гообразием. AH-многообразие называется эрмитовым, если 
его почти комплексная структура интегрируема. 

Напомним также о явном виде 3-векторных произведений 
Грея в алгебре октав [1]: 

ଵܲሺܺ,  ܻ, ܼ ሻ ൌ െܺሺ തܻܼሻ ൅ 〈ܺ, ܻ〉ܼ ൅ 〈ܻ, ܼ〉ܺ െ 〈ܼ, ܺ〉ܻ; 

ଶܲሺܺ,  ܻ, ܼ ሻ ൌ െሺܺ തܻሻܼ ൅ 〈ܺ, ܻ〉ܼ ൅ 〈ܻ, ܼ〉ܺ െ 〈ܼ, ܺ〉ܻ. 

Здесь ۽ ≡ ܼ ,ܻ ,ܺ ;алгебра Кэли — ଼ࡾ ∈ ⋅〉 ;۽ ,  ⋅〉 — скаляр-
ное произведение в ۽; ܺ → തܺ — оператор сопряжения в ۽. 
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В статье [6] В. Ф. Кириченко получены структурные урав-
нения произвольной почти эрмитовой структуры, индуциро-
ванной 3-векторными произведениями в алгебре Кэли на ее  
6-мерном подмногообразии общего типа. Для случая эрмито-
вой структуры эти уравнения были уточнены [7—9]. Оказа-
лось, что они имеют следующий вид:  

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕;               (1) 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖௔ ∧ ߱௕

௖ െ ቌ
1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ௗܦ௚௖ ൅෍ ௔ܶො௖̂

ఝ
௕ܶௗ
ఝ

థ

ቍ߱௖ ∧ ߱ௗ, 

где ሼ߱௞ሽ — компоненты форм смещения, ሼ ௝߱
௞ሽ — компоненты 

форм римановой связности. Здесь и далее индексы принимают 
следующие значения: 

߮ ൌ 7, 8;  ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݃, ݄	 ൌ 	1, 2, ,ߙ  ;3 ߚ ൌ 2, 3; 

ොܽ ൌ ܽ ൅ 3;  ݇, ݆	 ൌ 	1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Как и в [7; 10], ߱௔ ൌ ߱௔ො . При этом  

௔௕௖ߝ ൌ ௔௕௖ߝ
ଵଶଷ,  ߝ௔௕௖ ൌ ଵଶଷߝ

௔௕௖  

— компоненты тензора Кронекера третьего порядка;  

௕௚ߜ
௔௛ ൌ ௕ߜ

௔ߜ௚௛ െ ௕ߜ௚௔ߜ
௛; 

௛௖ܦ ൌ ;௛෡௖̂ܦ ௖௝ܦ ൌ ∓ ௖ܶ௝
଼ ൅ ݅ ௖ܶ௝

଻ ௖̂௝ܦ , ൌ ∓ ௖ܶ̂௝
଼ െ ݅ ௖ܶ̂௝

଻ , 

где ቄ ௞ܶ௝
ఝቅ — компоненты  конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 
подмногообразия ܯ଺ ⊂  .۽

 
3. Важную роль в эрмитовой геометрии 6-мерных много-

образий играют локально симметрические подмногообразия 
алгебры октав. Им посвящены работы [7; 10], а самая значи-
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тельная статья по этой тематике принадлежит, на наш взгляд, 
В. Ф. Кириченко [11]. В ней введены в рассмотрение и иссле-
дованы 6-мерные типа Риччи эрмитовы подмногообразия ал-
гебры Кэли. В частности, получен пример 6-мерного типа Рич-
чи подмногообразия алгебры октав с нетривиальной (то есть 
отличной от келеровой) эрмитовой структурой. Таким приме-
ром является так называемое скрученное (warped) произведе-
ние двух келеровых многообразий — двумерного комплексно-
го евклидова пространства ܥଶ и комплексного гиперболиче-
ского пространства ܪܥଵ. 

Оказалось [11; 12], что матрица ሺܦ௔௕ሻ при определенном 
выборе репера для такого подмногообразия алгебры октав 
имеет следующий вид: 

൭
ଵଵܦ 0 0
0 0 0
0 0 0

൱, 

причем .011 D  
Поэтому мы можем переписать первую группу структурных 

уравнений (1) для упомянутого выше 6-мерного типа Риччи эр-
митова подмногообразия алгебры октав в следующем виде: 

݀߱ଵ ൌ ߱ଵ
ଵ ∧ ߱ଵ; 

݀߱ଵ ൌ െ߱ଵ
ଵ ∧ ߱ଵ; 

݀߱ఈ ൌ ߱ఉ
ఈ ∧ ߱ఉ ൅

1

√2
ଵଵ߱ଵܦଵఈఉߝ ∧ ߱ఉ; 

݀߱ఈ ൌ െ߱ఈ
ఉ ∧ ߱ఉ ൅	

ଵ

√ଶ
ଵଵ߱ଵܦଵఈఉߝ ∧ ߱ఉ. 

Из построений Кириченко [3] вытекает, что необходимым 
условием устойчивости эрмитовой структуры на 6-мерном 
подмногообразии алгебры октав является следующий вид пер-
вой группы ее структурных уравнений: 

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕.                                   (2) 
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В силу того, что ܦଵଵ ് 0, коэффициенты  
ଵ

√ଶ
  ଵଵ  иܦଵఈఉߝ

ଵ

√ଶ
 ଵଵܦଵఈఉߝ

являются отличными от нуля, условия (2) не могут выполнять-
ся для рассматриваемого локально симметрического подмно-
гообразия ܯ଺ ⊂   а потому справедлива ,۽

Теорема. Эрмитова структура на скрученном произведе-
нии двумерного комплексного евклидова пространства ܥଶ и 
комплексного гиперболического пространства ܪܥଵ не являет-
ся устойчивой. 

Отметим, что данная теорема дополняет дифференциаль-
но-геометрические построения В. Ф. Кириченко, имеющие от-
ношение к устойчивости почти эрмитовых структур на 6-мер-
ных подмногообразиях алгебры Кэли [3; 4]. Кроме того, этот 
результат можно рассматривать как развитие представлений о 
конкретных примерах 6-мерных почти эрмитовых подмного-
образий алгебры октав. Это направление эрмитовой геометрии, 
заложенное классической работой А. Грея [13], в последнее 
время интенсивно развивается, к сожалению, лишь для 6-мер-
ных подмногообразий с приближенно келеровой структурой 
(см. обзоры [14; 15]).  
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It is known that each of the two so-called Gray — Brown  
3-fold vector cross products in the Cayley algebra induces an al-
most Hermitian structure on its 6-dimensional oriented submani-
fold. As it is also known, the almost Hermitian structures induced 
by different 3-fold vector cross products in the octave algebra on 
the same submanifold can differ significantly from each other. For 
example, one of these almost Hermitian structures can be Kähle-
rian, while the other is not. Such an almost Hermitian structure is 
called stable if its dual structure (that is, the structure induced by 
another 3-fold vector cross product in the Cayley algebra) belongs 
to the same Gray — Hervella class of almost Hermitian structures. 

In the present note, we give a specific example of an unstable 
Hermitian structure on a 6-dimensional submanifold of the Cayley 
algebra, namely, on a locally symmetric submanifold of the octave 
algebra. 
 

Keywords: Cayley algebra, 6-dimensional submanifold of Cayley al-
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Иванович прошел все ступени преподавательской работы — 
от ассистента до профессора. Его жизненный путь — это яр-
кий пример преданности науке и преподаванию. 

Юрий Иванович Попов родился 29 января 1937 г. в г. Но-
вочеркасске Ростовской области в семье военного летчика. 
Еще в школьном возрасте у него проявилась тяга к знаниям и 
серьезный интерес к математике. Окончив Калининградский 
педагогический институт по специальности «Математика» в 
1960 г., Юрий Иванович два года работал учителем в средней 
школе г. Светлогорска. А с 1962 г. началась его карьера в Кали-
нинградском педагогическом институте (ныне БФУ им. И. Кан-
та) в должности ассистента кафедры элементарной математи-
ки и методики преподавания математики. Заинтересовавшись 
дифференциальной геометрией и проявив яркие способности к 
научным исследованиям в данной области, Ю. И. Попов по-
ступил в очную целевую аспирантуру при кафедре геометрии 
Московского педагогического института имени В. И. Ленина и 
обучался там с 1964 по 1967 г. под научным руководством 
Л. С. Атанасяна. В период 1967—1971 гг., успешно совмещая 
преподавательскую и научную деятельность, работал старшим 
преподавателем кафедры геометрии и высшей алгебры Кали-
нинградского государственного университета (КГУ). В 1970 г. 
Юрий Иванович успешно защитил кандидатскую диссертацию 
по теме «Теория оснащенных гиперполос многомерного про-
ективного пространства». В 1971 г. был избран на должность 
доцента по кафедре высшей алгебры и геометрии КГУ, а с 
1996 г. занимал должность профессора. 

Юрий Иванович Попов — один из старейших и ярких 
представителей Калининградской геометрической школы, ав-
тор 161 научной публикации (среди которых 4 монографии) 
по темам, входившим в круг его интересов. Полученные ре-
зультаты он регулярно докладывал на всесоюзных, российских 
и международных геометрических конференциях, участвовал 
в работе геометрических школ и научных семинаров. 
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Научные интересы профессора Юрия Ивановича Попова 
определились под влиянием калининградского профессора 
В. С. Малаховского, московских профессоров Л. С. Атанасяна, 
М. А. Акивиса, Г. Б. Гуревича, Б. А. Розенфельда, Г. Ф. Лапте-
ва, казанского профессора А. П. Нордена, саратовского про-
фессора В. В. Вагнера, личное общение с которыми было чрез-
вычайно важным для молодого ученого. 

Юрий Иванович активно и плодотворно занимался научно-
исследовательской работой. Область его научных интересов 
составляли теория регулярных гиперполос и теория составных 
распределений — важнейшие проблемы дифференциальной 
геометрии. 

В работах Ю. И. Попова получены следующие результаты 
по теории гиперполос и их обобщений — гиперполосных рас-
пределений аффинного пространства (см.: [1—4]): 

1) построены основы теории полей геометрических объек-
тов гиперполос и гиперполосных распределений; 

2) приведены различные конструкции построения норма-
лей регулярного гиперполосного распределения, рассмотрены 
соответствия Бомпьяни — Пантази между нормалями 1-го и  
2-го рода; 

3) рассмотрены многообразия фокальных точек конуса 
асимптотических направлений гиперполосного распределения, 
построения которых ассоциированы с распределением норма-
лей Михэйлеску 1-го рода и с распределением нормалей Фу-
бини 1-го рода, выяснен геометрический смысл этих многооб-
разий; 

4) построены поля внутренних виртуальных нормалей 1-го 
рода и показано, что они порождают пучок внутренних него-
лономных композиций А. П. Нордена; доказано, что с каждой 
неголономной композицией Нордена ассоциируется распреде-
ление, несущее -структуру ранга ݉ ൅ ݊; 

5) построены примеры почти контактных структур на ре-
гулярной гиперполосе и гиперполосном распределении и вы-
яснена их геометрическая интерпретация; 
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6) найдена система уравнений для определения аффинных 
линий кривизны на базисной поверхности регулярной гипер-
полосы; 

7) с использованием аффинной нормали Бляшке введены 
аффинные кривизны базисной поверхности гиперполосы, а 
также понятия средней и полной кривизны базисной поверх-
ности в точке, даны их аналитические признаки; 

8) введена в рассмотрение аффинная касательная связность 
(внутренняя аффинная связность), индуцируемая инвариант-
ным оснащением гиперполосы на базисной поверхности; 

9) введена в рассмотрение аффинная характеристическая 
связность (нормальная характеристическая центроаффинная 
связность), индуцируемая инвариантным оснащением гипер-
полосы на тангенциально вырожденной гиперповерхности; 

10) введены в рассмотрение новые классы гиперполос аф-
финного пространства, среди них: центрально оснащенные 
гиперполосы; гиперполосы, имеющие центральноосевое осна-
щение; квазисферические гиперполосы; сферические гиперпо-
лосы; доказаны аналитические признаки этих гиперполос и 
рассмотрены признаки эквиаффинных связностей этих гипер-
полос. 

Ряд работ Ю. И. Попова посвящен изучению проективно-
дифференциальной геометрии гиперполос и гиперполосных 
распределений в проективном пространстве ௡ܲ. Введены и 
изучались центрированные тангенциально вырожденные ги-
перполосы; вырожденные гиперполосы ранга ݎ (распадающи-
еся и нераспадающиеся); касательно -оснащенные гиперпо-
лосы. Доказано, что нормализованная регулярная полоса в 
проективном пространстве порождает семейство точечных 
расширенных аффинных пространств. Это приводит к появле-
нию структур теории точечных соответствий в геометрии ги-
перполос, что позволило получить и охарактеризовать новые 
геометрические образы, присоединенные к гиперполосе, а так-
же дать новые интерпретации известным. Доказан ряд теорем, 
связывающих, с одной стороны, касательные дробно-линей-
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ные отображения, в том числе локальную коррекцию Э. Чеха и 
связность Г. Врэнчану, с соприкасающимися гиперквадрика-
ми, чебышевским вектором и двойственными аффинными 
связностями на гиперполосе — с другой.  

Вершиной научных разработок Ю. И. Попова являются трех-
составные распределения проективного пространства. В его ра-
ботах получены следующие основополагающие результаты: 

1) введено понятие и разработаны основы проективно-диф-
ференциальной геометрии трехсоставных распределений; 

2) показано, что теория трехсоставных распределений в 
пространстве ௡ܲ обобщает проективную геометрию вырожден-
ных гиперполос (как общего, так и специальных видов), полос, 
распределений -мерных элементов, двухсоставных распреде-
лений, поверхностей полного и неполного ранга; 

3) показано, в каких случаях можно применять теорию 
трехсоставных распределений к перечисленным геометриче-
ским образам. 

Ряд работ Ю. И. Попова по теории трехсоставных распре-
делений проективного пространства посвящен: 

1) изучению специальных классов трехсоставных распре-
делений, например скомпонованных трехсоставных распреде-
лений; 

2) описанию построения сети линий В. Т. Базылева, ассо-
циированных с трехсоставным распределением; 

3) построению флаговых структур на подрасслоениях трех-
составного распределения; 

4) введению и изучению почти контактных структур ос-
новных структурных подрасслоений многообразия ଴ܲሺ࣢ሻ. 

Ю. И. Попов отмечал, что исследование составных распре-
делений имеет своим конечным результатом построение внут-
ренней геометрии полос (гиперполос) и их обобщений в мно-
гомерных аффинных и проективных пространствах, в про-
странствах с другими фундаментальными группами. Многосо-
ставные распределения находят приложения в механике и тео-
ретической физике, так как неголономные механические связи 
могут быть описаны с помощью распределений. 
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В своих работах Ю. И. Попов применял инвариантный ме-
тод дифференциально-геометрических исследований, основан-
ный на методе Э. Картана и общей схеме исследования диффе-
ренциально-геометрических структур, разработанной Г. Ф. Лап-
тевым. 

Ниже представлен список научных публикаций Ю. И. По-
пова. 
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Ю. И. Попов проработал в Калининградском государствен-

ном университете (БФУ им. И. Канта) более 50 лет. Препода-
вал как фундаментальные дисциплины, составляющие основу 
математического образования («Аналитическая геометрия», 
«Основания геометрии»), так и специальные курсы: «Группы 
преобразований», «Составные распределения и гиперполосы», 
«Фундаментальные и охваченные объекты составных распре-
делений», «Теория оснащений и нормализаций», «Основы 
многомерной геометрии», «Теория сетей», «Общая теория ги-
перполос аффинного пространства», «Теория многосоставных 
распределений проективного пространства», а также спецкур-
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сы по решению задач школьной математики («Избранные гла-
вы элементарной математики», «Факультатив в школьном 
курсе математики»). Он обладал яркой образной речью и был 
замечательным лектором. Его лекции помнят многие поколе-
ния студентов. Помимо интересного изложения материала 
навсегда остаются в памяти его замечательные чертежи и ри-
сунки. Обладая красивым почерком, Юрий Иванович с перво-
го выпуска и до использования компьютера вписывал форму-
лы во все статьи журнала «Дифференциальная геометрия мно-
гообразий фигур» в течение 26 лет. 

Юрий Иванович руководил дипломными работами студен-
тов, магистерскими диссертациями и студенческими кружка-
ми. Под его научным руководством было подготовлено и ус-
пешно защищено две кандидатские диссертации. 

Наряду с успехами в области дифференциальной геомет-
рии, Юрий Иванович активно вел разработку учебных посо-
бий для школьников и студентов. По его книгам учится и обу-
чает учеников не одно поколение школьных учителей и пре-
подавателей вузов. Работы, выпущенные с 1984 по 2008 г., ак-
туальны и сейчас для педагогов, занимающихся олимпиадным 
движением. Более поздние издания дополнены необходимыми 
материалами для подготовки к ЕГЭ и посвящены решению 
задач с параметрами, задач по планиметрии и стереометрии. 
Юрий Иванович работал в системе повышения квалификации 
учителей г. Калининграда. Многие годы являлся бессменным 
председателем региональной предметной комиссии по проверке 
ЕГЭ по математике Калининградской области, подготовив 
множество профессиональных экспертов ЕГЭ. Под руковод-
ством профессора были защищены работы по методике пре-
подавания математики, иногда итогом сотрудничества со сту-
дентами были изданные в соавторстве учебные пособия. Его 
энергия, упорство, дисциплина, живой ум, чувство юмора, доб-
рота покоряли школьников и студентов. Он давал огромную 
поддержку своим ученикам и делился секретом мастерства: 
«Нужно решать каждый день!» — говорил Юрий Иванович. 
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За свою жизнь Ю. И. Попов издал 54 методические статьи, 
разработки и учебных пособия. Поскольку многие пособия до-
полнялись, редактировались и переиздавались, то мы приво-
дим только их последние издания. 

 
1. Попов Ю. И. Векторы в школьном курсе геометрии : учеб.-ме-

тод. пособие. Калининград, 1998. 64 с. 
2. Попов Ю. И. Энциклопедия элементарной математики : учеб. 

пособие. Калининград, 1998. 335 с. 
3. Корнев Л. М., Попов Ю. И. Устный экзамен по математике : 

учеб. пособие для абитуриентов. Калининград, 2002. 208 с. 
4. Попов Ю. И. Алгебра. Методы и приемы решения задач эле-

ментарной математики : учеб. пособие. 2-е изд., перераб. Калинин-
град, 2008. 292 с. 

5. Попов Ю. И. Высшая математика для студентов экономиче-
ских специальностей : учеб. пособие. Калининград, 2010. 

6. Попов Ю. И. Практикум по комбинаторике и теории вероятно-
стей школьного курса математики : учеб. пособие. Калининград, 
2013. 144 с. 

7. Попов Ю. И. Решение задач с параметрами : учеб. пособие.  
2-е изд., доп. и перераб., 2014. 222 с. 

8. Попов Ю. И. Математика : учеб. пособие. Калининград, 2014. 
214 с. 

9. Башашина К. В., Попов Ю. И. Элементы математической логи-
ки : учеб пособие. Калининград, 2015. 147 с. 

10. Попов Ю. И. Лекции по аналитической геометрии : учеб по-
собие. 2-е изд., испр. и доп. Калининград, 2016. 248 с. 

11. Попов Ю. И. Тригонометрия. Методы и приемы решения за-
дач : учеб. пособие. 3-е изд., испр. и доп. Калининград, 2016. 220 с. 

12. Башашина К. В., Курченко О. Н., Попов Ю. И. Практикум по 
решению планиметрических задач : учеб. пособие. 2-е изд., испр. и 
доп. Калининград, 2016. 179 с. 

13. Башашина К. В., Курченко О. Н., Попов Ю. И. Практикум по 
решению задач с параметрами : учеб. пособие. Калининград, 2017. 
135 с. 

14. Попов Ю. И. Практикум по решению стереометрических за-
дач векторно-координатным способом : учеб. пособие. Калининград, 
2018. 133 с. 
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15. Попова Л. А., Попов Ю. И. Практикум по решению задач сте-
реометрии методом вспомогательных элементов : учеб. пособие. Ка-
лининград, 2021. 102 с.  

 
За многолетний труд и заслуги в развитии науки и образо-

вания Ю. И. Попов был награжден медалями «Ветеран систе-
мы образования Калининградской области», «За заслуги перед 
БФУ им. И. Канта» и «За заслуги перед Калининградской об-
ластью», имеет благодарность Министерства образования Рос-
сийской Федерации. 

Помимо выдающихся достижений в области математики, 
профессор Ю. И. Попов известен своим активным образом 
жизни и страстью к спорту. Он профессионально играл в бас-
кетбол, выступал за сборную университета, демонстрируя ко-
мандный дух и спортивное мастерство. Участвовал в матчах 
по регби, выступая за команду преподавателей в играх против 
студентов на днях физмата. Кроме того, он увлекался шахма-
тами, что отражало его стратегическое мышление и любовь к 
интеллектуальным вызовам. Юрий Иванович был страстным 
болельщиком калининградской команды по футболу, всегда 
поддерживая ее на трибунах и вдохновляя студентов своим 
примером. Спорт для него был не просто хобби, а важным 
элементом баланса между умственной и физической деятель-
ностью. 

Юрий Иванович являлся одним из самых квалифициро-
ванных и добросовестных преподавателей, заслуженно поль-
зовался большим уважением коллег и студентов. Его увлечен-
ность дифференциальной геометрией служила ярким приме-
ром для начинающих исследователей. Человек высокой куль-
туры и выдающейся эрудиции,он обладал огромным личным 
обаянием. Светлая память о Юрии Ивановиче Попове навсегда 
сохранится в сердцах всех, кто знал этого ученого, преподава-
теля и замечательного человека. 
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Professor Yuri Ivanovich Popov has passed away 
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The article is dedicated to the memory of the scientist-geome-
ter Yuri Ivanovich Popov, one of the representatives of the Kali-
ningrad geometric school, professor of the Immanuel Kant Baltic 
Federal University. The scientific and pedagogical work of the sci-
entist during 55 years is described. The area of scientific interests 
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of Yu. I. Popov was the differential geometry of hyperstrips and 
composite distributions. He is the author of 161 scientific papers 
and 54 textbooks, the list is presented in this paper. 
 
Keywords: Kaliningrad geometric school, three-part distributions, hy-

perstrips, hyperstrip distributions 
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Плоские связности в области 
проективного пространства 

 
В проективном пространстве рассмотрена область, описан-

ная точкой. Над областью возникает главное расслоение, ти-
повым слоем которого является подгруппа стационарности 
точки. 

В этом расслоении задана фундаментально-групповая связ-
ность по Г. Ф. Лаптеву. Показано, что оснащение Бортолотти 
рассматриваемой области индуцирует центропроективные связ-
ности трех типов в ассоциированном расслоении, причем дан-
ные связности имеют нулевую кривизну и нулевоекручение. 

Даны геометрические характеристики полученным связ-
ностям. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, связность, расслое-

ние, оснащение Бортолотти, кривизна, кручение 
 

Теория связностей различных многообразий имеет широ-
кое применение в математике и физике. 

Связность с нулевой кривизной (плоская связность) играет 
важную роль в теории солитонов (см., напр., [9]). Аффинные и 
эквиаффинные связности нулевой кривизны были изучены в 
работах [3; 5], а в [4] тот же автор рассмотрел ненулевую кри-
визну для связностей внередуктивных пространствах. 
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В [2] Гольдберг исследовал нулевую кривизну параметри-
ческого семейства многомерных плоскостей и показал, что 
аффинная связность является проективно евклидовой тогда и 
только тогда, когда рассмотренный им объект имеет нулевую 
кривизну. 

В [10] Трофимов рассмотрел каноническую связность с 
нулевой кривизной на расслоении линейных реперов. 

Нулевая кривизна влияет на тип параллельных перенесе-
ний. Если компоненты объекта кривизны групповой связности 
равны нулю, то параллельные перенесения в рассматриваемой 
связностиявляются абсолютными; обратное тоже верно (см. 
[7; 8]). 

Исследуем кривизну и кручение связности на многообра-
зии Грассмана точек. 

В проективном пространстве ௡ܲ будем использовать по-
движной репер {ܣ, ,ܫ) {ூܣ … ൌ 1,… , ݊) с инфинитезимальными 
перемещениями 

ܣ݀ ൌ ܣߠ ൅ ߱ூܣூ, 

ூܣ݀ ൌ ூܣߠ ൅ ߱ூ
௃ܣ௃ ൅ ߱ூܣ, 

где линейная форма ߠ играет роль множителя пропорциональ-
ности, а формы Пфаффа ߱ூ,߱ூ, ߱௃

ூ удовлетворяют структур-
ным уравнениям Картана проективной группы ܲܩሺ݊ሻ 

ூ߱ܦ ൌ ߱௃ ∧ ߱௃
ூ, 

ூ߱ܦ ൌ ߱ூ
௃ ∧ ߱௃, 

௃߱ܦ
ூ ൌ ߱௃

௄ ∧ ߱௄
ூ ൅ ௃ߜ

ூ߱௄ ∧ ߱௄ ൅ ߱௃ ∧ ߱ூ. 

Рассмотрим частный случай многообразия Грассмана 
,ሺ݉ݎܩ ݊ሻ всех m-мерных плоскостей ܮ௠, когда ݉ ൌ 0. Таким 
образом, получим многообразие Грассмана ܸ ൌ ,ሺ0ݎܩ ݊ሻ точек 
[12]. 

Формы ߱ூ являются главными, так как при их обнулении 
фиксируется точка ܣ. 
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Получим главное расслоение ܩሺܸሻ (dim ܩ ൌ ݊ሺ݊ ൅ 1ሻ), ко-
торое является расслоением центропроективных реперов с ти-
повым слоем — подгруппой ܩ стационарности точки ܣ: 

ூ߱ܦ ൌ ߱ூ
௃ ∧ ߱௃, 

௃߱ܦ
ூ ൌ ߱௃

௄ ∧ ߱௄
ூ . 

В статье [1] автор рассмотрел такую область проективного 
пространства, задав фундаментально-групповую связность в 
ассоциированном направлении методом Г. Ф. Лаптева. Были 
исследованы центропроективные связности трех типов, полу-
чены условия их совпадения и дана геометрическая интерпре-
тация связности 1-го типа. 

Связность в главном расслоении ܩሺܸሻ зададим способом 
Лаптева — Лумисте [6]: 

෥߱௃
ூ ൌ ߱௃

ூ െ Г௃௄
ூ ߱௄, 

෥߱ூ ൌ ߱ூ െ Гூ௃߱௃. 

Компоненты объекта связности Г ൌ ൛Г௃௄
ூ , Гூ௃ൟ удовлетво-

ряют дифференциальным уравнениям 

ΔГ௃௄
ூ െ ௃ߜ

ூ߱௄ െ ௄ߜ
ூ ߱௃ ൌ Г௃௄௅

ூ ߱௅, 

ΔГூ௃ ൅ Гூ௃
௄߱௄ ൌ Гூ௃௄߱௄, 

причем оператор Δ действует по закону 

ΔГ௃௄
ூ ൌ ݀Г௃௄

ூ ൅ Г௃௄
௅ ߱௅

ூ െ Г௅௄
ூ ߱௃

௅ െ Г௃௅
ூ ߱௄

௅ . 

Структурные уравнения форм связности имеют вид 

ܦ ෥߱௃
ூ ൌ ෥߱௄

ூ ∧ ෥߱௃
௄ ൅ ௃ܴ௄௅

ூ ߱௄ ∧ ߱௅, 

ܦ ෥߱ூ ൌ ෥߱ூ
௃ ∧ ෥߱௃ ൅ ܴூ௃௄߱௃ ∧ ߱௄, 

где 

௃ܴ௄௅
ூ ൌ Г௃ሾ௄௅ሿ

ூ ൅ Гிሾ௄
ூ Г௃௅ሿ

ி , 
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ܴூ௃௄ ൌ Гூሾ௃௄ሿ ൅ Г௅ሾ௃Гூ௄ሿ
௅  

являются компонентами кривизны ܴ ൌ ሼ ௃ܴ௄௅
ூ , ܴூ௃௄ሽ связности 

Г. Квадратные скобки означают альтернирование по крайним 
индексам. 

При продолжении дифференциальных уравнений получим 
следующие сравнения по модулю базисных форм ߱ூ: 

ΔГ௃௄௅
ூ ൅ Г௃௄

ூ ߱௅ ൅ Г௃௅
ூ ߱௄ ൅ Г௅௄

ூ ߱௃ െ ௅ߜ
ூГ௃௄

ி ߱ி ≡ 0, 

ΔГூ௃௄ ൅ Г௃ூ௄
௅ ߱௅ ൅ 2Гூ௃߱௄ ൅ Гூ௄߱௃ ൅ Г௄௃߱ூ ≡ 0. 

Подставим формы связности ෥߱௃
ூ в структурные уравнения 

базисных форм ߱ூ, тогда 

ூ߱ܦ ൌ ߱௃ ∧ ෥߱௃
ூ ൅ ௃ܵ௄

ூ ߱௃ ∧ ߱௄, 

где ௃ܵ௄
ூ ൌ Гሾ௃௄ሿ

ூ  — компоненты объекта кручения ܵ. 

Произведем оснащение Бортолотти [13] многообразия ܸ, 
которое состоит в присоединении к каждой точке ܣ гипер-
плоскости ௡ܲିଵ, не проходящей через данную точку. Данное 
оснащение индуцирует центропроективные связности трех 
типов в расслоении центропроективных реперов ܩሺܸሻ, ассо-
циированном с областью ܸ проективного пространства ௡ܲ (см.: 
[1]): 

Г
଴

௃௄
ூ ൌ െߜ௃

ூߣ௄ െ ௄ߜ
ூ  ,௃ߣ

Г
଴ଵ

ூ௃ ൌ െߣூߣ௃,  Г
଴ଶ

ூ௃ ൌ ூ௃ߣ െ ௃,  Гߣூߣ2
଴ଷ

ூ௃ ൌ െߣூ௃. 

Находим охваты пфаффовых производных компонент объ-
екта связности Г: 

Г
଴

௃௄௅
ூ ൌ െߜ௃

ூߣ௄ߣ௅ െ ௄ߜ
ூ  ,௅ߣ௃ߣ

Г
଴ଵ

ூ௃௄ ൌ െ2ߣூߣ௃ߣ௄; 

Г
଴ଶ

ூ௃௄ ൌ ௄ߣூ௃ߣ2 ൅ ௃ߣூ௄ߣ ൅ ூߣ௄௃ߣ െ  ;௄ߣ௃ߣூߣ6
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Г
଴ଷ

ூ௃௄ ൌ െ2ߣூ௃ߣ௄ െ ௃ߣூ௄ߣ െ ூߣ௄௃ߣ ൅  .௄ߣ௃ߣூߣ2

Учитывая полученные охваты, имеем 

ܴ
଴ଵ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଵ

ூ௃ ൌ 0; 

ܴ
଴ଶ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଶ

ூ௃ ൌ 0; 

ܴ
଴ଷ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଷ

ூ௃ ൌ 0. 

Таким образом, справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Тензор кривизны ܴ во всех трех связностях 

имеет нулевые компоненты, то есть индуцированные цен-
тропроективные связности в расслоении над областью ܸ 
проективного пространства имеют нулевую кривизну, таким 
образом, связности являются плоскими. 

Учитывая охват в выражениях компонент кручения, полу-
чим 

ܵ
଴

௃௄
ூ ൌ 0. 

Таким образом, справедлива следующая теорема: 

Теорема 2. Тензор кручения ܵ в связности Г
଴
 имеет нулевые 

компоненты, то есть индуцированные центропроективные 
связности в расслоении над областью ܸ проективного про-
странства имеют нулевое кручение, то есть связность будет 
симметрической [11]. 

Дадим геометрическую характеристику оснащающей ги-
перплоскости ௡ܲିଵ. 

Гиперплоскость зададим точками 

ூܤ ൌ ூܣ ൅  ,ܣூߣ

где ߣ ൌ ሼߣூሽ — оснащающий квазитензор, компоненты кото-
рого удовлетворяют дифференциальным сравнениям по моду-
лю базисных форм ߱ூ 

ூߣ∆ ൅ ߱ூ ≡ 0. 
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Находя дифференциалы точек ܤூ и учитывая охваты, по-
лучим 

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሺ׏

଴ଵ
ூߣ െ  (1)          ,ܣ௃߱௃ሻߣூߣ

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሾ׏

଴ଶ
ூߣ ൅ ൫ߣூ௃ െ  ,ܣ௃൯߱௃ሿߣூߣ

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሾ׏

଴ଷ
ூߣ ൅ ൫െߣூ௃ ൅  ,ܣ௃൯߱௃ሿߣூߣ

где ׏
଴ଵ
׏,ூߣ

଴ଶ
׏,ூߣ

଴ଷ
-ூ — ковариантные дифференциалы оснащаюߣ

щего квазитензора в соответствующих связностях. 
Из полученных формул видно, что при обращении ковари-

антных дифференциалов в нуль во всех трех связностях осна-
щающая плоскость остается на месте. 

Замечание. Ковариантные дифференциалы 

ூߣ׏ ൌ ூߣ݀ െ ௃ߣ ෥߱ூ
௃ ൅ ෥߱ூ ൌ ሺߣூ௃ െ Гூ௃ ൅ ௄Гூ௃ߣ

௄ ሻ߱௃ 

оснащающего квазитензора ߣ в связностях имеют вид 

׏
଴ଵ
ூߣ ൌ ሺߣூ௃ െ  ,௃ሻ߱௃ߣூߣ

׏
଴ଶ
ூߣ ൌ 0, 

׏
଴ଷ
ூߣ ൌ 2ሺߣூ௃ െ  .௃ሻ߱௃ߣூߣ

Таким образом, ׏
଴ଵ
ூߣ ൌ 0 и ׏

଴ଷ
ூߣ ൌ 0, если ߣூ௃ ൌ  .௃ߣூߣ

Теорема 3. Простой подобъект Г
଴

ଵ ൌ ሼГ
଴

௃௄
ூ ሽ объектов связ-

ности Г
଴ଵ

, Г
଴ଶ

, Г
଴ଷ

 характеризуется центральным проектирова-
нием плоскости ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ, смежной с гиперплоскостью 

௡ܲିଵ, на исходную плоскость ௡ܲିଵ из центра — точки ܣ. 
Доказательство. Проекция плоскости ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ, кото-

рая смежна с плоскостью ௡ܲିଵ, из центра — точки A опреде-

ляется формами связности ω෥
଴

୍
୎, которые выражаются с помо-
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щью подобъекта Г
଴

ଵ ൌ ൜Г
଴

୎୏
୍ ൠ, так как имеет место равенство (1). 

Таким образом, справедливо утверждение 

Г
଴

ଵ:					 ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ ⟶
୅

௡ܲିଵ. 

Теорема доказана. 
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Flat connections in a domain of projective space 

 
Submitted on December 15, 2024 

 
The theory of connections of manifolds has wide application 

in mathematics and physics. 
Flat connection affects the type of parallel translations. 
In the present paper, we study the curvature and torsion of 

connections on the Grassmann manifold of points. 
In projective space, the region described by a point is considered. 

A principal bundle arises over the domain, the typical fiber of 
which is the stationarity subgroup of a point. 

A fundamental group connection according to G. F. Laptev is 
given in this bundle. It is shown that the Bortolotti’s clothing of 
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the domain induces centroprojective connections of three types in 
the associated bundle, and these connections have zero curvature 
and the connections are torsion-free. 

A geometric characteristics of the resulting connections are given: 
1) when the covariant differentials vanish in all three connec-

tions, the clothing hyperplane is immovable; 

2) a simple subobject Г
଴

ଵ ൌ ሼГ
଴

௃௄
ூ ሽ of connection objects Г

଴ଵ
, Г
଴ଶ

, Г
଴ଷ

 
is characterized by the central projection of the plane ௡ܲିଵ ൅ 
൅	݀ ௡ܲିଵadjacent to the hyperplane ௡ܲିଵ to the original plane ௡ܲିଵ 
from the center — the point ܣ. 
 
Keywords: projective space, connection, fibering, Bortolotti’s clothing, 

curvature, torsion 
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О максимальной размерности алгебр Ли  
инфинитезимальных аффинных преобразований  
прямых произведений более двух пространств  

аффинной связности первого типа 
 

Аффинные преобразования в обобщенных пространствах 
являются одним из важнейших направлений в современной 
дифференциальной геометрии. В случае прямого произведе-
ния более двух пространств аффинной связности вопрос об аф-
финных преобразованиях данного пространства оставался от-
крытым. М. В. Глебовой и А. Я. Султановым ранее была полу-
чена оценка размерности алгебры Ли инфинитезимальных аф-
финных преобразований пространств аффинной связности, 
представляющих собой прямое произведение не менее трех 
непроективно-евклидовых пространств, удовлетворяющих 
специальному условию. Такие пространства названы прост-
ранствами первого типа. В данной работе доказана точность 
этой оценки. Для решения поставленной задачи исследована 
система линейных однородных уравнений, которой удовле-
творяют компоненты произвольного инфинитезимального аф-
финного преобразования. Эта система получена с использова-
нием свойств производной Ли, примененной к тензорному по-
лю кривизны рассматриваемых пространств. 

 

Ключевые слова: прямое произведение пространств аффинной 
связности, инфинитезимальные аффинные преобразования, алгебра 
Ли, размерность алгебры Ли 
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1. Основные понятия и сведения  

 
В современной дифференциальной геометрии одной из ос-

новных задач геометрии пространства с дифференциально-
геометрической структурой является изучение группы аффин-
ных преобразований (автоморфизмов) этого пространства. Ис-
следованию автоморфизмов в различных пространствах аф-
финных связностей посвящены работы Э. Картана, П. К. Ра-
шевского, П. А. Широкова, И. П. Егорова, А. Я. Султанова [6] и 
других ученых.  

Аффинные преобразования в прямых произведениях двух 
пространств аффинной связности рассматривались в работах 
М. В. Моргун [3].  

Приведем основные понятия, необходимые для детального 
изложения материала. 

Пусть ሺܯ௡,  ሻ — пространство аффинной связности безߘ
кручения. 

Векторное поле ܺ на многообразии ܯ௡, снабженном аф-
финной связностью ߘ, называется инфинитезимальным аф-
финным преобразованием пространства ሺܯ௡,  ሻ, если (см.: [3])ߘ

ߘ௑ܮ ൌ 0,	                                        (1) 

где ܮ௑ — символ производной Ли вдоль векторного поля ܺ. 
В локальных координатах уравнение (1) равносильно си-

стеме дифференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка: 

௝߲ܺ௦ ൌ ௝ܺ
௦, 

߲௜ ௝ܺ
௞ ൅	Г௦௝

௞
௜ܺ
௦ ൅ 	Г௜௦

௞
௝ܺ
௦ െ	Г௜௝

௦ ܺ௦௞ ൅	ܺ௦ ௦߲Г௜௝
௞ ൌ 0	.         (2) 

Условия интегрируемости системы (2) имеют вид 

௠ܶሻߘ௑ሺܮ ൌ 0, 

௧ܴሻߘ௑ሺܮ ൌ 0, 

где ߘ௠ܶ, ߘ௧ܴ — ковариантные дифференциалы порядков m и t 
тензорных полей кручения и кривизны соответственно, m и t — 
неотрицательные целые числа, ߘ଴ܶ ൌ ଴ܴߘ ,ܶ ൌ ܴ. 
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Поскольку в работе рассматриваются пространства аффин-
ной связности без кручения, то условия интегрируемости со-
ставляют только соотношения   

௧ܴሻߘ௑ሺܮ ൌ 0. 

Первую серию условий интегрируемости этой системы со-
ставляют уравнения  

௑ܴܮ ൌ 0,                                           (3) 

где ܴ — тензорное поле кривизны связности ߘ. 
В локальных координатах уравнения (3) представляют со-

бой систему линейных однородных дифференциальных урав-
нений от координат поля ܺ и частных производных от этих 
координат: 

ܺெ߲ெܴ஺஻஼
஽ ൅ ܴሺ஺஻஼

஽ |ெ
ி ሻܺி

ெ ൌ 0,                       (4) 

где ܴሺ஺஻஼
஽ |ெ

ி ሻ ൌ ஺ߜ	
ிܴெ஻஼

஽ ൅ ஻ߜ
ிܴ஺ெ஼

஽ ൅ ஼ߜ
ிܴ஺஻ெ

஽ െ ெߜ
஽ܴ஺஻஼

ி . 
Известно, что множество всех инфинитезимальных аф-

финных преобразований пространства ሺܯ௡, -ሻ образует алгебߘ
ру Ли над полем Թ относительно операции коммутирования 
векторных полей, размерность которой не больше	݊ଶ ൅ ݊	 (см.: 
[1]). Обозначим эту алгебру через ݃ሺܯ௡,׏) (см.: [6]). 

Если ранг матрицы, составленной из коэффициентов при 
неизвестных ܺி

ெ системы (4), равен ݎ, то размерность алгебры 
Ли инфинитезимальных аффинных преобразований простран-
ства ሺܯ௡, ሻ не больше, чем ݊ଶߘ ൅ ݊ െ  .(см.: [1]) ݎ

 
2. Прямое произведение пространств  

аффинной связности 
 
Пусть ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ߘ

௔ሻሺܽ ൌ 1,  തതതതሻ — пространства аффиннойݏ
связности без кручения. На прямом произведении  

௡ܯ ൌ ௡భܯ ൈ ଶܯ ௡మ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ 

возникает структура гладкого многообразия. 
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Рассмотрим естественные проекции  

௔ߨ ௡ܯ: → ௔ܯ , 

определенные следующим образом: 

௔ߨ ሺߩሻ ൌ ௔ߩ , 

где ߩ ൌ ሺ ଵߩ , … , ሻ௦ߩ ∈  ,௡. Эти проекции позволяют функцииܯ
заданные на ܯ௔ ௡ೌ, продолжить на прямое произведение ܯ௡. 

Пусть ݂௔ ∈ ஶሺܥ ௔ܯ ). 
Функция ሺ ݂ሻ	௔

ሺ଴ሻ на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, определенная ус-

ловием ሺ ݂ሻ	௔
ሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ∘௔π, называется естественным продол-

жением функции ݂௔ ߳ ௔ܯ ௡ೌ  на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ ሺܽ ൌ 1,  .തതതതሻݏ

Для любых функций, заданных на ܯ௔ ௡ೌ, имеют место сле-
дующие равенства:  

ሺ ݂௔ ൅ ݃௔ ሻሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ሺ଴ሻ ൅ ݃௔ ሺ଴ሻ, 

ሺߣ ݂௔ ሻሺ଴ሻ 	ൌ ߣ ݂௔ ሺ଴ሻ, 

ሺ ݂௔ ݃௔ ሻሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ሺ଴ሻ ݃௔ ሺ଴ሻ. 

Можно доказать, что если ܺ — непрерывное векторное поле 
на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܯ ௡ೞ, такое что ܺ ݂௔ ሺ଴ሻ ൌ 0 для любых функ-

ций ݂௔ ∈ Сஶ൫ ௡ೌܯ
௔ ൯ሺܽ ൌ 1, ܺ то	തതതതሻ,ݏ ൌ0. 

На основании этого свойства можно построить продолже-
ния векторных полей с многообразия ܯ௡ೌ

௔  на многообразие 

௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 

Для каждого векторного поля ܺ ∈ Ա଴
ଵሺ ௡ೌܯ

௔ ሻ		ሺܽ ൌ 1, തതതതሻ௔ݏ  
единственное векторное поле ܺ଴௔  на многообразии 
௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетворяющее условиям 

ܺ଴௔
଴݂

௕ ൌ 	 ൜
ሺ ܺ	 ݂ሻ௔௔

ሺ଴ሻ, 	если	 ܽ ൌ ܾ,
0, если	 ܽ ് ܾ

 

для любых функций ݂௕  ሺܾ ൌ 1,  തതതതሻ, называется естественнымݏ
продолжением векторного поля ܺ		௔ с многообразия ܯ௡ೌ

௔  на 

многообразие ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 
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Имеют место следующие тождества:  

ሺ ܺ௔ ൅ ܻ௔ ሻሺ଴ሻ ൌ 	 ܺሺ଴ሻ ൅	 ܻሺ଴ሻ௔௔ , 

ሾ ܺ௔ , ܻ௔ ሿሺ଴ሻ ൌ ሾ ܺሺ଴ሻ, ܻሺ଴ሻ௔௔ ሿ. 

Для каждой дифференциальной формы ߱௔  на многообра-
зии ܯ௡ೌ

௔  единственная дифференциальная форма ߱ሺ଴ሻ
௔  на 

௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетворяющая условиям 

ሺ ߱ሻሺ଴ሻ ቀ൫ ܺ௕ ൯
ሺ଴ሻ
ቁ௔ ൌ 	 ൜

ሺ ߱௔ ሺ ܺ௔ ሻሻሺ଴ሻ, 	если	ܽ ൌ ܾ,
0, если	ܽ	 ് ܾ,

 

для любых ܺ	 ∈ Ա଴
ଵ௕ 	ሺ ௡್ሻܯ

௕ 	ሺܾ ൌ 	1, -തതതതሻ называется естественݏ

ным продолжением формы ߱௔  c многообразия ܯ௡ೌ
௔  на мно-

гообразие ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 

Прямые вычисления позволяют доказать, что справедливы 
следующие тождества: 

ሺ1ሻ		ሺ ߱ ൅	 ഥ߱ሻ௔௔
ሺ଴ሻ ൌ 	 ሺ ߱ሻ௔

ሺ଴ሻ ൅	ሺ ഥ߱௔ ሻሺ଴ሻ, 

ሺ2ሻ		ሺߣ ߱ሻ௔
ሺ଴ሻ ൌ ሺߣ	 ߱ሻ௔

ሺ଴ሻ					∀ߣ	 ∈ 	Թ. 

Аналогичным образом вводится понятие естественноrо 
продолжения тензорных полей. 

Аффинная связность ߘ на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетво-

ряющая условиям 

௑ሺబሻ	௔׏ ܻሺ଴ሻ௕ ൌ 	 ൜ሺ ௑	௔׏ ܻሻ	௔௔ ሺ଴ሻ, если	ܽ ൌ ܾ,
0, если	ܽ	 ് ܾ,

 

называется прямым произведением аффинных связностей ߘ௔  
заданных на ܯ௡ೌ

௔ 		ሺܽ ൌ 1,   по А. П. Нордену и обозначается	തതതതሻݏ

ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ , а пространство 

( ௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ ) 

называется прямым произведением пространств аффинных 
связностей (см.: [4]). 
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Из последнего определения следует, что если  

( ܷ ൈ	.		.		.		ൈଵ ܷ௦ , ߮ଵ ൈ	.		.		.		ൈ ߮௦ ) 

— локальная карта многообразия ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, то ко-

эффициенты аффинной связности ߘଵ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ 	 в этой кар-
те определяются следующими соотношениями: 

Г௜భ௝భ
кభ ൌ ሺ Г௜భ௝భ

кభଵ ሻሺ଴ሻ, 

Г௡భା௜మ௡భା௝మ
௡భାкమ ൌ ሺ Г௜మ௝మ

кమଶ ሻሺ଴ሻ,  

…,  

Г௡భା...ା௡ೞషభା௝ೞ௡భା...ା௡ೞషభା௝ೞ
௡భା...ା௡ೞషభାкೞ ൌ ሺ Г௜ೞ௝ೞ

кೞ௦ ሻሺ଴ሻ, 

в остальных случаях ГАВ
С ൌ 0 (А, В, С ൌ 1, ݊ଵ൅. . . ൅	݊௦ሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതത, где 

Г௔ ௜ೌ௝ೌ
кೌ  ሺ݅௔, ݆௔, ݇௔ ൌ 	1, ݊௔തതതതതത) — коэффициенты аффинных связ-

ностей ߘ௔  в картах ሺ ܷ, ߮௔ ሻ௔  соответственно. 
Аналогичные соотношения справедливы и для составляю-

щих тензорных полей кручения и кривизны. 
В дальнейшем у естественных продолжений функций, век-

торных полей, дифференциальных форм, тензорных полей ин-
декс (0) будем опускать.  

 
3. Алгебра Ли инфинитезимальных аффинных  

преобразований пространства  
аффинной связности специального вида 

 
Пусть ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ሻ௔ߘ  ሺܽ ൌ 1,2, … , - — непроективно-евкли	ሻݏ

довы пространства аффинной связности без кручения. 
Как известно (см., напр., [1]), пространство аффинной связ-

ности ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ௔	ሻߘ ሺ݊௔ ൐ 2ሻ является непроективно-евклидо-
вым тогда и только тогда, когда тензорное поле Вейля отлично 
от нулевого. Это условие локально эквивалентно выполнению 
одного из следующих условий: 
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(1) существует такая карта ሺ ܷ, ߮௔௔ ሻ гладкого атласа, что 

составляющая тензора кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 ሺ݅ଵ
௔, ݅ଶ,

௔ 	݅ଷ
௔ ൌ 

ൌ 1, ݊௔തതതതതതതതത	ሻ	отлична от нуля для некоторых попарно различных 
индексов ݅ଵ

௔, ݅ଶ,
௔ 	݅ଷ

௔; 
(2) в каждой карте ሺ ܸ, ߮௔ ሻ௔  все составляющие тензора 

кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 равны нулю, но существует такая кар-

та ሺ ܷ௔ , ߮௔ ), что составляющая тензора кривизны вида 

ܴ௔ ௜మ
ೌ௜య
ೌ௜ర
ೌ

௜భ
ೌ

 ሺ݅ଵ
௔, ݅ଶ		

௔ , ݅ଷ
௔, ݅ସ

௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതത	ሻ отлична от нуля для некоторых 

попарно отличающихся индексов ݅ଵ
௔, ݅ଶ		

௔ , ݅ଷ
௔, ݅ସ

௔	 (см.: [5])	. 
В данной работе ограничимся лишь рассмотрением случа-

ев, когда все пространства ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ሻ௔ߘ  ሺܽ ൌ 1,2, … , -ሻ удовлеݏ
творяют условию (1), то есть у которых имеется такая карта 
ሺ ܷ,௔ ௜ݔ

ೌ
) гладкого атласа, что существует хотя бы одна со-

ставляющая тензорного поля кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

, отлич-

ная от нуля для попарно различных между собой индексов. 
Тогда прямое произведение этих пространств аффинной связ-
ности ( ௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܯ ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ ) в дальнейшем 
будем называть пространством аффинной связности первого 
типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܣ ௔. 
Для пространств первого типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܣ ௔ доказана 
следующая теорема [2]: 

Теорема 1. Если составляющие ܴଵ
௜మ
భ௜మ
భ௜య
భ

௜భ
భ

, ܴଶ
௜మ
మ௜మ
మ௜య
మ

௜భ
మ

, …, 

ܴ௦ ௜మ
ೞ௜మ
ೞ௜య
ೞ

௜భ
ೞ

	ሺݏ	 ൒ 3ሻ	 тензоров кривизны пространств аффинной 

связности без кручения ሺ ଵܯ ௡భ, ଵߘ ሻ, ሺ ଶܯ ௡మ, ଶߘ ), …, 
ሺ ௦ܯ ௡ೞ, ௦ߘ ) соответственно отличны от нуля, то размер-
ность алгебры Ли инфинитезимальных аффинных преобразо-
ваний пространства аффинной связности (ܯ௡,			ߘሻ	 не превос-
ходит 

ሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻଶ െ 

െሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3
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В данной работе докажем, что указанная в теореме 1 гра-
ница точная, то есть что имеет место следующая теорема: 

Теорема 2. Максимальная размерность алгебр Ли инфи-
нитезимальных аффинных преобразований пространства 
аффинной связности первого типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ௦ଵ  ௔ равнаܣ
точно 

ሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻଶ െ 

െሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3

Доказательство. При ݏ ൌ 1 максимальная размерность ал-
гебр Ли инфинитезимальных аффинных преобразований про-
странства аффинной связности ሺ ଵܯ ௡భ, ଵߘ ), удовлетворяющего 
условию (1), равна точно ݊ଵ

ଶ െ 2݊ଵ ൅ 5. Это утверждение дока-
зано И. П. Егоровым (см.: [1]). 

При 2 = ݏ имеем, что максимальная размерность алгебр Ли 
инфинитезимальных аффинных преобразований пространства 
аффинной связностиሺ	 ௡భܯ ൈ	

ଶଵ ,௡మܯ ଵߘ ൈଶ -где пространст ,(ߘ
ва аффинной связности ሺ ଵܯ ௡భ, ሻଵߘ , и ሺ ଶܯ ௡మ, ሻଶߘ  удовлетво-
ряют условию (1), равна точно ሺ݊ଵ ൅ ݊ଶሻଶ െ 5ሺ݊ଵ ൅	݊ଶሻ ൅ 14). 
Этот факт доказан в работе М. В. Моргун (см. [5]). 

Остановимся на доказательстве точности приведенной оцен-
ки для s	൒ 3. 

Пусть s	൒ 3. 
Рассмотрим следующий пример. 
В качестве многообразий ܯ௔ ௡ೌ	ሺܽ ൌ 1,2, … ,  ሻ возьмемݏ

пространства Թ௡ೌ, а линейную связность без кручения ߘ௔ , на 
них определим условиями 

Г௔ ଶଷ
ଵ ൌ ଶ, остальные Г௜ೌ௝ೌݔ

кೌ௔ ൌ 0, 

ܽ ൌ 1, ,തതതത,  ݅௔ݏ ݆௔, ݇௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതത. 

Непосредственными вычислениями находим, что составля-
ющие тензора кривизны для связности ߘ௔  имеют вид 

ܴ௔ ଶଶଷ
ଵ =1,  ܴ௔ ଶଷଶ

ଵ 	ൌ െ1,	  ܽ ൌ 1,2, … ,  ,ݏ

остальные ܴ௔ ௜ೌ௜ೌ௜ೌ
௟ೌ ൌ 0		ሺ݅௔, ݆௔, ݇௔, ݈௔ ൌ 1, 2, … , ݊௔ሻ. 
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Описанным выше способом строим прямое произведение 
рассматриваемых пространств аффинной связности. Получим 
пространство аффинной связности  

ሺԹ௡, ሻ׏ 	ൌ ሺ Թ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ௦ଵ Թ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ௦  ,ሻߘ

где ݊ ൌ 	݊ଵ ൅ ⋯൅	݊௦. 
Очевидно, что построенная связность является связностью 

без кручения и коэффициентами этой связности являются сле-
дующие функции: 

Гଶଷ
ଵ ൌ   ,ଶݔ

Г௡భାଶ	௡భାଷ
௡భାଵ ൌ  ,௡భାଶݔ

Г௡భା௡మାଶ		௡భା௡మାଷ
௡భା௡మାଵ ൌ   ,௡భା௡మାଶݔ

… , 

Г௡భା…ା௡ೞషభାଶ		௡భା…ା௡ೞషభାଷ
௡భା…ା௡ೞషభାଵ ൌ  ,௡భା…ା௡ೞషభାଶݔ

остальные ГАВ
С ൌ 0, ሺА, В, С	 ൌ 	1, 2, … , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ሻ. 

Составляющие тензорного поля кривизны будут следую-
щими: 

ܴଶଶଷ
ଵ ൌ 1, 

ܴ௡భାଶ	௡భାଶ	௡భାଷ
௡భାଵ 	ൌ 1, 

ܴ௡భା௡మାଶ	௡భା௡మାଶ	௡భା௡మାଷ
௡భା௡మାଵ ൌ 1,…,  

ܴ௡భା…ା௡ೞషభାଶ		௡భା…ା௡ೞషభାଶ	௡భା…ା௡ೞషభାଷ
௡భା…ା௡ೞషభାଵ ൌ 1,  

остальные ܴ஺஻஼
஽ ൌ 0, ሺА, В, С, 	ܦ ൌ 	1, 2, … , ݊ଵ	൅. . . ൅݊௦ሻ. 

Найдем первую серию условий интегрируемости уравне-
ний инфинитезимальных аффинных преобразований прост-
ранства ሺܯ௡,  ሻ. Для этого в систему (4) подставим найденныеߘ
составляющие тензорного поля кривизны. Получим следую-
щую систему: 
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ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ஺ܺ

ଵ ൌ 0, ܣ ൐ 1,
ܺ஻
ଶ ൌ 0, ܤ ൒ 3,

ܺ஼
ଷ ൌ 0, ܥ ൒ 4,

ଵܺ
ଵ െ 2ܺଶ

ଶ െ ܺଷ
ଷ ൌ 0,

ܺ௡భାଵ
஽ ൌ 0, ܦ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 1,

ܺி
௡భାଶ ൌ 0, ܨ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2,

ܺ௄
௡భାଷ ൌ 0, ܭ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,

ܺ௡భାଵ
௡భାଵ െ 2ܺ௡భାଶ

௡భାଶ െ ܺ௡భାଷ
௡భାଷ ൌ 0,

……………………………………………… ,
ܺு
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ ൌ 0, ܪ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… ,

݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 3, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1,

ܺ௓
௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ ൌ 0, ܼ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ 1,… ,

, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2,

ܺ௏
௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ ൌ 0, ܸ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… ,

݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 3,

ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ െ 2ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ

௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ െ ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ ൌ 0.

 

Вторая серия, а значит, и последующие серии условий ин-
тегрируемости являются следствиями этой системы. 

Выпишем матрицу ܤ, составленную из коэффициентов при 
неизвестных: 

஺ܺ
ଵ	ሺܣ ൐ 1ሻ,  ܺ஻

ଶ		ሺܤ ൒ 3ሻ,  ܺ஼
ଷ		ሺܥ ൒ 4ሻ, 

ଵܺ
ଵ, ܺଶ

ଶ, ܺଷ
ଷ,  ܺ௡భାଵ

஽ 	ሺܦ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 1ሻ, 

ܺி
௡భାଶ	ሺܨ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2ሻ, 

ܺ௄
௡భାଷ	ሺܭ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3ሻ, 

ܺ௡భାଵ
௡భାଵ, ܺ௡భାଶ

௡భାଶ, ܺ௡భାଷ
௡భାଷ, … , ܺு

௡భା...ା௡ೞషభାଵ 
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ሺܪ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଶ ൅ 2, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଶ ൅ 3, 	݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1ሻ, 

ܺ௓
௡భା...ା௡ೞషభାଶ  ሺܼ ് 1, 	݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ 1,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 2ሻ, 

ܺ௏
௡భା...ା௡ೞషభାଷ   

ሺܸ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 2, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 3ሻ, 

ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଵ
௡భା...ା௡ೞషభାଵ െ 2ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଶ

௡భା...ା௡ೞషభାଶ െ ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଷ
௡భା...ା௡ೞషభାଷ. 

Из сказанного выше следует, что матрица B является мат-
рицей всех условий интегрируемости и имеет вид 

ܤ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵܣ	 			0			 0				 …			 0
0 ଶܣ 0				 …				 0
0 					0 ଷܣ …				 0
… 				…				 …				 …				 …
0 					0				 0				 …				 ی௦ܣ

ۋ
ۊ

, 

причем матрица 	ܣଵ имеет следующее строение: 

ଵܣ ൌ ൮

௡ିଵܧ	 			0					 0								 0									 0							 0
0 ௡ିଶܧ	 0								 0									 0							 0
0 		0				 ௡ିଷܧ	 0									 0							 0
0 		0				 0								 1								 െ2							 െ1

൲, 

где 	ܧ௡ — единичная матрица порядка ݊, ݊ ൌ ݊ଵ൅. . . ൅݊௦. 
Остальные матрицы ܣଶ, . . . , -௦ имеют аналогичное строеܣ

ние. 
Ранг матрицы ܤ равен ݎ ൌ ݏ3݊ െ ݏ3 െ  .ଶݏ2
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Следовательно, алгебра Ли инфинитезимальных аффинных 
преобразований пространства аффинной связности имеет раз-
мерность, равную 

݊ଶ ൅ ݊ െ ݎ ൌ ݊ଶ െ ݊ሺ3ݏ െ 1ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  ,ݏ3

݊ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶ൅. . . ൅݊௦. 

Теорема доказана. 
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In modern differential geometry, one of the main problems of 

the geometry of a space with a differential-geometric structure is 
the study of the group of affine transformations (automorphisms) 
of this space. The studies of automorphisms in various spaces of 
affine connections are devoted to the works of E. Cartan, 
P. K. Rashevsky, P. A. Shirokov, I. P. Egorov, A.Ya. Sultanov and 
other scientists. 

Affine conversions in direct products of two spaces with affine 
connection were considered in the works of M. V. Morgun. In the 
case of direct products of more than two spaces with affine con-
nection, the question of affine envelopes, these spaces are stable. 

In the article Glebova M. V. and Sultanov A.Ya an estimate 
was obtained for the dimension of the Lie algebra of infinitesimal 
affine transformations of spaces with affine connection that repre-
sent a direct product of at least three non-projective Euclidean 
spaces of the special condition. Such spaces are called spaces of 
the first type. 

In this paper, the accuracy of this estimate is proven. To solve 
the problem, a system of linear homogeneous equations is investi-
gated, which is satisfied by the components of an arbitrary infinite-
simal affine transformation. 
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This system is obtained using the properties of the Lie deriva-
tive applied to the tensor field of curvature of the spaces under 
consideration. An estimate of the rank of this system made it pos-
sible to obtain a lower estimate for the rank of the matrix of the 
original system. 
 
Keywords: direct product of affine connectivity spaces, infinitesimal af-

fine transformations, Lie algebra, dimension of Lie algebra 
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Симметрии одной задачи гидродинамики 

со свободной границей 
 

Рассматривается задача о волнах на воде в трехмерном 
случае без поверхностного натяжения, относящаяся к классу 
задач со свободной границей. Как показали Т. Брук Бенджа-
мин и П. Олвер, на задачи такого типа можно распространить 
методы группового анализа дифференциальных уравнений. 
Основу группового анализа составляет техника вычисления 
алгебры Ли инфинитезимальных симметрий заданной систе-
мы дифференциальных уравнений. Цель настоящей работы — 
продемонстрировать применение этих методов на примере 
вышеуказанной задачи. Произведен подробный вывод базис-
ных инфинитезимальных симметрий, указан их физический 
смысл, вычислены их попарные коммутаторы и найдены чле-
ны производного ряда для алгебры Ли, являющейся линейной 
оболочкой данных инфинитезимальных симметрий. Показано, 
что все инфинитезимальные симметрии вышеуказанной зада-
чи образуют 13-мерную неразрешимую алгебру Ли, что согла-
суется с результатом, приведенным без доказательства в рабо-
те вышеуказанных авторов. 
 
Ключевые слова: задача со свободной границей, групповой ана-

лиз, инфинитезимальная симметрия, алгебра Ли 
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1. Введение. Постановка задачи 

 
Нахождение групп симметрий тех или иных дифференци-

альных уравнений, как обыкновенных, так и в частных произ-
водных, составляет основу группового анализа дифференци-
альных уравнений, восходящего к работам Софуса Ли и име-
ющего многочисленные приложения. Например, с помощью 
этого метода строят новые решения по уже известным, нахо-
дят точные решения, имеющие физический смысл, а также по-
лучают законы сохранения согласно теореме Нётер (см., напр., 
монографии [1—4]). В работе [7] показано, каким образом 
групповой анализ можно распространить на случай задач гид-
родинамики со свободной границей. Свой подход авторы ука-
занной работы проиллюстрировали на примере нахождения 
алгебры Ли инфинитезимальных симметрий для двумерной 
задачи при отсутствии поверхностного натяжения (ߪ ൌ 0), 
ограничившись лишь указанием конечного результата для 
аналогичной трехмерной задачи. В настоящей статье мы вос-
полняем указанный пробел, произведя подробный вывод ал-
гебры Ли инфинитезимальных симметрий для трехмерного 
случая. 

Пусть ሺݔ, ,ݕ -ሻ — прямоугольная декартова система коорݖ
динат, причем ось ݕ направлена вверх, и пусть несжимаемая 
невязкая жидкость единичной плотности заполняет область 
-ఎ, ограниченную сверху подвижной (свободной) поверхноܦ
стью ܵ, описываемой уравнением 

ݕ  ൌ ,ݔሺߟ ,ݖ  ሻ, (1.1)ݐ

где ݐ — время, ߟ — некоторая гладкая функция переменных 
,ݔ ,ݖ -Горизонтальная проекция ܵ଴ поверхности ܵ представля .ݐ
ет собой всю плоскость ݖݔ. Область ܦఎ может как простирать-
ся на бесконечную глубину для всех ሺݔ, ሻݖ ∈ ܵ଴, так и быть 
ограниченной снизу фиксированной горизонтальной плоско-
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стью ݕ ൌ െ݄. Для всякой функции ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ обозначим черезݐ

ௌ݂ ее ограничение на поверхность ܵ, то есть результат подста-
новки уравнения (1.1) в данную функцию. 

Следуя [7], будем считать, что поток жидкости порожден 
консервативными, а значит, безвихревыми силами. В таком 
случае векторное поле скоростей ݑሬԦ: ఎܦ	 → Թଷ является потен-

циальным, то есть представляется в виде ݑሬԦ ൌ :߮ где ,߮׏ ఎܦ	 → 
→ Թ — потенциал. В силу того что несжимаемость жидкости 
приводит к условию div ሬԦݑ ൌ 0, потенциал ߮ удовлетворяет 
уравнению 

 Δ߮ ≡ ߮௫௫ ൅ ߮௬௬ ൅ ߮௭௭ ൌ 0. (1.2) 

Наряду с ним рассматриваются нелинейные граничные 
условия: кинематическое условие (kinematic condition) 

 Γଵ ≡ ௧ߟ െ Φሺ௬ሻ ൅ Φሺ௫ሻߟ௫ ൅ Φሺ௭ሻߟ௭ ൌ 0 (1.3) 

и динамическое условие (dynamic condition) для случая отсут-
ствия поверхностного натяжения (ߪ ൌ 0) 

 Γଶ ≡ Φሺ௧ሻ ൅
ଵ

ଶ
൫Φሺ௫ሻ

ଶ ൅ Φሺ௬ሻ
ଶ ൅ Φሺ௭ሻ

ଶ ൯ ൅ ߟ݃ ൌ 0, (1.4) 

где 

Φሺ௫ሻ ൌ ሺ߮௫ሻௌ, 		Φሺ௬ሻ ൌ ൫߮௬൯ௌ, 

Φሺ௭ሻ ൌ ሺ߮௭ሻௌ, 		Φሺ௧ሻ ൌ ሺ߮௧ሻௌ. 

Уравнения (1.2—1.4) вместе образуют трехмерную задачу 
со свободной границей. Требуется найти алгебру Ли инфините-
зимальных симметрий задачи (1.2—1.4). 

Замечание 1. В число кинематических условий также 
включают (см., напр., [7]) требование |߮׏| → 0 при 

ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶሻଵ/ଶݖ → ∞, 

а также условие ߮௬ ൌ 0 при ݕ ൌ െ݄ (в случае конечной глуби-
ны). Кроме того, требуют, чтобы ߟ → 0 при ሺݔଶ ൅ ଶሻଵ/ଶݖ → ∞. 
Однако данные требования в наших последующих рассмотре-
ниях учитываться не будут. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

86 

Замечание 2. Нахождение алгебры Ли инфинитезималь-
ных симметрий для двумерной задачи при наличии поверх-
ностного натяжения (ߪ ് 0) приведено в статье [6]. 

Замечание 3. К аналогичным задачам несколько более об-
щего вида приводит модель трехмерной жидкости под тонким 
слоем льда [8; 10], а также модель пульсирующего (pulsatile) 
потока в трубках с вязкоупругими (viscoelastic) стенками [9]. 
Задачам со свободной границей посвящена монография [5]. 

 
2. Описание метода 

 
Материал данного пункта основан на приложении 2 статьи 

[7]. Рассмотрим задачу со свободной границей в более общей 
постановке. Обозначим набор независимых переменных через 
ሺݔԦ, ሻݕ ൌ ሺݔଵ, … , ,௣ݔ ሻݕ ∈ Թ௣ାଵ, причем время ݐ содержится сре-
ди них в качестве одной из переменных ݔ௜ (݅ ൌ 1, -а коорди ,(݌
ната ݕ ≡  ௣ାଵ выделена, поскольку в рассматриваемой задачеݔ
она играет роль вертикального направления. Набор зависимых 
переменных обозначим через 

߶ሬԦ ൌ ሺ߶ଵ,… , ߶௤ሻ ∈ Թ௤, 

а через ߲߶ሬԦ обозначим набор из всевозможных частных произ-

водных ߶ூ
௝ функций ߶௝ (݆ ൌ 1, ,Ԧݔпо переменным ሺ (ݍ -ሻ до заݕ

данного порядка ߥଵ включительно: 

߶ூ
௝:ൌ

߲|ூ|߶௝

ூݔ߲
ൌ

߲|ூ|߶௝

߲ሺݔଵሻఒభ …߲ሺݔ௣ାଵሻఒ೛శభ
, 			1 ൑ |ܫ| ൑  ,ଵߥ

где ܫ ൌ ൫ߣଵ, … , |ܫ| ,௣ାଵ൯ߣ ൌ ଵߣ ൅ ⋯൅ -௣ାଵ. Сама задача со своߣ
бодной границей представляется в виде системы дифференци-
альных уравнений с частными производными 

 ΛሬሬԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ, ߲߶ሬԦ൯ ൌ 0, (2.1) 

рассматриваемой на области 

ఎܦ ൌ ሼሺݔԦ, :ሻݕ ݕ	 ൑ ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻሽ ⊂ Թ௣ାଵ, 
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вместе с граничными условиями 

 ΓԦ൫ݔԦ, ,ߟ ,௃ߟ ߶ሬԦௌ, ߲߶ሬԦௌ൯ ൌ 0, (2.2) 

справедливыми на верхней границе данной области, называе-
мой свободной поверхностью 

ܵ ൌ ሼሺݔԦ, :ሻݕ ݕ ൌ ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻሽ, 

где 

:௃ߟ ൌ
߲|௃|ߟ
௃ݔ߲

ൌ
߲|ூ|߶௝

߲ሺݔଵሻఒభ …߲ሺݔ௣ሻఒ೛
, 

ܬ ൌ ൫ߣଵ,… , ,௣൯ߣ 			1 ൑ |ܬ| ൑  ,ଶߥ

߶ሬԦௌ:ൌ ߶ሬԦ൫ݔԦ,  .Ԧሻ൯ݔሺߟ

Через ߲߶ሬԦௌ обозначен набор из всевозможных частных 

производных функций ߶ሬԦ по переменным ሺݔԦ,  ሻ до заданногоݕ
порядка ߥଶ включительно, ограниченных на поверхность S: 

൫߶ூ
௝൯
ௌ
: ൌ ߶ூ

௝൫ݔԦ, ,Ԧሻ൯ݔሺߟ 			1 ൑ |ܫ| ൑  .ଶߥ

Решение задачи (2.1, 2.2) — это пара функций ݄:Թ௣ → Թ и 
Ԧ݂: ఎܦ → Թ௤ таких, что ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻ и ߶ሬԦ ൌ Ԧ݂ሺݔԦ,  ሻ удовлетворяютݕ
системе (2.1, 2.2) тождественно. 

Рассмотрим диффеоморфизм пространства Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤ на 
себя, заданный уравнениями 

Ԧ෨ݔ ൌ Ԧܺ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯, Ԧ෨ݕ			 ൌ ሬܻԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯, 			߶ሬԦ෨ ൌ ሬܲԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯. 

Если он достаточно близок к тождественному отображе-
нию, то область ܦఎ взаимно-однозначно отобразится в новую 

область ܦఎ෥ со свободной границей ߟ෤ ൌ ෨݄൫ݔԦ෨൯, а функция 

Ԧ݂: ఎܦ → Թ௤ преобразуется в новую функцию Ԧ݂ሚ: ఎ෥ܦ → Թ௤. Та-
кой диффеоморфизм называется симметрией задачи (2.1, 2.2), 

если пара ෨݄, Ԧ݂ሚ является ее решением всякий раз, когда ෨݄, Ԧ݂ — 
решение. 
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Пусть ݅ ൌ 1, ݆ ,݌ ൌ 1, -причем по повторяющемуся индек ,ݍ
су предполагается суммирование согласно правилу Эйнштей-
на. Векторное поле ܺ на Թ௣ାଵ ൈ Թ௤ рассматривается как диф-
ференциальный оператор первого порядка, действующий на 
ஶሺԹ௣ାଵܥ ൈ Թ௤ሻ: 

 ܺ ൌ ,Ԧݔ௜൫ߙ ,ݕ ߶ሬԦ൯
డ

డ௫೔
൅ ,Ԧݔ൫ߚ ,ݕ ߶ሬԦ൯

డ

డ௬
൅ ߰௝൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯

డ

డథೕ	. (2.3) 

Векторное поле такого вида является генератором некото-
рой локальной однопараметрической группы диффеоморфиз-
мов Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤ на себя. Если все они являются симметриями 
задачи (2.1, 2.2), то векторное поле X называется инфинитези-
мальной симметрией данной задачи. Множество всех инфини-
тезимальных симметрий задачи (2.1, 2.2) образует алгебру Ли 
относительно обычного коммутатора векторных полей. По-
следняя является алгеброй Ли группы Ли симметрий задачи 
(2.1, 2.2) и играет важную роль в исследовании данной задачи.  

Для векторного поля вида (2.3) рассматриваются его продол-
жения в пространства струй высших порядков над Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤. 
Формула для -го продолжения векторного поля X имеет вид 

 pr஝ ܺ ൌ ܺ ൅ ூ߶ߜ
௝ డ

డథ಺
ೕ 	 , 			1 ൑ |ܫ| ൑  (2.4) ,ߥ

где 

ூ߶ߜ 
௝ ൌ ߲ூ ቀ߰௝ െ ଵܺ൫߶௝൯ቁ ൅ ଵܺ൫߶ூ

௝൯, (2.5) 

 ଵܺ ൌ ௜ߙ
డ

డ௫೔
൅ ߚ

డ

డ௬
. (2.6) 

Здесь и далее мы опускаем аргументы у функций ߙ௜, ߚ, ߰௝. 
В рамках задачи со свободной границей также определяет-

ся граничное продолжение (boundary prolongation), формула 
для которого имеет вид 

 pr஝ ܺௌ ൌ ௌܺ ൅ ൫ߜ߶ூ
௝൯
ௌ

డ

డ஍ሺ಺ሻ
ೕ ൅ ௃ߟߜ

డ

డఎ಻
, (2.7) 
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где 

ௌܺ ൌ ௌߙ
௜ ߲
௜ݔ߲

൅ ௌߚ
߲
ߟ߲

൅ ߰ௌ
௝ ߲
߲Φ௝, 

௃ߟߜ  ൌ ௃߲൫ߚௌ െ ܺ଴ሺߟሻ൯ ൅ ܺ଴൫ߟ௃൯, (2.8) 

 ܺ଴ ൌ ௌߙ
௜ డ

డ௫೔
	, 			Φሺூሻ

௝ ൌ ൫߶ூ
௝൯
ௌ
, 			Φ௝ ൌ ൫߶௝൯

ௌ
. (2.9) 

1 ൑ |ܫ| ൑ ,ߥ 			1 ൑ |ܬ| ൑  .ߥ

Для величин ߜ߶ூ
௝, ߟߜ௃ справедливы рекуррентные форму-

лы (см.: [3]): 

ூ௨߶ߜ 
௝ ൌ ூ߶ߜ௨൫ܦ

௝൯ െ ߶ூ௩
௝ ,௩ߙ௨ܦ ,ݑ			 ݒ	 ൌ 1, ݌	 ൅ 1, (2.10) 

௃௜ߟߜ  ൌ ௃൯ߟߜ௜൫ܦ െ ௌߙ௜൫ܦ௃௞ߟ
௞൯, (2.11) 

где ܦ௨ — операторы полных производных: 

௨ܦ ൌ
߲
௨ݔ߲

൅ ߮௨
߲
߲߮

൅ ߮௨௩
߲
߲߮௩

	, ݑ			 ൌ 1, ݌	 ൅ 1; 

߶ூ௨
௝ ൌ

߲
௨ݔ߲

߲|ூ|߶௝

ூݔ߲
, ௃௜ߟ			 ൌ

߲
௜ݔ߲

߲|௃|ߟ
௃ݔ߲

. 

Имеет место 
Теорема [7, с. 183]. Векторное поле ܺ является инфините-

зимальной симметрией задачи (2.1, 2.2) тогда и только тог-
да, когда имеют место равенства 

 pr஝భ ܺ ൫ΛሬሬԦ൯ ൌ 0	  при   ΛሬሬԦ ൌ 0, (2.12) 

 pr஝మ ܺௌ ൫ΓԦ൯ ൌ 0	  при   ΓԦ ൌ 0, (2.13) 

где prఔభ ܺ и prఔమ ܺௌ определяются по формулам (2.4—2.9). 
Уравнения (2.12) и (2.13) называются определяющими 

уравнениями для нахождения инфинитезимальных симметрий 
задачи (2.1, 2.2). 

Замечание 4. В формулах продолжения, а также в опреде-
ляющих уравнениях символы ߶ூ

௝, Φ௝, Φሺூሻ
௝ -௃ рассматриваߟ ,ߟ ,

ются как независимые переменные. 
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3. Составление определяющих уравнений 

 
В соответствии с п. 2 всякая инфинитезимальная симмет-

рия задачи (1.2—1.4) должна иметь вид 

 ܺ ൌ ߙ
డ

డ௫
൅ ߚ

డ

డ௬
൅ ߛ

డ

డ௭
൅ ߬

డ

డ௧
൅ ߰

డ

డఝ
, (3.1) 

где ߙ, ,ߚ ,ߛ ߬, ߰ — функции переменных ݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݐ ߮. На протя-
жении всего дальнейшего изложения индексы будут пробегать 
следующие значения (если не оговорено иное): 

,ݑ ,ݒ ݓ ൌ 1, 	4;   ݅, ݆, ݇ ൌ 1, 	3; ,ݎ			 ݏ ൌ 2, 	4. 

Обозначим 

ݐ ൌ ,ଵݔ ݔ			 ൌ ,ଶݔ ݖ			 ൌ ,ଷݔ ݕ			 ൌ  ,ସݔ

߬ ൌ ,ଵߙ ߙ			 ൌ ,ଶߙ ߛ			 ൌ ,ଷߙ ߚ			 ൌ  ,ସߙ
߲
௨ݔ߲

ൌ ߲௫ೠ ൌ ߲௨, 			
߲
߲߮

ൌ ߲ఝ, 			߮௫ೠ ൌ ߮௨, 			߮௫ೠ௫ೡ ൌ ߮௨௩, 

௫ೠ߮ߜ ൌ ,௨߮ߜ ௫ೠ௫ೡ߮ߜ			 ൌ ,௨௩߮ߜ 			Φሺ௫ೠሻ ൌ Φሺ௨ሻ, 

௫೔ߟ ൌ ,௜ߟ ௫೔ߟߜ			 ൌ  ,௜ߟߜ

тогда с учетом правила Эйнштейна суммирования по повто-
ряющемуся индексу векторное поле Х примет вид 

 ܺ ൌ ௨ߙ
డ

డ௫ೠ
൅ ߰

డ

డఝ
ൌ ௜ߙ

డ

డ௫೔
൅ ߚ

డ

డ௬
൅ ߰

డ

డఝ
. (3.2) 

Поскольку порядок уравнения (1.2) равен двум, то нам по-
требуется второе продолжение векторного поля Х, которое 
вследствие формул (2.4—2.6) имеет вид 

 prଶ ܺ ൌ ܺ ൅ ௨߮ߜ
డ

డఝೠ
൅ ∑ ௨௩߮ߜ

డ

డఝೠೡ
௨ஸ௩ , (3.3) 

где в силу (2.10) 

௨߮ߜ  ൌ ௨߰ܦ െ ߮௩ܦ௨ߙ௩, (3.4) 

௨௩߮ߜ  ൌ ௩߮ߜ௨ܦ െ ߮௩௪ܦ௨ߙ௪. (3.5) 
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Порядок уравнений (1.3) и (1.4) равен единице, а потому 
достаточно ограничиться первым граничным продолжением 
этого векторного поля 

 prଵ ܺௌ ൌ ௌܺ ൅ ሺ߮ߜ௨ሻௌ
డ

డ஍ሺೠሻ
൅ ௜ߟߜ

డ

డఎ೔
, (3.6) 

где в силу (2.11) 

௜ߟߜ  ൌ ௌሻߚ௜ሺܦ െ ௌߙ௜൫ܦ௝ߟ
௝൯, (3.7) 

ௌߙ௜൫ܦ 
௝൯ ൌ ௝൯ௌߙ௜൫ܦ ൅ ൫ߙ௬

௝൯
ௌ
 ௜. (3.8)ߟ

Итак, определяющие уравнения (2.12, 2.13) для задачи 
(1.2—1.4) имеют вид 

 prଶ ܺ ሺΔ߮ሻ ൌ 0			при			Δ߮ ൌ 0, (3.9) 

 prଵ ܺௌ ሺΓଵሻ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (3.10) 

 prଵ ܺௌ ሺΓଶሻ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (3.11) 

где prଶ ܺ и prଵ ܺௌ выражаются по формулам (3.3) и (3.6) соот-
ветственно. 

 
4. Анализ уравнения (3.9) 

 
Лемма 1. Уравнение (3.9) равносильно системе 

௫ߙ  ൌ ௬ߚ ൌ ,௭ߛ ௬ߙ	 ൌ െߚ௫, ௭ߙ	 ൌ െߛ௫, ௭ߚ	 ൌ െߛ௬, (4.1) 

ఝߙ  ൌ ఝߚ ൌ ఝߛ ൌ 0, (4.2) 

 ߬௫ ൌ ߬௬ ൌ ߬௭ ൌ ߬ఝ ൌ 0, (4.3) 

 Δ߰ ൌ 0, 		Δߙ ൌ 2߰௫ఝ, 		Δߚ ൌ 2߰௬ఝ, (4.4) 

 Δߛ ൌ 2߰௭ఝ, 		߰ఝఝ ൌ 0. (4.5) 

Доказательство. С учетом (3.2, 3.3) уравнение (3.9) при-
нимает вид 

 ∑ ௥௥௥߮ߜ ൌ 0			при			Δ߮ ൌ 0. (4.6) 
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Формулы (3.5) распишем подробнее применительно к ߮ߜ௥௥: 

௥௥߮ߜ ൌ ൫Δ௥߰ ൅ ߰ఝ߮௥௥൯ െ ߮௦൫Δ௥ߙ௦ ൅ ఝ௦ߙ ߮௥௥൯ െ 2߮௥௦ܦ௥ߙ௦, 

где 

Δ௥ߙ௦ ൌ ௥௥௦ߙ ൅ ௥ఝ௦ߙ2 ߮௥ ൅ ఝఝ௦ߙ ߮௥ଶ, 

Δ௥߰ ൌ ߰௥௥ ൅ 2߰௥ఝ߮௥ ൅ ߰ఝఝ߮௥ଶ. 

Тогда левая часть (4.6) принимает вид 

෍߮ߜ௥௥
௥

ൌ෍Δ௥߰
௥

൅ ߰ఝΔ߮ െ෍߮௨Δ௥ߙ௨

௥

െ 

െ߮௨ߙఝ௨Δ߮ െ 2෍߮௥௨ܦ௥ߙ௨

௥

. 

Все величины ߮௥௨ фигурируют здесь в явной форме. С уче-
том уравнения Δ߮ ൌ 0 имеем ߮௭௭ ൌ െ߮௫௫ െ ߮௬௬, поэтому (4.6) 
принимает вид 

෍Δ௥߰
௥

െ෍߮௨Δ௥ߙ௨

௥

െ 

െ2߮௫௨ܦ௫ߙ௨ െ 2߮௬௨ܦ௬ߙ௨ െ 2߮௫௭ܦ௭ߙ െ 2߮௬௭ܦ௭ߚ ൅ 

 ൅2ሺ߮௫௫ ൅ ߮௬௬ሻܦ௭ߛ െ 2߮௭௧ܦ௭߬ ൌ 0. (4.7) 

Рассматривая левую часть (4.7) как полином от перемен-
ных 

߮௫, 	߮௬, 	߮௭, 	߮௫௫, 		߮௫௬, 	߮௬௬, 	߮௫௭, 	߮௬௭, 	߮௫௧, 	߮௬௧, 		߮௭௧ 

с коэффициентами, зависящими лишь от ݔ, ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 	߮, мы при-
равниваем каждый из коэффициентов к нулю, в результате че-
го получаем систему (4.1—4.5). Лемма доказана. 

Следствие 1. Коэффициенты ߙ, ,ߚ -зависят лишь от пере ߛ
менных ݔ, ,ݕ ,ݖ  .ݐ в то время как ߬ зависит лишь от ,ݐ

Следствие 2. Имеют место равенства 

௥௥௥ߙ  ൌ െߙ௦௦௥ , ݎ			 ്  (4.8) ,ݏ

௥ߙ௨ܦ  ൌ ,௨௥ߙ ௥߬ܦ			 ൌ 0, ௧߬ܦ			 ൌ ߬௧. (4.9) 



А. В. Кулешов 

93 

 
5. Анализ уравнения (3.10) 

 

Лемма 2. Пусть имеют место равенства (4.1—4.5), тогда 
уравнение (3.10) равносильно системе уравнений 

 ߬௧ ൅ ߰ఝ ൌ  ௫, (5.1)ߙ2

 ߰௫ ൌ ,௧ߙ 			߰௭ ൌ ,௧ߛ 			߰௬ ൌ  ௧ (5.2)ߚ

на поверхности S. 
Доказательство. С учетом (3.2, 3.6) уравнение (3.10) при-

нимает вид 

௧ߟߜ െ ൫߮ߜ௬൯ௌ ൅ ሺ߮ߜ௫ሻௌߟ௫ ൅ ߮௫ߟߜ௫ ൅ 

 ൅ሺ߮ߜ௭ሻௌߟ௭ ൅ ߮௭ߟߜ௭ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0. (5.3) 

Распишем подробно ߟߜ௫, ߟߜ௭ и ߟߜ௧, используя формулы 
(3.7, 3.8), которые упрощаются благодаря равенствам (4.9): 

௧ߟߜ ൌ ሺߚ௧ሻௌ ൅ ൫ߚ௬൯ௌߟ௧ െ ௧ሻௌߙ௫ሺߟ െ ௧ߟ௬൯ௌߙ௫൫ߟ െ 

 െߟ௭ሺߛ௧ሻௌ െ ௬൯ௌߛ௧൫ߟ௭ߟ െ  ௧ሺ߬௧ሻௌ, (5.4)ߟ

௜ߟߜ ൌ ሺߚ௜ሻௌ ൅ ൫ߚ௬൯ௌߟ௜ െ ௜ߙ௝൫ߟ
௝൯
ௌ
െ 

 െߟ௫ߟ௜൫ߙ௬൯ௌ െ ,௬൯ௌߛ௜൫ߟ௭ߟ 			݅ ൌ 2, 	3. (5.5) 

Подставляя формулы (3.4), (5.4) и (5.5) в равенство (5.3), 
получим: 

௧ߚ ൅ ௧ߟ௬ߚ െ ௧ߙ௫ߟ െ ௧ߟ௬ߙ௫ߟ െ ௧ߛ௭ߟ െ ௬ߛ௧ߟ௭ߟ െ ௧߬௧ߟ െ 

െ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ߟ௫ ൅ 

൅߮௫൫ߚ௫ ൅ ௫ߟ௬ߚ െ ௫ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௫ଶߟ െ ௫ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௫ߟ௭ߟ ൅ 

൅߮௭൫ߚ௭ ൅ ௭ߟ௬ߚ െ ௭ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௭ߟ௫ߟ െ ௭ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௭ଶߟ ൅ 

 ൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ߟ௭ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (5.6) 

где S мы для краткости опустили (так будем делать и далее). 
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Учитывая систему (3.10, 3.11), сделаем подстановку: 

௧ߟ ൌ ߮௬ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭, 

тогда (5.6) примет вид 

௧ߚ ൅ ௬൫߮௬ߚ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭൯ െ 

െߟ௫ߙ௧ െ ௬ሺ߮௬ߙ௫ߟ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ 

െߟ௭ߛ௧ െ ௬ሺ߮௬ߛ௭ߟ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ ߬௧ሺ߮௬ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ 

െ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ߟ௫ ൅ 

൅߮௫൫ߚ௫ ൅ ௫ߟ௬ߚ െ ௫ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௫ଶߟ െ ௫ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௫ߟ௭ߟ ൅ 

൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ߟ௭ ൅ 

 ൅߮௭൫ߚ௭ ൅ ௭ߟ௬ߚ െ ௭ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௭ߟ௫ߟ െ ௭ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௭ଶߟ ൌ 0. (5.7) 

Рассматривая левую часть (5.7) как полином от перемен-
ных ߟ௫, ߟ௭ с коэффициентами, зависящими лишь от 

,ݔ ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 		߮, 	߮௫, 	߮௬, 	߮௭, 

мы сводим (5.7) к системе: 

:௫ଶߟ  ௬߮௫ߙ			 െ ߮௫ߙ௬ ൌ 0, (5.8) 

:௭ଶߟ  ௬߮௭ߛ			 െ ߮௭ߛ௬ ൌ 0, (5.9) 

:௭ߟ௫ߟ  ௬߮௭ߙ			 ൅ ௬߮௫ߛ െ ߮௫ߛ௬ െ ߮௭ߙ௬ ൌ 0, (5.10) 

:௫ߟ 			 െ ௬߮௫ߚ െ ௧ߙ െ ௬߮௬ߙ ൅ ߬௧߮௫ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ ൅ 

 ൅߮௫ߚ௬ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௭ߙ௭ ൌ 0, (5.11) 

:௭ߟ 			 െ ௬߮௭ߚ െ ௧ߛ െ ௬߮௬ߛ ൅ ߬௧߮௭ െ ߮௫ߛ௫ ൅ 

 ൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ ൅ ߮௭ߚ௬ െ ߮௭ߛ௭ ൌ 0, (5.12) 

1: ௧ߚ			 ൅ ௬߮௬ߚ െ ߬௧߮௬ െ ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

 ൅߮௫ߚ௫ ൅ ߮௭ߚ௭ ൌ 0. (5.13) 
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Равенства (5.8—5.10) тождественно выполняются и, таким 
образом, не влекут никаких ограничений на симметрию Х. 
Рассматривая левые части равенств (5.11—5.13) как полиномы 
от переменных ߮௫, ߮௬,߮௭, мы приравниваем каждый из их ко-
эффициентов к нулю, в результате чего получаем систему 
уравнений, часть из которых являются следствиями системы 
(4.1—4.5), а оставшиеся имеют вид (5.1, 5.2). Лемма доказана. 

 
6. Анализ уравнения (3.11) 

 
Лемма 3. Уравнение (3.11) с условиями (4.1—4.5, 5.1—5.2) 

приводится к виду 

 ߰௧ ൅ ݃൛൫߬௧ െ ߰ఝ൯ߟ ൅ ൟߚ ൌ 0			на			ܵ. (6.1) 

Доказательство. Распишем подробнее уравнение (3.11), 
используя (1.3, 3.2, 3.6): 

௧߮ߜ  ൅ ∑ ߮௥߮ߜ௥௥ ൅ ߚ݃ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (6.2) 

где S мы для краткости снова опустили. Подставляя выраже-
ния (3.4) для ߮ߜ௨ в (6.2), получим: 

௧߰ܦ െ ߮௨ܦ௧ߙ௨ ൅෍߮௥ሺܦ௥߰ െ ߮௨ܦ௥ߙ௨ሻ
௥

൅ ߚ݃ ൌ 0 

при	Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, что с учетом (4.9) приводится к виду 

߰௧ ൅ ߰ఝ߮௧ െ ߮௨ߙ௧
௨ ൅ ∑ ߮௥൫߰௥ ൅ ߰ఝ߮௥ െ ߮௦ߙ௥௦൯௥ ൅ ߚ݃ ൌ 0 (6.3) 

при	Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0. 
Учитывая систему (3.10, 3.11), сделаем подстановку: 

߮௧ ൌ െ
1
2
൫߮௫ଶ ൅ ߮௬ଶ ൅ ߮௭ଶ൯ െ  ,ߟ݃

тогда (6.3) примет вид 

߰௧ െ ൫߰ఝ െ ߬௧൯ ൬
1
2
൫߮௫ଶ ൅ ߮௬ଶ ൅ ߮௭ଶ൯ ൅ ൰ߟ݃ െ ߮௫ߙ௧ െ ߮௬ߚ௧ െ 

െ	߮௭ߛ௧ ൅ ߮௫ሺ߰௫ ൅ ߰ఝ߮௫ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫ሻ ൅ 
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൅	߮௬ሺ߰௬ ൅ ߰ఝ߮௬ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬ሻ ൅ 

 ൅	߮௭ሺ߰௭ ൅ ߰ఝ߮௭ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭ሻ ൅ ߚ݃ ൌ 0. (6.4) 

Рассматривая левую часть (6.4) как полином от перемен-
ных ߮௫, ߮௬, ߮௭ с коэффициентами, зависящими лишь от 

,ݔ ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 	߮, мы сводим (6.4) к системе: 

 ߮௥ଶ: 	 െ
ଵ

ଶ
൫߰ఝ െ ߬௧൯ ൅ ߰ఝ ൌ  суммируем൯, (6.5)	не	ݎ	൫по			௥௥ߙ

 ߮௥߮௦: 	 െ ௥௦ߙ െ ௦௥ߙ ൌ 0			ሺݎ ്  ሻ, (6.6)ݏ

 ߮௥: 	 െ ௧ߙ
௥ ൅ ߰௥ ൌ 0, (6.7) 

 1: 	߰௧ ൅ ൫߬௧ߟ݃ െ ߰ఝ൯ ൅ ߚ݃ ൌ 0. (6.8) 

Уравнения (6.5—6.7) являются следствиями ранее полу-
ченных уравнений (4.1—4.5, 5.1, 5.2), а (6.8) приводится к ви-
ду (6.1). Лемма доказана. 

Замечание 5. Независимую переменную ߟ, фигурирую-
щую явно либо неявно в уравнениях (5.1, 5.2, 6.1), далее будем 
везде заменять на ݕ. 

 
7. В силу (4.5) ߰ఝ не зависит от ߮, а значит, ߰ можно пред-

ставить в виде линейной функции по данной переменной: 

 ߰ ൌ ܿ଴ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻ߮ݐ ൅ ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ. (7.1)ݐ

Покажем, что ܿ଴ — константа. В самом деле, в силу след-
ствия 1 коэффициенты ߙ, ,ߚ  зависят лишь от переменных ߛ
,ݔ ,ݕ ,ݖ -Поэтому, дифферен .ݐ в то время как ߬ зависит лишь от ,ݐ
цируя (7.1) по ݖ ,ݕ ,ݔ и ݐ, с учетом равенств (5.2, 6.1) получим 

ሺܿ଴ሻ௥߮ ൅ ߯௥ ൌ ߰௥ ൌ  ,௧ߙ

ሺܿ଴ሻ௧߮ ൅ ߯௧ ൌ ߰௧ ൌ െ݃ݕ൫߬௧ െ ߰ఝ൯ െ  ,ߚ݃

где правые и левые части рассматриваются как многочлены от 
переменной ߮, причем ൫߬௧ െ ߰ఝ൯ݕ ൅  не зависит от ߮. Тогда ߚ

ሺܿ଴ሻ௨ ൌ 0, ݑ			 ൌ 1, 	4. 
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Таким образом, выражение для ߰ упрощается: 

 ߰ ൌ ܿ଴߮ ൅ ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ,ሻݐ 			߰ఝ ൌ ܿ଴ ൌ  (7.2) .ݐݏ݊݋ܿ

Тогда в силу (4.1, 5.1) имеем: 

௫ߙ ൌ ௬ߚ ൌ ௭ߛ ൌ
1
2
൫߬௧ ൅ ߰ఝ൯ ൌ

1
2
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻ, 

причем ߬௧ ൅ ܿ଴ зависит лишь от ݐ. А значит, коэффициенты ߙ, 
 можно представить в виде ߛ и ߚ

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݔ ൅ ,ݕሺߪ ,ݖ  ሻ, (7.3)ݐ

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݕ ൅ ,ݔሺߩ ,ݖ  ሻ, (7.4)ݐ

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݖ ൅ ߱ሺݔ, ,ݖ  ሻ, (7.5)ݐ

где ߪሺݕ, ,ݖ ,ݔሺߩ ,ሻݐ ,ݖ ,ݔሻ и ߱ሺݐ ,ݖ  ሻ — некоторые функции. Изݐ
(7.3—7.5) и (4.8) следует, что 

௦௦௥ߙ ൌ 0, ,ݎ			 ݏ ൌ 2, 	4. 

Значит, каждая из функций ߪሺݕ, ,ݖ ,ݔሺߩ ,ሻݐ ,ݖ ,ݔሻ, ߱ሺݐ ,ݖ  ሻݐ
линейна по переменным ݔ, ,ݕ	  тогда ,ݖ	

,ݕሺߪ  ,ݖ ሻݐ ൌ ݖݕሻݐଵሺߪ ൅ ݕሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߪ ൅  ሻ, (7.6)ݐସሺߪ

,ݔሺߩ  ,ݖ ሻݐ ൌ ݖݔሻݐଵሺߩ ൅ ݔሻݐଶሺߩ ൅ ݖሻݐଷሺߩ ൅  ሻ, (7.7)ݐସሺߩ

 ߱ሺݔ, ,ݖ ሻݐ ൌ ߱ଵሺݐሻݕݔ ൅ ߱ଶሺݐሻݔ ൅ ߱ଷሺݐሻݕ ൅ ߱ସሺݐሻ. (7.8) 

Из равенств (4.1) с учетом (7.3—7.8) вытекают следующие 

соотношения на коэффициенты ߪ௨, ߩ௨, ߱௨		(ݑ ൌ 1, 	4): 

ሻݐଵሺߪ  ൌ െߩଵሺݐሻ, ሻݐଶሺߪ			 ൌ െߩଶሺݐሻ, (7.9) 

ሻݐଵሺߪ  ൌ െ߱ଵሺݐሻ, ሻݐଷሺߪ			 ൌ െ߱ଶሺݐሻ, (7.10) 

ሻݐଵሺߩ  ൌ െ߱ଵሺݐሻ, ሻݐଷሺߩ			 ൌ െ߱ଷሺݐሻ, (7.11) 

из которых, в свою очередь, следует, что 

ሻݐଵሺߪ  ൌ ሻݐଵሺߩ ൌ ߱ଵሺݐሻ ൌ 0. (7.12) 
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С учетом (7.6—7.12) формулы (7.3—7.5) принимают вид 

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݔ ൅ ݕሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߪ ൅  ሻ, (7.13)ݐସሺߪ

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݕ െ ݔሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߩ ൅  ሻ, (7.14)ݐସሺߩ

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݖ െ ݔሻݐଷሺߪ െ ݕሻݐଷሺߩ ൅ ߱ସሺݐሻ. (7.15) 

Из (4.4) и (7.1) получаем, что 

 Δ߯ ൌ 0. (7.16) 

 
8. Найдем выражение для функции ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ. В силу (5.2)ݐ

имеем: 

 ߯௫ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݔ ൅ ଶߪ

ᇱݕ ൅ ଷߪ
ᇱݖ ൅ ସߪ

ᇱ, (8.1) 

 ߯௬ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݕ െ ଶߪ

ᇱݔ ൅ ଷߩ
ᇱ ݖ ൅ ସߩ

ᇱ , (8.2) 

 ߯௭ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݖ െ ଷߪ

ᇱݔ െ ଷߩ
ᇱ ݕ ൅ ߱ସ

ᇱ . (8.3) 

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по t. 
С учетом равенства смешанных частных производных ߯௥௦ ൌ ߯௦௥, 
где ݎ ്  формулы (8.1—8.3) дают ,ݏ

ଶߪ
ᇱ ൌ ଷߪ

ᇱ ൌ ଷߩ
ᇱ ൌ 0. 

Значит, ߪଶ, ߪଷ, ߩଷ — константы. Обозначим их следующим 
образом: 

ଶߪ  ൌ ܿଵଵ, ଷߪ			 ൌ ܿଵଶ, ଷߩ			 ൌ ܿଵଷ. (8.4) 

Тогда формулы (8.1—8.3) упрощаются: 

߯௫ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݔ ൅ ସߪ

ᇱ, 			߯௬ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݕ ൅ ସߩ

ᇱ , 			߯௭ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݖ ൅ ߱ସ

ᇱ . 

Заметим, что в силу (7.16) они приводят к равенству 

߬ᇱᇱ ൌ 0. 

Следовательно, ߬ — линейная функция, то есть ߬ имеет вид 

 ߬ ൌ ܿଶݐ ൅ ܿଷ, 			ሺܿଶ, 	ܿଷ ൌ  ሻ (8.5)ݐݏ݊݋ܿ
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и при этом ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ представима в видеݐ

 ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ସߪ
ᇱሺݐሻݔ ൅ ସߩ

ᇱ ሺݐሻݕ ൅ ߱ସ
ᇱ ሺݐሻݖ ൅  ሻ, (8.6)ݐሺߠ

где ߠሺݐሻ — некоторая функция. Тогда 

߯௧ ൌ ସߪ
ᇱᇱݔ ൅ ସߩ

ᇱᇱݕ ൅ ߱ସ
ᇱᇱݖ ൅  .ᇱߠ

С другой стороны, из (6.1) с учетом (7.14) и (8.4) получаем 

߯௧ ൌ
1
2
ሺܿ଴݃ݕ െ 3߬′ሻ െ ݃൫െߪଶݔ ൅ ݖଷߩ ൅  .ሻ൯ݐସሺߩ

Таким образом, 

ସߪ
ᇱᇱݔ ൅ ସߩ

ᇱᇱݕ ൅ ߱ସ
ᇱᇱݖ ൅ ᇱߠ ൌ 

 ൌ
ଵ

ଶ
ሺܿ଴݃ݕ െ 3߬′ሻ െ ݃൫െߪଶݔ ൅ ݖଷߩ ൅  ሻ൯. (8.7)ݐସሺߩ

Рассматривая (8.7) как тождество двух многочленов от пе-
ременных ݖ ,ݕ ,ݔ, приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях этих переменных: 

:ݔ  ସߪ			
ᇱᇱ ൌ  ଶ, (8.8)ߪ݃

:ݕ  ସߩ			
ᇱᇱ ൌ

ଵ

ଶ
݃ሺܿ଴ െ 3߬′ሻ, (8.9) 

:ݖ  			߱ସ
ᇱᇱ ൌ െ݃ߩଷ, (8.10) 

 1: ᇱߠ			 ൌ െ݃ߩସ. (8.11) 

Из (8.8—8.9) вытекает, что ߪସ, ߩସ, ߱ସ и ߠ имеют вид 

ସߪ  ൌ
ଵ

ଶ
ଶݐଶߪ݃ ൅ ܿସݐ ൅ ܿହ, (8.12) 

ସߩ  ൌ
௚

ସ
ܿଵݐଶ ൅ ܿ଺ݐ ൅ ܿ଻, (8.13) 

 ߱ସ ൌ െ
ଵ

ଶ
ଶݐଷߩ݃ ൅ ݐ଼ܿ ൅ ܿଽ, (8.14) 

ߠ  ൌ െ
௚మ

ଵଶ
ܿଵݐଷ െ

ଵ

ଶ
݃ܿ଺ݐଶ െ ݃ܿ଻ݐ ൅ ܿଵ଴, (8.15) 

где ܿସ, …, ܿଵ଴ — константы, причем 

 ܿଵ ൌ ܿ଴ െ 3ܿଶ. (8.16) 
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9. Выражения (7.13—7.15) для ߙ, ,ߚ	 -с учетом (8.16) при ߛ	
нимают вид 

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݔ ൅ ܿଵଵݕ ൅ ܿଵଶݖ ൅

ଵ

ଶ
݃ܿଵଵݐଶ ൅ ܿସݐ ൅ ܿହ, (9.1) 

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݕ െ ܿଵଵݔ ൅ ܿଵଷݖ ൅

௚

ସ
ܿଵݐଶ ൅ ܿ଺ݐ ൅ ܿ଻, (9.2) 

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݖ െ ܿଵଶݔ െ ܿଵଷݕ െ

ଵ

ଶ
݃ܿଵଷݐଶ ൅ ݐ଼ܿ ൅ ܿଽ, (9.3) 

а выражение (7.2) для ߰ в силу (8.6, 8.12—8.16) принимает вид 

߰ ൌ ሺ3ܿଶ ൅ ܿଵሻ߮ ൅ ሺ݃ߪଶݐ ൅ ܿସሻݔ ൅ ቀ
݃
2
ܿଵݐ ൅ ܿ଺ቁ ݕ ൅ 

 ൅ሺെ݃ߩଷݐ ൅ ଼ܿሻݖ െ
௚మ

ଵଶ
ܿଵݐଷ െ

ଵ

ଶ
݃ܿ଺ݐଶ െ ݃ܿ଻ݐ ൅ ܿଵ଴. (9.4) 

Подставляя найденные выражения в (3.1) и группируя сла-
гаемые при одинаковых константах, мы выделяем базис ал-
гебры Ли े инфинитезимальных симметрий задачи (1.2—1.4): 

ܺ ൌ෍ܿ௜ ௜ܺ

ଵଷ

௜ୀଵ

, 

где 

ଵܺ ൌ
ݔ
2
߲௫ ൅ ൬

1
2
ݕ ൅

݃
4
ଶ൰ݐ ߲௬ ൅

ݖ
2 ௭߲ ൅ ቆ߮ ൅

ݐ݃
2
ݕ െ

݃ଶ

12
ଷቇݐ ߲ఝ, 

ܺଶ ൌ ௫߲ݔ2 ൅ ௬߲ݕ2 ൅ ݖ2 ௭߲ ൅ ௧߲ݐ ൅ 3߲߮ఝ, 

ܺଷ ൌ ߲௧, 			ܺସ ൌ ௫߲ݐ ൅ ,ఝ߲ݔ 			ܺହ ൌ ߲௫, 

ଵܺଵ ൌ ൬ݕ ൅
1
2
ଶ൰ݐ݃ ߲௫ െ ௬߲ݔ ൅  ,ఝ߲ݔݐ݃

ଵܺଶ ൌ ௫߲ݖ െ ݔ ௭߲, 

ଵܺଷ ൌ ௬߲ݖ ൅ ൬െݕ െ
1
2
ଶ൰ݐ݃ ௭߲ െ  ,ఝ߲ݖݐ݃

ܺ଺ ൌ ௬߲ݐ ൅ ൬ݕ െ
1
2
ଶ൰ݐ݃ ߲ఝ, 
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ܺ଻ ൌ ߲௬ െ ,ఝ߲ݐ݃ 			଼ܺ ൌ ݐ ௭߲ ൅  ,ఝ߲ݖ

ܺଽ ൌ ௭߲, 			 ଵܺ଴ ൌ ߲ఝ. 

Для удобства перейдем к новому базису: 

ଵܸ ൌ ܺହ, 			 ଶܸ ൌ ܺଷ, 			 ଷܸ ൌ ଵܺ଴, 			 ସܸ ൌ ܺ଻, 

ହܸ ൌ ܺସ, 			 ଺ܸ ൌ ܺ଺, 			 ଻ܸ ൌ 4 ଵܺ െ ܺଶ, 

଼ܸ ൌ ଵܺଵ, 			 ଽܸ ൌ
1
2
ܺଶ, 			 ଵܸ଴ ൌ ଵܺଶ, 

ଵܸଵ ൌ ଵܺଷ, 			 ଵܸଶ ൌ ଼ܺ, 			 ଵܸଷ ൌ ܺଽ. 

Выражения для новых базисных инфинитезимальных сим-
метрий имеют вид 

 ଵܸ ൌ ߲௫, 			 ଶܸ ൌ ߲௧, 			 ଷܸ ൌ ߲ఝ, (9.5) 

 ସܸ ൌ ߲௬ െ  ఝ, (9.6)߲ݐ݃

 ହܸ ൌ ௫߲ݐ ൅  ఝ, (9.7)߲ݔ

 ଺ܸ ൌ ௬߲ݐ ൅ ቀݕ െ
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ߲ఝ, (9.8) 

 ଻ܸ ൌ ଶ߲௬ݐ݃ െ ௧߲ݐ ൅ ቀ߮ ൅ ݕݐ2݃ െ
௚మ

ଷ
ଷቁݐ ߲ఝ, (9.9) 

 ଼ܸ ൌ ቀݕ ൅
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ߲௫ െ ௬߲ݔ ൅  ఝ, (9.10)߲ݔݐ݃

 ଽܸ ൌ ௫߲ݔ ൅ ௬߲ݕ ൅ ݖ ௭߲ ൅
௧

ଶ
߲௧ ൅

ଷ

ଶ
߲߮ఝ, (9.11) 

 ଵܸ଴ ൌ ௫߲ݖ െ ݔ ௭߲, (9.12) 

 ଵܸଵ ൌ ௬߲ݖ ൅ ቀെݕ െ
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ௭߲ െ  ఝ, (9.13)߲ݖݐ݃

 ଵܸଶ ൌ ݐ ௭߲ ൅  ఝ, (9.14)߲ݖ

 ଵܸଷ ൌ ௭߲. (9.15) 

Отметим, что каждое из найденных векторных полей явля-
ется генератором соответствующей однопараметрической груп-
пы симметрий задачи (1.2—1.4). А именно, ଵܸ и ଵܸଷ порождают 
горизонтальные сдвиги, ଶܸ — сдвиги по времени, ଷܸ — сдвиги 
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значения потенциала, ସܸ — вертикальные сдвиги, ଵܸ଴ — гори-
зонтальные вращения, ହܸ и ଵܸଶ — горизонтальные галилеевы 
бусты, ଺ܸ — вертикальные галилеевы бусты, ଻ܸ — вертикаль-
ные ускорения, ଼ܸ  и ଵܸଵ — вращения, компенсируемые грави-
тацией (gravity-compensated rotations), ଽܸ — масштабирование. 

Исследуем полученную алгебру Ли े на разрешимость. 
Для этого приведем здесь попарные коммутаторы найденных 
векторных полей. Все ненулевые коммутаторы вида ሾ ௜ܸ , ௝ܸሿ, 
где 1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ 13, имеют вид 

ሾ ଵܸ, ହܸሿ ൌ ଷܸ, 		ሾ ଵܸ, ଼ܸ ሿ ൌ െ ସܸ, 		ሾ ଵܸ, ଽܸሿ ൌ ଵܸ, 

ሾ ଵܸ, ଵܸ଴ሿ ൌ െ ଵܸଷ, 			ሾ ଶܸ, ସܸሿ ൌ െ݃ ଷܸ, 			ሾ ଶܸ, ହܸሿ ൌ ଵܸ, 

ሾ ଶܸ, ଺ܸሿ ൌ ସܸ, 			ሾ ଶܸ, ଻ܸሿ ൌ 2݃ ଺ܸ െ 2 ଶܸ, 			ሾ ଶܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ݃ ହܸ, 

ሾ ଶܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ଶܸ, 			ሾ ଶܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ݃ ଵܸଶ, 		ሾ ଶܸ, ଵܸଶሿ ൌ ଵܸଷ, 

ሾ ଷܸ, ଻ܸሿ ൌ ଷܸ, 			ሾ ଷܸ, ଽܸሿ ൌ
3
2 ଷܸ, 			ሾ ସܸ, ଺ܸሿ ൌ ଷܸ, 

ሾ ସܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ଵܸ, 			ሾ ସܸ, ଽܸሿ ൌ ସܸ, 			ሾ ସܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸଷ, 

ሾ ହܸ, ଻ܸሿ ൌ ହܸ, 			ሾ ହܸ, ଼ܸ ሿ ൌ െ ଺ܸ, 			ሾ ହܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ହܸ, 

ሾ ହܸ, ଵܸ଴ሿ ൌ െ ଵܸଶ, 		ሾ ଺ܸ, ଻ܸሿ ൌ ଺ܸ, 		ሾ ଺ܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ହܸ, 		ሾ ଺ܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ଺ܸ, 

ሾ ଺ܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸଶ, 			ሾ ଻ܸ, ଵܸଶሿ ൌ െ ଵܸଶ, 			ሾ଼ܸ , ଵܸ଴ሿ ൌ ଵܸଵ, 

ሾ଼ܸ , ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸ଴, 			ሾ ଽܸ, ଵܸଶሿ ൌ െ
1
2 ଵܸଶ, 			ሾ ଽܸ, ଵܸଷሿ ൌ െ ଵܸଷ, 

ሾ ଵܸ଴, ଵܸଵሿ ൌ ଼ܸ , 			ሾ ଵܸ଴, ଵܸଶሿ ൌ െ ହܸ, 			ሾ ଵܸ଴, ଵܸଷሿ ൌ െ ଵܸ, 

ሾ ଵܸଵ, ଵܸଶሿ ൌ െ ଺ܸ, 			ሾ ଵܸଵ, ଵܸଷሿ ൌ െ ସܸ, 			ሾ ଵܸଶ, ଵܸଷሿ ൌ െ ଷܸ. 

Остальные коммутаторы вида ሾ ௜ܸ , ௝ܸሿ, где 1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ 13, 
являются нулевыми векторными полями. Тогда 

ेᇱ: ൌ ሾे, ेሿ ൌ൏ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, ସܸ, ହܸ, ଺ܸ, ଼ܸ , ଵܸ଴, ଵܸଵ, ଵܸଶ, ଵܸଷ ൐, 
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где ेᇱ — коммутатор алгебры Ли े, причем угловые скобки 
обозначают линейную оболочку элементов. Остальные члены 
производного ряда имеют вид 

ेሺ௡ሻ: ൌ ൫ेሺ௡ିଵሻ൯′ ൌ 

ൌ൏ ଵܸ, ଷܸ, ସܸ, ହܸ, ଺ܸ, ଼ܸ , ଵܸ଴, ଵܸଵ, ଵܸଶ, ଵܸଷ ൐, 			݊ ൒ 2. 

Значит, данная алгебра Ли не является разрешимой. Таким 
образом, доказана 

Теорема. Инфинитезимальные симметрии трехмерной за-
дачи (1.2—1.4) образуют 13-мерную неразрешимую алгебру 
Ли, базис которой образован векторными полями (9.5—9.15). 

Замечание 6. Данная теорема согласуется с результатом, 
приведенным без доказательства в работе [7, с. 150]. 
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The free boundary problem of water waves in three space di-
mensions without surface tension is considered. The problem con-
sists of the Laplace equation on the velocity potential, and of the 
kinematic and dynamic boundary conditions. T. Brooke Benjamin 
and P. Olver have showed that the methods of group analysis of 
differential equations can be applied to such problems. The group 
analysis is based on finding infinitesimal symmetries inherent to 
the problem. The key point is that each infinitesimal symmetry ge-
nerates a one-parameter group of symmetries, and that transfor-
ming a given solution of the problem by any of the symmetries 
produces a continuous family of other solutions. The aim of the 
present paper is demonstration of application of the group analysis 
to the problem. The base infinitesimal symmetries of the problem 
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are deduced, their physical meanings are revealed, and their com-
mutators are computed. It is shown that all the infinitesimal sym-
metries of the problem form a 13-dimensional non-solvable Lie al-
gebra, and the corresponding Lie group of symmetries is generated 
by horizontal and vertical translations, time translation, variation 
of base-level for potential, horizontal rotations, horizontal and ve-
tical Galilean boosts, vertical acceleration, gravity-compensated 
rotations, and scaling. All the results agree with the ones obtained 
by T. Brooke Benjamin and P. Olver. 
 
Keywords: free boundary problem, group analysis, infinitesimal sym-

metry, Lie algebra 
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Обобщенные тождества Риччи и Бианки 

для связности с нетензорами кручения и кривизны 
 

Рассматривается многообразие, структурные уравнения 
которого построены с помощью деформации внешнего диф-
ференциала. Кручение и кривизна аффинной связности на 
этом многообразии не являются тензорами. Кривизна является 
тензором, причем нулевым, только для канонической связно-
сти. Кручение совпадает с антисимметрией слоевых коорди-
нат и не обращается в нуль даже для канонической связности. 
Каноническая связность, в отличие от связности Леви-Чиви-
ты, является плоской и несимметричной.  

Построены обобщенные тождества Риччи и Бианки для 
кривизны и кручения аффинной связности на этом многообра-
зии. Однако повторный деформированный дифференциал от 
базисных форм и форм связности обращается в нуль только 
вдоль линии на многообразии. Для канонической связности 
эти тождества приобретают классический вид. Причем в этом 
случае повторный деформированный дифференциал от форм 
связности тождественно равен нулю, а повторный деформи-
рованный дифференциал от базисных форм обращается в нуль 
только вдоль линии на многообразии. 
 
Ключевые слова: тождества Риччи и Бианки, объекты кручения 
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Продолжается изучение деформирующегося многообразия 
෰ܺ௠ [23], начатое в [7; 8] и рассматривающее дифференциал ܦ෱, 
определенный для дифференциальной 1-формы   формулой 
(ср. [15; 16; 25; 26]) 

෱߱ܦ ൌ ߱ܦ ൅ ሺ݂݀ ∧ ߱ሻ|∧మ்∗  

и включающий возмущение внешнего дифференциала ܦ (см., 
напр., [10]).  

В расслоении линейных реперов над многообразием ෰ܺ௠ 
зададим связность Г෰௝௞

௜  с помощью форм  

෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱௝

௜ െ Г෰	௝௞
௜ ߱௞   (ᇞ෭ Г෰௝௞

௜ ൅ ෭߱௝௞
௜ ൌ Г෰௝௞,௟

௜ ߱௟), 

где ݅, ݆, ݇ ൌ 1,… ,݉. 
Структурные уравнения для базисных форм ߱௜ и форм 

связности ෭߱෩௝
௜ приведем к виду 

෱߱௜ܦ ൌ ߱௝ ∧ ෭߱෩௝
௜ ൅ భ

మ
෰ܶ
௝௞
௜ ߱௝ ∧ ߱௞,                            (1) 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௞ ∧ ෭߱෩௞
௜ ൅ భ

మ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ߱௞ ∧ ߱௟,                          (2) 

объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и кривизны ෰ܴ௝௞௟

௜  выражаются по форму-
лам 

ଵ
ଶ
෰ܶ
௝௞
௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ

௜ ,			ଵ
ଶ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ Γ෰௝ሾ௞,௟ሿ

௜ െ Γ෰௝ሾ௞
௦ Γ෰|௦|௟ሿ

௜ . 

Объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и кривизны ෰ܴ௝௞௟

௜  удовлетворяют 
уравнениям 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ൅ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧ ෭߱௧

௣ ൌ ෰ܶ
௝௞,௟
௜ ߱௟,                      (3) 

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ െ ௝ሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௦

௦߲௣
		௤݂ݔ௤௨ ෭߱௨

௣ ൌ ෰ܴ
௝௞௟,௦
௜ ߱௦,                 (4) 

где ݂ ൌ ݂ሺݔ௜, ௞ݔ
௝ሻ. Заменяя в уравнениях (3, 4) слоевые формы 

на формы связности (см., напр., [12]) ෭߱௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௜ ൅ Г෰௝௞
௜ ߱௞, полу-

чим 

෱׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ߱௟׏෱௟ ෰ܶ௝௞

௜ ෱׏   , ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ߱௦׏෱௦ ෰ܴ௝௞௟

௜ . 
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Ковариантные дифференциалы ׏෱ ෰ܶ௝௞
௜ ෱׏ , ෰ܴ௝௞௟

௜  имеют вид 

෱׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ݀ ෰ܶ௝௞

௜ ൅ ෰ܶ
௝௞
௟ ෭߱෩௟

௜ െ ෰ܶ
௟௞
௜ ෭߱෩௝

௟ െ ෰ܶ
௝௟
௜ ෭߱෩௞

௟ ൅ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧ ෭߱෩௧

௣, 

෱׏ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ݀ ෰ܴ௝௞௟

௜ ൅ ෰ܴ
௝௞௟
௦ ෭߱෩௦௜ െ ෰ܴ

௦௞௟
௜ ෭߱෩௝

௦ െ ෰ܴ
௝௦௟
௜ ෭߱෩௞

௦ െ ෰ܴ
௝௞௦
௜ ෭߱෩௟

௦ െ

െߛ௝ሾ௟
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤߲௣௨
		௩ ݂ ෭߱෩௝௤

௨ , 

а ковариантные производные ׏෱௟ ෰ܶ௝௞
௜ ෱௦׏ , ෰ܴ௝௞௟

௜  выражаются по 
формулам 

෱௟׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ෰ܶ

௝௞,௟
௜ െ ෰ܶ

௝௞
௦ Γ෰௦௟

௜ ൅ ෰ܶ
௦௞
௜ Γ෰௝௟

௦ ൅ ෰ܶ
௝௦
௜ Γ෰௞௟

௦ െ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧Γ෰௧௟

௣, 

෱௦׏ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ෰ܴ

௝௞௟,௦
௜ െ ෰ܴ

௝௞௟
௣ Γ෰௣௦௜ ൅ ෰ܴ

௣௞௟
௜ Γ෰௝௦

௣ ൅ ෰ܴ
௝௣௟
௜ Γ෰௞௦

௣ ൅ ෰ܴ
௝௞௣
௜ Γ෰௟௦

௣ ൅

൅Γ෰௤௦௨ ௝ሾ௟ߛ
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤߲௣௨
		௩ ݂. 

Для компонент объекта связности справедливо разложение 
[6; 9] 

Г෰௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜ , 

где ߛ௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ ൫ݔ௟, ௤ݔ
௣൯ — тензор деформации от канонической 

аффинной связности Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  к произвольной связности 

Г෰௝௞
௜ . В [8] показано, что слоевые координаты 2-го порядка ݔ෬௝௞

௜  
полусимметричны (см.: [5; 18; 19; 27]); кроме того, они удо-

влетворяют равенству ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ — это 
кручение канонической связности. Указанное разложение поз-
воляет свести объекты связности, кручения и кривизны, не яв-
ляющиеся тензорами, к тензору ߛ௝௞

௜ , слоевым координатам 1-го 

௝ݔ
௜ и 2-го ݔ෬௝௞

௜  порядков, а также функции ݂, задающей деформа-

цию (искривление) дифференциалов. Объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и 

кривизны ෰ܴ௝௞௟
௜  выражаются следующим образом [7]: 

భ
మ
෰ܶ
௝௞
௜ ൌ ሾ௝௞ሿߛ

௜ ൅ ௝ܰ௞
௜ 	,                                   (5) 

భ
మ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ ௦߲ߛ௝ሾ௞

௜ ݔ
∗
௟ሿ
௦ െ ௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ െ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ .                  (6) 
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Замечание. Из (4, 6) следует, что для нулевого тензора ߛ௝௟
௜  

кривизна ෰ܴ௝௞௟
௜  становится тензором, причем нулевым. Из (3) 

видно, что кручение ෰ܶ௝௞
௜ 	 не является тензором и не обращается 

в нуль (см. также, напр., [21; 24]). В работе [1] рассматривает-
ся связность в максимальном фактор-расслоении над про-
странством центрированных плоскостей, которая всегда с кру-
чением, так как построенные квазитензоры S', S'' и тензор кру-
чения S''' нельзя обратить в нуль. 

Используя (5, 6), найдем тождества Риччи и Бианки, кото-
рым удовлетворяют кручения и кривизна. 

Действуя на обе части уравнения (5) внешним дифферен-
циалом ܦ෱, получим 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ଵ
ଶ
෱׏ ෰ܶ௝௞

௜ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞ ൅ 

൅	ଵ
ଶ
ቀ ෰ܶ௦௟

௜ ෰ܶ
௝௞
௦ െ ෰ܴ

௝௞௟
௜ ൅ ௧௟ߛ

௣ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂ቁ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ 

൅	ଵ
ଶ
ቀݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Учитывая выражение ковариантного дифференциала, по-
лучим 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ 

ൌ ଵ
ଶ
ቀ׏෱௟ ෰ܶ௝௞

௜ ൅ ෰ܶ
௦௝
௜ ෰ܶ

௞௟
௦ െ ෰ܴ

௝௞௟
௜ ൅ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ ௧௟ߛ௤௧ݔ
௣

௦߲௣
		௤݂ቁ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ 

൅ଵ
ଶ
ቀݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Введем обозначение 

௝௞௟ܯ
௜ ൌ ෱ሾ௟׏ ෰ܶ௝௞ሿ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሾ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሿ
௦ െ ෰ܴ

ሾ௝௞௟ሿ
௜ ൅ ௧ሾ௟ߛ

௣ ݔ
∗
௝
௦ߜ௞ሿ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂. 

Поскольку каждое слагаемое в выражении ܯ௝௞௟
௜  кососим-

метрично по двум индексам, входящим в группу индексов 
݆, ݇, ݈, по которым производится альтернирование, то альтерни-
рование можно заменить циклированием. Следовательно,  

௝௞௟ܯ
௜ ൌ ෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሼ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሽ
௦ െ ෰ܴ

ሼ௝௞௟ሽ
௜ ൅ ௧ሼ௟ߛ

௣ ݔ
∗
௝
௦ߜ௞ሽ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂. 
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Тогда 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ଵ
ଶ
௝௞௟ܯ
௜ ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ ଵ

ଶ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ௟ݔ݂݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Равенство ܯ௝௞௟
௜ ൌ 0 является тождеством, что легко пока-

зать, используя выражения (5, 6) для объектов кручения и кри-

визны с помощью тензора деформации ߛ௝௞
௜ . 

Аналог тождества Риччи ܯ௝௞௟
௜ ൌ 0, то есть 

෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ
௜ ൅ ෰ܶ

௦ሼ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሽ
௦ െ ෰ܴ

ሼ௝௞௟ሽ
௜ ൅ ௧ሼ௟ߛ

௣ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿሽߜ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂	 ൌ 0,       (7) 

приводит выражение для ܦ෱ଶ߱௜ к виду 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ቀభ
మ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞.                (8) 

Выполнение тождеств не влечет за собой равенство нулю 
второго дифференциала ܦ෱ଶ߱௜ только вдоль линии на многооб-
разии ෰ܺ௠. 

Для канонической связности Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  имеем  

௧௟ߛ
௣ ൌ 0,  ෰ܶ௝௞

௜ ൌ ௝ܰ௞
௜ ,  ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ 0, 

поэтому (7) имеет вид классического тождества Риччи для 
плоской связности 

෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ
௜ ൅ ෰ܶ

௦ሼ௟
௜ ෰ܶ

௝௞ሽ
௦ ൌ 0.                             (9) 

Объект ܯ௝௞௟
௜ ൌ ෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሼ௟
௜ ෰ܶ

௝௞ሽ
௦  является тензором, и его 

обращение в нуль инвариантно. При этом выражение 

෱ଶܦ
୭

߱௜ ൌ ቀଵ
ଶ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞ 

обращается в нуль вдоль любой линии ߩ на многообразии ෰ܺ௠. 
Такой же вид имеет второй дифференциал в простой (полу-

симметрической) связности Γ෰ே ௝௞
௜ . 
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Замечание. Канонической связность Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ , в отли-

чие от связности Леви-Чивиты, имеет нулевую кривизну и не-
нулевое кручение. Связность Вайценбека (см., напр., [17]) так-
же имеет нулевую кривизну и ненулевое кручение, причем 
кручение является объектом неголономности подвижного ре-
пера. Кручение канонической связности также совпадает с ан-

тисимметрией координат ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ . 

Действуя на обе части уравнения (2) внешним дифферен-
циалом ܦ෱, получим 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ

ଵ

ଶ
ቀ׏෱ ෰ܴ௝௞௟

௜ ൅ ௝௦ߛ
௜ ݔ
∗
ሾ௞
௣ ௟ሿߜ

௦ݔ௩
௤߲௣௨

		௩ ݂ ෭߱෩௝௤
௨ െ ෰ܴ

௝௞௣
௜ ෰ܶ

௟௦
௣߱௦ቁ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Учитывая выражение ковариантного дифференциала, на-
ходим 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ

1
2
ቀ׏෱௦ ෰ܴ௝௞௟

௜ െ ෰ܴ
௝௞௣
௜ ෰ܶ

௟௦
௣ െ ௝ሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤ߛ௤௦௨ ߲௣௨		௩ ݂ቁ߱௞ ∧ ߱௟ ∧ ߱௦ െ 

െ
ଵ

ଶ
௝௦ߛ
௜ ݔ
∗
ሾ௞
௣ ௟ሿߜ

௦߲௣௨
		௩ ௩௨ݔ݂݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Введем обозначение 

௝௞௟௦ܯ
௜ ൌ ෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ

௜ ൅ ෰ܴ
௝௣ሼ௞
௜ ෰ܶ

௟௦ሽ
௣ െ ௝ሼሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௤|௦ሽ|ߛ

௨ ௩ݔ
௤߲௣௨		௩ ݂, 

тогда 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ଵ

ଶ
௝௞௟௦ܯ
௜ ߱௞ ∧ ߱௟ ∧ ߱௦ െ ଵ

ଶ
ቀߛ௝ሾ௟

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ߲௣௨		௩ ݂ቁ ௩௨ݔ݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Аналог тождества Бианки ܯ௝௞௟௦
௜ ൌ 0, то есть 

෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ
௜ ൅ ෰ܴ

௝௣ሼ௞
௜ ෰ܶ

௟௦ሽ
௣ െ ௝ሼሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௤|௦ሽ|ߛ

௨ ௩ݔ
௤߲௣௨

		௩ ݂	 ൌ 0,       (10) 

приводит выражение для ܦ෱ଶ ෭߱෩௝
௜ к виду 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ െభ

మ
௝ሾ௟ߛ
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ߲௣௨

		௩ ௩௨ݔ݂݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟.                (11) 
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Замечание. В работе [2] рассматривается геометрическое 
доказательство тождества Бианки. 

Для канонической связности ߛ௧௟
௣ ൌ 0, ෰ܶ௝௞

௜ ൌ ௝ܰ௞
௜ , ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ 0 ра-
венство (10) имеет вид классического тождества Бианки плос-
кой связности 

෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ
௜ ൌ 0,                                   (12) 

причем 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ 0, 

поскольку ߛ௝௞
௜ ൌ 0. 

Найденные тождества (7, 10) являются обобщенными тож-
дествами Бианки для кручения и кривизны рассматриваемой 
связности Г෰௝௞

௜ . При этом второй дифференциал (8) базисных 

форм ߱௜ и второй дифференциал (11) форм связности ෭߱෩௝
௜ не 

равны нулю. В случае канонической связности тождества (7, 
10) принимают классический вид (9, 12).  

Замечание. В работе [20, р. 85] представлен матричный 
способ выражения обобщенных тождеств Бианки в терминах 
миноров коэффициентов ковариантно замкнутых дифферен-
циальных форм со значениями в векторном расслоении. Также 
обобщенные тождества Бианки рассматриваются, например, в 
[3; 4; 11, с. 28; 13]. В [22] вводятся обобщенные тождества Би-
анки в модели модифицированной гравитации с динамиче-
ским кручением, с использованием возмущения связности. 
В [14] показано, что в общем случае в обобщенном простран-
стве Вейля первое тождество Бианки не выполняется. Оно 
имеет место, если обобщенное пространство Вейля обладает 
полусимметрической связностью. 
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A manifold is considered whose structure equations are const-
ructed using a deformation of the exterior differential. The torsion 
and curvature objects of the affine connection on this manifold are 
not tensors. The curvature object is a tensor, and it is vanishing, 
only for a canonical connection. The torsion object coincides with 
the antisymmetry of fiber coordinates and it is non-vanishing even 
for the canonical connection. Unlike the torsion-free Levi-Civita 
connection, the canonical connection has vanishing curvature and 
non-vanishing torsion. 

Generalized Ricci and Bianchi identities are constructed for 
curvature and torsion of the affine connection on this manifold. 
However, the repeated deformed differential for the basis forms 
and connection forms vanishes only along a line on the manifold. 
For the canonical connection, these identities take on a classical 
form. Moreover, in this case, the repeated deformed differential for 
the connection forms is identically equal to zero, and the repeated 
deformed differential for the basis forms vanishes only along the 
line on the manifold.  
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York decompositions for the Codazzi,  

Killing and Ricci tensors 
 
The York decomposition of the space of symmetric two-ten-

sors originated in theoretical physics and has found applications in 
Riemannian geometry, as illustrated by its use in Besse’s famous 
monograph on Einstein manifolds. In this paper, we derive York 
decompositions for Codazzi, Killing and Rucci tensors on a closed 
Riemannian manifold. In particular, we derive the York decom-
positions for the Codazzi, Killing and Ricci tensors with constant 
trace. 
 
Keywords: closed Riemannian manifold, York decomposition, Codazzi 

tensor, Killing tensor 
 

1. Introduction 
 
In the present paper we consider a closed (i. e., compact and 

without boundary) Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ of dimension 
݊	 ൒ 2. We denote by ܵ௣ܯ:ൌ ܵ௣ܶ∗ܯ	 the vector bundle of covar-
iant symmetric ݌-tensors ሺ݌	 ൒ 1ሻ on ሺܯ, ݃ሻ and define the ܮଶ 
global scalar product of two covariant symmetric ݌-tensors ߮ and 
߮ᇱ on ሺܯ, ݃ሻ by the formula  

〈߮, ߮ᇱ〉 ≔ න ݃	ሺ߮, ߮ᇱሻ݈݀݋ݒ௚ ൏ ൅∞
ெ
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where ݈݀݋ݒ௚ is the volume element of ሺܯ, ݃ሻ. Also ߜ∗: ሻܯஶሺܶܥ → 
→  ሻ will be the first-order differential operator defined byܯஶሺܵଶܥ

the formula ߠ∗ߜ:ൌ
ଵ

ଶ
 and it’s ߦ క݃ for some smooth vector fieldܮ

݃-dual one-form ߠ(see [1, p. 117, 514]). At the same time, we de-
note by the formula ߜ: ሻܯஶሺܵଶܥ →  ሻ the formal adjointܯஶሺܶܥ
operator for ߜ∗ which is called the divergence of symmetric two-
tensors. In this case, we have 〈߮, 〈ߠ∗ߜ ൌ ,߮ߜ〉 ߮  for any 〈ߠ ∈ 
∈ ߠ ሻ andܯஶሺܵଶܥ ∈  .ሻܯ∗ஶሺܶܥ

We recall, that ߮ ∈  ሻ is called the Codazzi tensor if itܯஶሺܵଶܥ
satisfies the differential equation (see [1, p. 434; 2, p. 350]) 

ሺ׏௑߮ሻሺܻ, ܼሻ ൌ ሺ׏௒߮ሻሺܺ, ܼሻ                        (1) 

for arbitrary ܺ, ܻ, ܼ ∈  Such tensors arise naturally in the study .ܯܶ
of Riemannian manifolds with harmonic curvature or harmonic 
Weyl tensor (see [1, p. 435]). For example, any Codazzi tensor ߮ 
on ሺܯ, ݃ሻ with constant curvature ܥ has the local expression (see 
[1, p. 436]) 

߮ ൌ ሺ݂ሻ	ݏݏ݁ܪ 	൅ 	ܥ ∙ 	݂ ∙ ݃ 

for the ܥଶ — function ݂ on ሺܯ, ݃ሻ. 
Let us also recall that a symmetric, divergence-free and tra-

celess covariant two-tensor is called a TT-tensor (see, for instance, 
[3]). Any ܶܶ-tensor is denoted by ்்߮ (see [3]). In this case, ்்߮ 
satisfies the equations ݁ܿܽݎݐ௚்்߮ ൌ 0 and ߜ	்்߮ ൌ 0. As a conse-
quence of a result of Bourguignon — Ebin — Marsden (see [1, 
p. 132] and [4]) the space of ܶܶ-tensors is an infinite-dimensional 
ܴ-vector space on any closed Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ. Such 
tensors are of fundamental importance in stability analysis in Ge-
neral Relativity (see, for instance, [5; 7]) and in Riemannian geo-
metry (see, e. g., [1, p. 346—347; 4; 8]).  

Now, we are ready to formulate our first result. 
Theorem 1. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ closed 

Riemannian manifold. Then any Codazzi tensor ߮ ∈  ሻ hasܯஶሺܵଶܥ
the ܮଶ-orthogonal decomposition 
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߮ ൌ	ቀ
ଵ

ଶ
క݃ܮ ൅ ቁ݃	ߣ ൅ ்்߮                          (2) 

for some vector field ߦ ∈ ்்߮  some TT-tensor	ሻ,ܯஶሺܶܥ ∈ 
∈ 	ߣ ሻ and some scalar functionܯஶሺܵଶܥ ∈  ,ሻ. Furthermoreܯஶሺܥ
if the inequality ׬ெܮక൫ܿܽݎݐ ௚݁߮൯	݈݀݋ݒ௚ ൒ 0 holds, then this de-
composition can be rewritten as 

߮ ൌ	
ଵ	

௡
൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݃ ൅ ்்߮.                          (3) 

Moreover, if ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ  .then ்்߮ is also a Codazzi tensor ,ݐݏ݊݋ܿ
Remark. Our theorem generalizes the result of Simons (see 

Theorem 5.4.1 and Theorem 5.4.2 from [9]): If ߮ is a traceless Co-
dazzi tensor on a closed Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ, then 
߮ ൌ ݃	ߣ ൅ -is another traceless Co ܪ is a constant and ߣ where ,ܪ
dazzi tensor. 

We recall, that ߮ ∈  ሻ is called the Killing tensor if itܯஶሺܵଶܥ
satisfies the differential equation (see, for instance, [10]) 

ሺ׏௑߮ሻሺܻ, ܼሻ ൅ ሺ׏௒߮ሻሺܼ, ܺሻ ൅ ሺ׏௓߮ሻሺܺ, ܻሻ ൌ 0         (4) 

for arbitrary ܺ, ܻ, ܼ ∈  In mathematics, a Killing tensor is a .ܯܶ
generalization of a Killing vector, for symmetric tensor fields. It is 
a concept in Riemannian and pseudo-Riemannian geometry, and is 
mainly used in the theory of general relativity. For example, if 
ሺܯ, ݃ሻ is a Riemannian manifold of constant curvature, then any 
Killing tensor߮ on ሺܯ, ݃ሻ has the local expression (see [11; 12]) 

߮௜௝ ൌ ݁ଶఠ൫ܣ௜௝௞௟	ݔ௞ݔ௟ ൅ ௟ݔ௜௝௞ܤ ൅  ௜௝൯ܥ

for ߱ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻିଵ lnሺdet ݃ሻ with respect to a local coordinate sys-
temሼݔଵ, … , ,ܯ௡ሽofሺݔ ݃ሻ.	The coefficients ܣ௜௝௞௟	, ܤ௜௝௞, and ܥ௜௝ are 
constant and symmetric with respect to the first two subscripts and  

	௜௝௞௟ܣ ൅ 	௝௞௜௟ܣ	 ൅ 	௞௜௝௟ܣ ൌ 0; ௜௝௞ܤ ൅	ܤ௝௞௜ ൅ ௞௜௝ܤ ൌ 0 

for ݅, ݆, ݇	, ݈ ൌ 1,… , ݊. 
Now, we are ready to formulate our second result. 
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Theorem 2. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ closed 
Riemannian manifold. Then any Killing tensor ߮ ∈  ሻ hasܯஶሺܵଶܥ
the ܮଶ-orthogonal decomposition 

߮ ൌ 	൬
1
2
క݃ܮ ൅ ൰݃	ߣ ൅ ்்߮ 

for some vector field ߦ ∈ ்்߮ ሻ, someTT-tensorܯஶሺܶܥ ∈  ሻܯஶሺܵଶܥ
and some scalar function ߣ	 ∈  ሻ. Furthermore, if the equalityܯஶሺܥ
௚݈݋ݒ௚߮൯݀݁ܿܽݎݐక൫ܮெ׬ ൑ 0 holds, then this decomposition can be 
rewritten as: 

߮ ൌ	
ଵ	

௡
൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݃ ൅ ்்߮.                          (5) 

Moreover, if ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ  .then ்்߮ is also a Killing tensor ,ݐݏ݊݋ܿ
The Ricci tensor ܴ݅ܿis an important mathematical object used in 

differential geometry, and it also appears frequently in general relativi-

ty (see [1]). It has the local expression ܴ݅ܿ ൌ 	 ሺݏ ݊⁄ ሻ	݃	 ൅ ܴ݅ܿ
∘
,		where 

ܴ݅ܿ is its traceless part. Our next theorem is especially important. 
Theorem 3. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ closed 

Riemannian manifold. Then the traceless part ܴ݅ܿ
∘

 of the Ricci ten-
sor Ric of ሺܯ, ݃ሻ has the ܮଶ-orthogonal decomposition 

ܴ݅ܿ
∘
ൌ ߠܵ	 ൅ ்்߮ 

for the Cauchy — Ahlfors operator ܵߠ, some one-form ߠ ∈  ሻܯ∗ஶሺܶܥ
and some TT-tensor ்்߮ ∈ - Furthermore, if the inequa	ሻ.ܯஶሺܵଶܥ
lity ׬ெ൫ܮక	ݏ	൯	݈݀݋ݒ௚ ൒ 0	 holds, then this decomposition can be 
rewritten as 

ܴ݅ܿ ൌ 	 ଵ
௡	
݃	ݏ	 ൅ ்்߮, 

where ݏ is constant. 
 

2. Proofs of theorems 
 

For any ݊-dimensional ሺ݊ ൒ 3ሻ closed Riemannian manifold 
ሺܯ, ݃ሻ, the algebraic sum Imߜ∗ ൅ ሻܯஶሺܥ ∙ ݃ is closed in ܵଶܯ, 
and we have the York decomposition (see [6; 7, p. 24—25]) 
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ܵଶܯ ൌ ሺImߜ∗ ൅ ܯஶܥ ∙ ݃ሻ ⊕ ቀିߜଵሺ0ሻ ∩ trace௚ିଵሺ0ሻቁ      (6) 

where both factors on the right side are infinite-dimensional and 
orthogonal to each other with respect to the ܮଶ global scalar prod-
uct (see [1, p. 130]). It's obvious that the second factor ିߜଵሺ0ሻ ∩
trace௚ିଵሺ0ሻ of (6) is the space of TT-tensors. Therefore, in particu-
lar, we have the ܮଶorthogonal decomposition (2) for any Codazzi 
and Killing tensors, respectively.  

Let us consider equation (4) of a symmetric Killing tensor ߮. 
From (4) we obtain 

߮	ߜ ൌ
ଵ

ଶ
	݀൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯.                           (7) 

At the same time, from (5) we can conclude that ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ 

ൌ ߠ	ߜ ൅ ߠ	ߜ where ,ߣ݊ ൌ െ	݀݅ݒ	ߦ for ߠ# ൌ ߮ In this case, if .ߦ
∘
 

denotes the traceless part of ߮, then 

߮
∘
ൌ ߮ ൅

1
݊
ሺߜ	ߠ െ ሻ݃ߣ݊ ൌ ൬

1
2
క݃ܮ ൅

1
݊
൰݃	ߠ	ߜ ൅ ்்߮ 

and hence 

߮
∘
ൌ ߠ2ܵ ൅ ்்߮,                                  (8) 

where ܵߠ ൌ క݃ܮ ൅ 2 ݊⁄  .is the Cauchy — Ahlfors operator ݃	ߠ	ߜ	
Next, applying ߜ to both sides of (8), we obtain 

߮ߜ
∘
ൌ  (9)                                           ,ߠܵ∗ܵ

for the Ahlfors Laplacian ܵ∗ܵ for ܵ∗ ≔  .(see details in [13]) ߜ2	
Using (7), equation (9) can be rewritten in the form 

߮ߜ
∘
ൌ

௡ାଶ

௡
	݀൫ܿܽݎݐ ௚݁߮൯.                            (10) 

From (9) and (10) we deduce the following integral formula 

,ߠܵ〉 〈ߠܵ ൌ
௡ାଶ

௡
ܿܽݎݐక൫ܮெ׬ ௚݁߮൯݈݀݋ݒ௚.                (11) 

If we assume that ׬ெܮక൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݈݀݋ݒ௚ ൑ 0	, then from (11) 

we obtain that ܵߠ ൌ 0 and ׬ெܮక൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݈݀݋ݒ௚ ൌ 0.	 In this ca-
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se, we have ߮
∘
ൌ ்்߮ and hence (5) holds. Furthermore, it is ob-

vious if ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ -then ்்߮ is also a Killing tensor. Theo ,ݐݏ݊݋ܿ
rem 2 is proven. 

Next, let us consider equation (1) of a Codazzi tensor ߮. From 
(1) we obtain 

߮	ߜ ൌ െ	݀൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯. 

In this case equation (10) has the form 

߮ߜ
∘
ൌ െ	

݊ െ 1
݊

	݀൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯.	 

In turn, the integral formula (11) can be rewritten in the form 

,ߠܵ〉 〈ߠܵ ൌ െ
݊ െ 1
݊

ܿܽݎݐక൫ܮெ׬ ௚݁߮൯݈݀݋ݒ௚. 

If we assume that ׬ெܮక൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݈݀݋ݒ௚ ൒ 0	, then from the 

last formula we obtain that ܵߠ ൌ 0 and ׬ெܮక൫݁ܿܽݎݐ௚߮൯݈݀݋ݒ௚ ൌ 0.	 

In this case, we have ߮
∘
ൌ ்்߮ and hence (3) holds. Furthermore, it 

is obvious if ݁ܿܽݎݐ௚߮ ൌ  .then ்்߮ is also a Codazzi tensor ,ݐݏ݊݋ܿ
Theorem 1 is proven. 

In conclusion, we consider the Ricci tensor ܴ݅ܿ. As can be seen 
from the well-known second Bianchi identity, one has 

ܴܿ݅	ߜ ൌ െ
1
2
 .ݏ݀	

where ݏis the scalar curvature, defined as ݏ ൌ   In this	௚ܴ݅ܿ.݁ܿܽݎݐ
case (8) can be rewritten in the form 

ܴ݅ܿ
∘
ൌ ߠܵ	 ൅ ்்߮ 

and hence  

,ߠܵ〉 〈ߠܵ ൌ െ	
݊ െ 2
݊

 ,௚݈݋ݒ൯݀	ݏ	కܮெ൫׬

respectively. Therefore, if we assume that ݊ ൒ 3 and 
௚݈݋ݒ൯݀	ݏ	కܮெ൫׬ ൒ 0	, then from the last formula we obtain ܵߠ ൌ 0 
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and ׬ெܮక	ݏ	݈݋ݒ݀௚ ൌ 0.	 Therefore, ߦ is a conformal Killing vector 

field and ܴ݅ܿ ൌ 	
ଵ	

௡
݃	ݏ	 ൅ ்்߮, where ݏ must be constant. 
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Разложение Йорка пространства симметричных 2-тензо-
ров возникло в теоретической физике и нашло применение в 
римановой геометрии, как это показано в известной моногра-
фии Бессе о многообразиях Эйнштейна. В этой статье мы вы-
водим разложения Йорка для тензоров Кодацци, Киллинга и 
Риччи на замкнутом римановом многообразии. В частности, 
мы выводим разложения Йорка для 2-тензоров Кодацци, Кил-
линга и Кодацци с постоянными следами. 
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