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Professor Oldřich Kowalski passed away 
 

This paper is dedicated to the 
memory of Professor Kowalski 
who was one of the leading re-
searchers in the field of differen-
tial geometry and especially Rie-
mannian and affine geometry. He 
significantly contributed to rai-
sing the level of teaching diffe-
rential geometry by careful and 
systematic preparation of lectures 
for students. 

Prof. Kowalski is the author or co-author of more than 
170 professional articles in internationally recognized jour-
nals, two monographs, text books for students. 

Prof. Kowalski collaborated with many mathematicians 
from other countries, particularly from Belgium, Italy, Japan, 
Romania, Russia, Morocco, Spain and others. 
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With the death of Professor Oldřich Kowalský mathe-
matical community are losing a significant personality and 
an exceptional colleague, a kind and dedicated teacher, a 
man of high moral qualities. 

 
Keywords: Riemannian geometry, affine geometry, tangent bundle, 

affine connection, Riemannian manifold, affine manifold. 
 
It was with great sadness to learn about the death of Professor 

Emeritus Oldřich Kowalski of Charles University in Prague, Czech 
Republic — one of the world‘s leading experts in Riemannian ge-
ometry. O. Kowalski died at the beginning of this year, on 2nd 
January 2021, at the age of 84 years. 

O. Kowalski (or Olin, for friends) was born in Brno, in Mora-
vian part of the Czech Republic, on June 19, 1936. He studied 
mathematics at the Masaryk University Brno and graduated in 
1959. His first job was at the Technical University in Brno, Faculty 
of Civil Engineering, where he spent 10 years between 1959 and 
1969 as assistant and associated professor. It was during this period 
when his scientific career took off. A crucial moment for his scien-
tific work came when Prof. Alois Švec, another famous Czech ge-
ometer (the student of Prof. Eduard Čech) recognized his great tal-
ent and offered him a position. In 1970, Kowalski moved to Prague 
and became an Associated Professor at Mathematical Institute of 
the Charles University. In Prague, Kowalski entered a stimulating 
environment allowing him to focus on his scientific work. In his 
own country as well as abroad, he took part in numerous internatio-
nal conferences on differential geometry and its application, se-
veral of which he helped organize. Thus, he collaborated on vari-
ous projects with many people from around the world. His courses 
on geometric methods of mathematical physics, foundations of Rie-
mannian geometry, elements of mathematical analysis on manifolds, 
foundations of differential topology etc. attracted several students 
from abroad, some of which he supervised during their PhD. 

Professor Kowalski belongs to the elite of Czech geometers. 
An important part of his work is devoted to the field of Riemannian 
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geometry. This is a branch of differential geometry that deals with 
the study of differentiable manifolds, and in particular with the 
properties of surfaces of arbitrary dimension, for which a Riemann-
ian metric is given. That is the tangent space at any point is en-
dowed with a scalar product that varies from point to point differ-
entiably. This enables one to make measurements on the surface, 
such as angles, lengths, areas etc. Although the topic is rather clas-
sical and many mathematicians worked on this subject for many 
years, O. Kowalski belongs to those who discovered new direc-
tions in this field. He posed and resolved new problems, he gener-
alized previous results, and he suggested alternative easier proofs. 
His writing style was both aesthetic and exact. Among others, he 
was the first to explain explicitly the fundamental (and quite non-
trivial) difference between local homogeneity and global homoge-
neity of a Riemannian manifold. This allowed him to improve and 
make precise some previous incomplete results from affine Rie-
mannian differential geometry that were published originally by 
K. Nomizu and I. M. Singer. This part of geometry is still quite re-
levant nowadays as some of its generalizations are closely related to 
mechanics and physics, particularly to general theory of relativity. 

Prof. Kowalski co-authored more than 170 scientific publica-
tions in mathematical international journals. He collaborated with 
many mathematicians from other countries, particularly from Bel-
gium, Italy, Japan, Romania, Russia, Morocco, Spain and others, 
namely with M. Sekizawa [23; 24], L. Vanhecke [29—31], F. Tri-
cerri [29], S. Nikčević [19; 20], M. T. K. Abbassi [1—3], T. Arias-
Marco [4—6] etc. He published Classification of generalized sym-
metric spaces of dimension ≤ 5 [17]. He is world famous as an au-
thor of the monograph Generalized symmetric spaces [18] (trans-
lated also to Russian) and Riemannian spaces of conullity two [7]. 

We would like to mention that mathematicians and physicists 
who followed his talks during various international conferences as 
well as students who had an opportunity to attend his regular 
courses at the Charles University appreciated and enjoyed his ex-
cellent lectures. Thus, some of the excellent lectures of O. Kow-
alski for students were printed and published. Lecture notes Zákla-
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dy matematickéan alýzy na varietách (Elements of mathematical 
analysis on manifolds) was edited by the Charles University Pra-
gue (Univerzita Karlova, 1973 and 1975), a translation to German 
was published 1981 in the series Teubner-Texte zur Mathematik, 
row 39. Lecture notes Úvod do Riemannovy geometrie (Introduc-
tion to Riemannian geometry) was published by the Charles Un-
versity (1995 and 2001), and due to his friend and co-worker 
M. Sekizawa, also in Japanese translation (Nippon Hyoronsha Pub-
lishers, 2001). 

Prof. Kowalski also helped with organizational duties in the 
mathematical community. Among others, he was a member of edi-
torial boards of several journals, such as: Annals of Global Analy-
sis and Geometry (Springer) — since 1983; Archivum Math. (MU 
Brno) — since 1991; Comment. Math. Univ. Carolinae — 1976—
2007; Differential Geometry and its Applications (Elsevier) — 
since 1983, editor-in-chief 2002—2007; Note di Matematica (Lec-
ce) — since 1997; Pokroky matematiky, fyziky a Astronomie (Ad-
vances of Mathematics, Physics and Astronomy) — since 1972, 
editor-in-chief 1972—2001. For the last one, he selected a series of 
interesting papers and contributions from foreign sources, and 
translated (from English) for Czech readers, to popularize mathe-
matical work. He was a vice-dean of Faculty of Mathematics and 
Physics of Charles University (MFF UK) and a member of Scien-
tific board of MFF UK for many years. He helped to organize 
regular international conferences Differential Geometry and its 
Applications where he was a head of the section of Riemannian 
geometry. For many yearshe was active in JČSMF (Jednota čes-
koslovenských matematiků a fyziků — Union of Czechoslovak 
Mathematicians and Physicists). In 1998 he was elected as a mem-
ber of Learned Society of Czech Republic (Učená Společnost 
České republiky). In 2002—2007 he was editor-in-chief of the in-
ternational scientific journal Differential Geometry and its Applica-
tions (Elsevier). He was a member of Scientific board of the Silesi-
an University in Opava. For his important work, he obtained Gold 
medals from both the Charles and the Silesian University. 
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Since 1990, Prof. Kowalski shifted his attention to projects that 
rely on the computer for search algorithms and simulations (partic-
ularly his joint work with Z. Vlášek [33; 34], and later on with PhD 
students Teresa Arias-Marco and Z. Dušek [9—12; 14—16; 22; 
27]). This proved to be a very fruitful idea in both classical and 
modern directions, especially in classification problems, as it was 
necessary to prepare a more algebraic setting for solving certain 
geometrical problems. Together with Vlášek, they classified (local-
ly) torsion-less locally homogeneous affine connections on 2-di-
mensional manifolds [35] via group-theoretical approach (which 
completed partial results of B. Opozda [21]). With Arias-Marco 
[4], they continued and succeeded in classification of such connec-
tions with arbitrary torsion. 

In the frame-work of the scientific supports of the Grant Agen-
cy of Czech Republic, Prof. Kowalski cooperated with J. Mikeš 
[36] and A. Vanžurová since 1994 till the very end of his scientific 
work in 2019, and later, since 2003, also with his PhD student 
Z. Dušek. 

A significant extent of his final explorations was devoted to ho-
mogeneous Riemannian and affine manifolds. We mention an inte-
resting question concerning classification of homogeneous affine 
connections or investigation of homogeneous geodesics. A homo-
geneous geodesic is a geodesic which can be obtained as an orbit 
of one point under action of one-parameter group of isometries, or 
affine diffeomorphisms, respectively. There is an interesting class 
of homogeneous manifolds on which all geodesics admit this pro-
perty. In all these topics, computer support was very helpful. 

In 2000‘ O. Kowalski and A. Vanžurová [32] initiated the in-
vestigation of a quite new generalization of homogeneous Rieman-
nian spaces, locally homogeneous manifolds and k-curvature homo-
geneity, originally called the class of curvature-homogeneous spaces 
of type (1,3) and later mentioned as homothety curvature homo-
geneous spaces. This study inspired P. Gilkey and his collaborators 
to make similar investigations in the pseudo-Riemannian case. 

Another direction of research in which O. Kowalski had a ma-
jor impact was the geometry of tangent bundles. He was the first to 
find a way to calculate the curvature of the Sasaki metric on the 
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tangent bundle of Riemannian manifolds. Then, with M. Sakizawa 
[22; 25—28], he gave a classification of natural transformations of 
Reimannian metrics on a manifold to metrics on its tangent bundle, 
which gave rise to the so-called class of g-natural metrics, a con-
cept that boosted research in the field of the geometry of tangent 
bundles. 

During the last several years, O. Kowalski cooperated also with 
C. L. Bejan [8]. They studied special curves and their mappings, 
which naturally arise in the study of electro-magnetic fields. 

Finally, a number of geometers from various countries ack-
nowledge the role played by O. Kowalski in their academic lives. 
Through his active and kind nature, he not only contributed to the 
development of the subject, but he also influenced the careers of 
those around him. The network of collaborators that he built as 
well as the ideas and advice that he shared with them shall last and 
continue to have an impact on the mathematical community. 
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O приближенно келеровых многообразиях 
и аксиоме квазисасакиевых гиперплоскостей 

 
Показано, что отличные от келеровых приближенно 

келеровы многообразия, классическим примером кото-
рых служит шестимерная сфера, не удовлетворяют ак-
сиоме квазисасакиевых гиперплоскостей. 

 
Ключевые слова: почти эрмитово многообразие, приближенно 

келерово многообразие, почти контактная метрическая структура, 
аксиома квазисасакиевых гиперплоскостей. 

 
В память о дорогом Вадиме Фёдоровиче 

Кириченко (1947—2021) 
 
1. Известно, что почти контактная метрическая структура 

индуцируется на всякой ориентируемой гиперповерхности по-
чти эрмитова многообразия. Изучением почти контактных 
метрических гиперповерхностей почти эрмитовых многообра-
зий занимались такие известные математики, как Д. Блэр, 
С. Голдберг, С. Ишихара, В. Ф. Кириченко, С. Сасаки, С. Тан-
но, Й. Таширо, Х. Янамото, К. Яно [1]. 

В настоящей заметке рассматриваются почти контактные 
метрические гиперповерхности приближенно келеровых мно-
гообразий. Отметим, что класс приближенно келеровых мно-
гообразий — один из самых важных классов Грея — Хервел-
лы почти эрмитовых многообразий. Его изучению посвящены 
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сотни работ. Не вдаваясь в подробности этого обширного воп-
роса, напомним лишь, что только шестимерная сфера 6S  с так 
называемой канонической приближенно келеровой структурой 
исследовалась такими геометрами, как Л. Вранкен, А. Грей, 
Р. Дещч, Ф. Диллен, Н. Ежири, Е. Калаби, В. Ф. Кириченко,  
Й.-С. Пак, К. Секигава, С. Тачибана, Ш. Фунабаши, Хайжонг 
Ли, Х. Хашимото [2]. 

Данная статья продолжает исследования автора, связанные 
с изучением почти контактных метрических структур на ги-
перповерхностях приближенно келеровых многообразий (см., 
например, [3; 4] и др.). 

2. Напомним, что почти контактной метрической структу-

рой на ориентируемом многообразии 12 nN  нечетной размер-
ности называется система тензорных полей  g,,,   на 

этом многообразии, для которой выполняются такие условия: 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, 12  nNYX . 

Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле,   — 

ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика, )( 12  nN  — 

модуль гладких векторных полей на многообразии 12 nN  [5]. 
Почти контактная метрическая структура  g,,,   

называется квазисасакиевой (quasi-Sasakian, qS-), если ее фун-
даментальная форма YXYX  ,),(   замкнута и выполня-

ется такое условие: 

0
2

1
  dN , 

где N  — тензор Нейенхейса оператора   [5].  

Напоминаем, что почти эрмитово многообразие nM 2  удо-
влетворяет аксиоме квазисасакиевых гиперповерхностей, если 
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qS -гиперповерхность проходит через каждую точку этого 
многообразия. Данную терминологию сорок лет назад ввел в 
рассмотрение В. Ф. Кириченко [6]. 

3. Воспользуемся структурными уравнениями Картана по-
чти контактной метрической структуры на гиперповерхности 

12 nN  приближенно келерова многообразия nM 2  [7]: 
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Здесь и далее  ,,  = 1, …, 1n ; ncba ,,1,,  . 

Функции    abc
abc BB ,  и    c

abc
ab BB ,  являются компонентами 

структурных и виртуальных тензоров Кириченко соответ-
ственно [8],   — вторая квадратичная форма погружения ги-

перповерхности 12 nN  в приближенно келерово многообразие 
nM 2 . 
Сопоставляя эти уравнения с известными [5] структурны-

ми уравнениями квазисасакиевой структуры 

;





   Bd  
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мы приходим к следующему результату: 

.0 cabbcaabc BBB  

Условие 0 cabbcaabc BBB  является критерием (в тер-
минах тензоров Кириченко) принадлежности приближенно 
келерова многообразия классу келеровых многообразий [9]. 

Значит, мы установили, что если qS -гиперповерхность 
12 nN  проходит через каждую точку приближенно келерова 

многообразия nM 2 , то условие 0 cabbcaabc BBB  выпол-
няется в каждой его точке, а следовательно, многообразие яв-
ляется келеровым. Таким образом, имеет место 

Теорема. Всякое приближенно келерово многообразие, удо-
влетворяющее аксиоме квазисасакиевых гиперповерхностей, 
является келеровым многообразием. 

Отметим, что при анализе тех или иных аксиом почти кон-
тактных метрических гиперповерхностей для различных типов 
почти эрмитовых многообразий часто возникают трудности с 
построением контрпримера, то есть примера почти эрмитова 
многообразия, не удовлетворяющего той или иной аксиоме. 
Поскольку упомянутая в начале нашей заметки каноническая 
приближенно келерова шестимерная сфера не является келе-
ровым многообразием (более того, многие специалисты счи-
таю сферу 6S  исторически первым примером отличного от ке-
лерова почти эрмитова многообразия), то, таким образом, пе-
ред нами простой пример многообразия, не удовлетворяющего 
аксиоме квазисасакиевых гиперповерхностей. 
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metric structure on its hypersurface is quasi-Sasakian is considered. It is 
proved that non-Kählerian nearly Kählerian manifolds (in particular, the 
six-dimensional sphere equipped with the canonical nearly Kählerian 
structure) do not satisfy to the quasi-Sasakian hypersurfaces axiom. 
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Об устойчивости эрмитовых структур на 6-мерных 
уплощающихся подмногообразиях алгебры Кэли 

 
Установлено, что эрмитова структура на 6-мерном 

уплощающемся подмногообразии алгебры Кэли явля-
ется устойчивой в том и только том случае, когда это 
подмногообразие является вполне геодезическим. 

 
Ключевые слова: алгебра Кэли, 6-мерное уплощающееся под-

многообразие алгебры октав, устойчивость почти эрмитовой струк-
туры. 

 
В память о дорогом Вадиме Фёдоровиче 

Кириченко (1947—2021) 
 
1. Работы 60-х годов прошлого века, автором которых яв-

ляется выдающийся американский геометр Альфред Грей, за-
дали целое направление в области геометрии 6-мерных почти 
эрмитовых многообразий. А. Грей установил [1], что каждое 
из двух так называемых 3-векторных произведений в алгебре 
Кэли порождает на ее 6-мерном подмногообразии почти эрми-
тову структуру. Такие структуры исследовались многими ма-
тематиками, среди которых мы выделим замечательного оте-
чественного геометра Вадима Фёдоровича Кириченко, статьи 
которого в 1970—1990-х годах были написаны под влиянием 
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работ Альфреда Грея. В. Ф. Кириченко обратил внимание на 
следующий результат А. Грея: почти эрмитовы структуры, по-
рожденные разными 3-векторными произведениями в алгебре 
октав на одном и том же подмногообразии, могут отличаться 
друг от друга. В частности, одна из таких почти эрмитовых 
структур может быть келеровой, а другая — нет [1]. В. Ф. Ки-
риченко вполне естественным образом ввел понятие устойчи-
вости для почти эрмитовой структуры на 6-мерном подмного-
образии алгебры Кэли. А именно, почти эрмитову структуру 
на 6-мерном подмногообразии алгебры Кэли он назвал устой-
чивой, если двойственная ей структура (то есть структура, по-
рожденная другим 3-векторным произведением в алгебре ок-
тав) принадлежит тому же классу почти эрмитовых структур 
[2]. 

В данной статье мы рассматриваем вопрос об устойчиво-
сти эрмитовых структур на 6-мерных уплощающихся подмно-
гообразиях алгебры Кэли. Работа продолжает исследования 
авторов в данной области, начатые более 20 лет назад (см., на-
пример, [3—6] и др.). 

2. Как известно, почти эрмитовой (almost Hermitian, AH-) 

структурой на многообразии nM 2  четной размерности назы-
вается пара   ,, gJ , где J — почти комплексная структу-

ра, а  ,g  — риманова метрика на этом многообразии. При 

этом J и  ,g  должны быть согласованы таким условием: 

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM  — модуль гладких (класса C ) векторных полей 

на многообразии nM 2 . Многообразие с фиксированной на нем 
почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым 
многообразием. AH-многообразие называется эрмитовым, ес-
ли почти комплексная структура интегрируема. 
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Пусть 8RO   — алгебра Кэли. В ней определены два не-
изоморфных 3-векторных произведения [1]: 

;,,,)(),,(1 YXZXZYZYXZYXZYXP   

.,,,)(),,(2 YXZXZYZYXZYXZYXP   

Здесь OZYX ,, ; ,  — скалярное произведение в O , 

XX   — оператор сопряжения в O . При этом любое другое 
3-векторное произведение в алгебре октав изоморфно одному 

из указанных выше. Пусть O6M  — 6-мерное ориентируе-
мое подмногообразие алгебры Кэли. Тогда на нем индуциру-
ется почти эрмитова структура   ,, gJ , определяемая в 

каждой точке 6Mp  соотношением 

,2,1),,,()( 21   eeXPXJ  

где  21, ee  — произвольный ортонормированный базис нор-

мального к 6M  подпространства в точке p, )( 6MTX p . Напом-

ним, что точка 6Mp  называется общей, если )( 6
0 MTe p , где 

0e  — единица алгебры Кэли. Подмногообразия, состоящие 

только из общих точек, называются подмногообразиями обще-
го типа [2]. Все рассматриваемые далее подмногообразия 

O6M  подразумеваются подмногообразиями общего типа; 

6-мерное подмногообразие O6M  называется уплощаю-
щимся (planar, иногда flattening), если оно содержится в ги-
перплоскости алгебры октав [3]. 

В работе [7] В. Ф. Кириченко получил структурные урав-
нения произвольной почти эрмитовой структуры на 6-мерном 
подмногообразии алгебры Кэли. Для случая эрмитовой струк-
туры эти уравнения были уточнены. Оказалось, что они имеют 
следующий вид [4; 5]: 
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;
2

1
b

c
hc

abhba
b

a Dd    

;
2

1 b
c

hc
abhb

b
aa Dd                    (1) 

,
2

1
ˆˆ

d
cbdca

gc
hd

ah
bg

c
b

a
c

a
b TTDDd 



 













   

где }{ k  — компоненты форм смещения, }{ k
j  — компонен-

ты форм римановой связности. Здесь и далее 8,7 ; a, b, c, d, 

g, h = 1, 2, 3; 3ˆ  aa ; k, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Как и в [7], a
a

ˆ 

. При этом 123
abcabc   , abcabc

123   — компоненты тензора 
Кронекера третьего порядка; 

h
b

a
g

h
g

a
b

ah
bg   ; ;ˆˆch

hc DD   

,78
cjcjcj iTTD    ,7

ˆ
8
ˆˆ jcjcjc iTTD    

где  kjT  — компоненты конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 

подмногообразия 6M . 

Эрмитово O6M  является уплощающимся в том и толь-
ко в том случае, если 

.;;; 7
ˆˆ

8
ˆˆ

78 constCTTTT
babaabab            (2)

 
Отметим, что к числу уплощающихся относятся и 6-мер-

ные келеровы подмногообразия алгебры октав [4; 6]. 
Применив условие Кириченко [2] устойчивости почти эр-

митовой структуры на 6-мерном подмногообразии алгебры 
октав: 

0ˆˆ 
ch

hc DD  
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и учитывая (2), мы приведем уравнения (1) к такому виду: 

;ba
b

ad    

;b
b
aad                                      (3) 

c
b

a
c

a
bd   . 

Уравнения (3) соответствуют келеровой структуре на упло-

щающемся подмногообразии O6M , причем выполняются в 
самом простом частном случае, когда 

0
kjT , 

то есть когда 6M  является вполне геодезическим подмногооб-
разием алгебры Кэли. Это позволяет сформулировать такую 
теорему. 

Теорема. Эрмитова структура на уплощающемся 6-мер-
ном подмногообразии алгебры октав устойчива в том и толь-
ко в том случае, когда это подмногообразие является вполне 
геодезическим. 

Отметим, что данная теорема усиливает известный резуль-
тат В. Ф. Кириченко об устойчивости келеровой структуры: 
келерова структура на 6M  устойчива тогда и только тогда, 
когда 6M  — вполне геодезическое подмногообразие [2, с. 65]. 
Как и в других наших работах (в том числе упомянутых выше 
[4—6]) об уплощающихся 6-мерных эрмитовых подмногооб-
разиях алгебры Кэли, оказалось, что такие подмногообразия 
практически всегда обладают свойствами, аналогичным свой-
ствам келеровых 6M . При этом известны примеры 6-мерных 
уплощающихся подмногообразий алгебры октав с эрмитовой 
структурой, отличной от келеровой [8; 9]. 
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We consider 6-dimensional planar submanifolds of Cayley algebra. 
As it is known, the so-called Brown — Gray three-fold vector cross prod-
ucts induce almost Hermitian structures on such submanifolds. We select 
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the case when the almost Hermitian structures on 6-dimensional planar 
submanifolds of Cayley algebra are Hermitian, i. e. these structures are in-
tegrable. 

It is proved that the Hermitian structure on a 6-dimensional planar 
submanifold of Cayley algebra is stable if and only if such submanifold is 
totally geodesic. 

 

Keywords: Cayley algebra, 6-dimensional planar submanifold of Cay-
ley algebra, stability of the almost Hermitian structure. 
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Грассманоподобное многообразие центрированных плоскостей,  
когда центр описывает поверхность 

 
Продолжается исследование грассманоподобного 

многообразия  * ,Gr m n  центрированных m -плоско-

стей. Рассматривается частный случай, когда центр А 

описывает  n m -мерную поверхность .n mS  Будем 

обозначать данное многообразие  
0 *

, .Gr m n  Осу-

ществлен аналог сильной нормализации Нордена мно-

гообразия  
0 *

, .Gr m n  Доказано, что эта нормализация 

индуцирует связность в расслоении, ассоциированном с 

многообразием  
0 *

, .Gr m n  Дана геометрическая харак-

теристика данной связности с помощью параллельных 
перенесений. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, грассманоподобное 

многообразие, поверхность, связность, параллельные перенесения. 
 
Метод внешних форм Э. Картана [1; 23] в локальной диф-

ференциальной геометрии и теоретико-групповой метод 
Г. Ф. Лаптева используются многими геометрами (см., напр., 
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[2; 3; 5; 7; 14; 19]), а также в физических теориях [17]. 
В настоящей работе данные методы применяются для иссле-
дования грассманоподобного многообразия центрированных 
плоскостей [15], когда центр описывает поверхность. 

Грассманоподобное многообразие тесно связано с таким 
широко известным и популярным многообразием, как много-
образие Грассмана [9; 12; 13; 16; 18; 20]. Многообразие Грас-
смана ( , )Gr m n  является примером однородного пространства 

и формирует важный фундаментальный класс проективных 
многообразий, причем проективное пространство само можно 
представить как многообразие Грассмана (1, 1)Gr n  . 

Отнесем n -мерное проективное пространство nP  к по-

движному реперу  , iA A  ( , ... 1, ...,i n ), инфинитезимальные 

перемещения которого определяются формулами 

  i
idA A A  ,   j

i i i j idA A A A   ,              (1) 

причем формы Пфаффа i , i , i
j  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы ( )GP n : 

, ,

.

i j i j
j i i j

i k i i k i
j j k j k j

D D

D

     

       

   

     
                    (2) 

В пространстве nP  рассмотрим грассманоподобное много-

образие *( , )Gr m n  центрированных m-мерных плоскостей *
mP . 

Помещаем вершины A, Aа на плоскость 
*

mP  и фиксируем центр 

А (здесь и в дальнейшем индексы принимают значения 
, , ... 1, ...,a b m ; , , ... 1, ..., m n  ). Из формул (1) очевид-

ны уравнения стационарности плоскости *
mP  

0 , 0a
 , 0a , 
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поэтому данные формы являются главными. Выбираем формы 
 , a

  в качестве независимых, а остальные главные формы 
a  представляем линейными комбинациями базисных форм 
 , a

  

 a a ab
b

 
      .                             (3) 

Уравнения (3) являются уравнениями грассманоподобного 
многообразия *( , )Gr m n  центрированных плоскостей [15]. 

Компоненты фундаментального объекта  , a ab
     удов-

летворяют дифференциальным сравнениям по модулю базис-
ных форм  , a

  

0   a ab a
b      , 0 ab

 . 

Из последних сравнений видно, что компоненты ab
  фун-

даментального объекта   образуют тензор, поэтому можно 
приравнять их нулю, то есть из уравнений (3) получим 

a a 
   ,                                      (4) 

следовательно, центр A  описывает ( )n m -мерную поверх-

ность n mS . Будем рассматривать данный случай и использо-
вать обозначение для соответствующего многообразия 

 
0 *

,Gr m n , то есть  
0 *

,Gr m n  — это грассманоподобное мно-

гообразие центрированных плоскостей, когда центр описывает 
поверхность n mS . 

При указанной специализации подвижного репера струк-
турные уравнения (2) принимают вид (ср. [15]): 

a
aD     

          , 

 b b
a a a abD     

             , 

a c a a ac
b b c b c bD  

             , 
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a
aD       

               , 

 a b a a a
b bD   

                , 

b
a a b aD 

        , a
aD 

           , 

где 
a a c a a
b b c b b             , ac c a

b b     , 

a
a

   
                , 

a a 
     , a a

     . 

Над многообразием  
0 *

,Gr m n  возникает главное расслое-

ние 
0 *

G Gr
 
 
 

, типовым слоем которого является подгруппа G  

стационарности центрированной плоскости *
mP . Главное рас-

слоение 
0 *

G Gr
 
 
 

 содержит следующие фактор-расслоения: 

плоскостных линейных реперов, нормальных линейных репе-
ров, аффинное фактор-расслоение, типовым слоем которого 
служит аффинная факторгруппа группы G , расслоение коаф-
финных реперов. 

В главном расслоении 
0 *

G Gr
 
 
 

 зададим фундаментально-

групповую связность способом Лаптева — Лумисте [6; 11]: 

a a a ac
b b b b cL 

        , a
aL     

          , 

a a a ab
bL 

          , b
a a a a bL  

        , 

a
aL  

          . 
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Согласно теореме Картана — Лаптева, связность в ассоци-

ированном расслоении 
0 *

G Gr
 
 
 

 определяется с помощью поля 

объекта связности 

{ , , , , , , , , , }a ac a a ab b a
b b a aL L L L L 
                

на базе  
0 *

,Gr m n  следующими дифференциальными сравне-

ниями: 

0a ac a
b b c bL       , 0ac ac

b bL     , 

0a
aL  

       , 0a aL 
    , 

( ) 0a ab a a b a
b b bL  

                 , 

( ) 0ab a b ab c
c cL L L 

         , ( ) 0b b
a a a bL         , 

0b cb b
a a c aL        ,                          (5) 

( ) 0a a a
a aL L 

                , 

0a ba a b a
b bL L            , 

Осуществим аналог сильной нормализации Нордена [8; 10] 
данного многообразия полями следующих геометрических 
образов: ( 1n m  )-плоскостью 1n mC   , не имеющей общих то-

чек с плоскостью *
mP , и ( 1m  )-плоскостью 1,mN  принадлеж-

щей плоскости *
mP  и не проходящей через ее центр. Плоскость 

1n mC    зададим совокупностью точек a
aB A A A       , а 

плоскость 1mN   — точками a a aB A A  . 
Теорема 1. Аналог сильной нормализации Нордена много-

образия  
0 *

,Gr m n  позволяет задать связность в ассоцииро-

ванном расслоении. 
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Доказательство. Находя дифференциалы базисных точек 
оснащающих плоскостей и требуя относительную инвариант-
ность оснащающих плоскостей, получим 

0a a
     , 0a

a         , 0a a    .        (6) 

Данное оснащение, задаваемое полем квазитензора 

 , ,a
a      на многообразии  

0 *
,Gr m n , позволяет охва-

тить компоненты объекта связности  : 

a a a a c
b b b b c              , 

ac c a
b bL    , 

a
a

   
                 , a aL 

     , 

a a a b
b            , ab a bL     ,                (7) 

b
a a bL     , b b

a a    , 

a b a
a a bL                  , a a

      , 

где a a a
      . Функции (7) в силу сравнений (4) и (6) удо-

влетворяют сравнениям (5). 
Данную связность можно охарактеризовать геометрически 

с помощью параллельных перенесений (см.: [4; 21; 22]). 
Теорема 2 (о параллельных перенесениях оснащающей 

плоскости). Справедливы следующие утверждения: 
1. Оснащающую плоскость 1n mС    в групповой связности 

0

  переносить параллельно нельзя (нуль обозначает охвачен-
ный объект групповой связности). 

2. Плоскость 1n mС    переносится параллельно в связности, 

определяемой подобъектом 
0 0 0 0 0 0 0

2 { , , , , , }
aa a abab

cb L L L
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объекта связности 
0

 , тогда и только тогда, когда она сме-
щается в плоскости 1[ , ]n m n mP С A   , являющейся аналогом 

нормали 1-го рода Нордена [8]. 
3. Плоскость 1n mС    переносится параллельно в линейной 

комбинации связности 
0

  тогда и только тогда, когда она 
смещается в гиперплоскости 1 1 1n m n mP N C     . 

Доказательство следует из следующих соотношений: 


0

dB B B
     ,                               (8) 

0 0 0

(...) ( )a a
a adB B B A

              ,            (9) 

где  a
a        . 

Равенство (8) получается при приравнивании к нулю ком-

понент ковариантных дифференциалов 
0

0a
  , 

0

0   в 

выражениях дифференциалов и означает, что плоскость 1n mС    
остается на месте. 

Дифференциалы точек B  примут вид (9), если учесть в 
них охваты (7). Полученное равенство показывает, что обра-

щение в нуль ковариантного дифференциала 
0

a
  характери-

зует параллельный перенос плоскости 1n mС    в связности, оп-

ределяемой подобъектом 
0

2  объекта связности 
0

 , при кото-

ром плоскость 1n mС    смещается в плоскости n mP  . 
Из выражений (9) также следует, что обращение в нуль 

линейной комбинации ковариантных дифференциалов 
0 0 0

a
a          характеризует параллельный перенос 

плоскости 1n mС    в линейной комбинации связности, при ко-

тором плоскость 1n mС    смещается в гиперплоскости 1nP  . 



О. О. Белова 

37 

 
Список литературы 

 
1. Акивис М. А., Розенфельд Б. А. Эли Картан (1869—1951). М., 2014. 
2. Аль-Хассани М. А., Лучинин А. А. Дифференцируемое отобра-

жение ранга r  аффинного mQ  и проективного nP  пространств // Из-
вестия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324, № 2. 
Математика и механика. Физика. С. 35—39. 

3. Аль-Хассани М. А., Молдованова Е. А. Отображения аффинного 
пространства в многообразие нуль-пар проективного пространства // 
Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322, 
№ 2. Математика и механика. Физика. С. 24—28. 

4. Белова О. О. Геометрическая характеристика индуцированных 
связностей грассманоподобного многообразия центрированных 
плоскостей // ДГМФ. Калининград, 2008. № 39. С. 13—18. 

5. Бубякин И. В. О строении комплексов m -мерных плоскостей 
проективного пространства nP , содержащих конечное число торсов // 
Матем. заметки СВФУ. 2017. Т. 24, вып. 4. С. 3—16. 

6. Евтушик Л. Е., Лумисте Ю. Г., Остиану Н. М., Широков А. П. 
Дифференциально-геометрические структуры на многообразиях // 
Проблемы геометрии / ВИНИТИ. М., 1979. Т. 9. 

7. Ивлев Е. Т., Молдованова Е. А. Распределение двумерных пло-
щадок в евклидовом пространстве // Известия Томского политехни-
ческого университета. 2012. Т. 320. № 2. Математика и механика. 
Физика. С. 5—8. 

8. Норден А. П. Пространства аффинной связности. М., 1976. 
9. Степанов С. С. Векторы, тензоры и формы: Инструкция по 

применению. М., 2020. 
10. Шевченко Ю. И. Оснащения центропроективных многообра-

зий. Калининград, 2000. 
11. Шевченко Ю. И. Приемы Лаптева и Лумисте задания связно-

сти в главном расслоении // ДГМФ. Калининград, 2006. № 37. 
С. 179—187. 

12. Akivis M. A., Goldberg V. V. Projective differential geometry of 
submanifolds. Elsevier, 1993 (North-Holland Mathematical Library). 

13. Akivis M. A., Goldberg V. V. Conformal differential geometry and 
its generalization. N. Y., 1996. doi: 10.1002/9781118032633. 

14. Akivis M. A., Shelekhov A. M. Cartan — Laptev method in the theo-
ry of multidimensional three-webs // J. Math. Sci. 2011. Vol. 177, № 522. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

38 

15. Belova O. O. The Grassmann-like manifold of centered planes // 
Math. Notes. Springer, 2018. Vol. 104, № 6. P. 789—798. 

16. Benini F. Basics of Differential Geometry & Group Theory : PhD 
thesis. Trieste, 2018. 

17. Katanaev M. O. Geometric Methods in Mathematical Physics. 
2016. arXiv:1311.0733v3. 

18. Lakshmibai V., Brown J. The Grassmannian Variety. Geometric 
and Representation-Theoretic Aspects. Springer, 2015 (Developments in 
Mathematics; vol. 42). 

19. Mansouri A.-R. An extension of Cartan’s method of equivalence 
to immersions: I. Necessary conditions // Diff. Geom. and its Appl. 2009. 
Vol. 27. P. 635—646. 

20. Pfalzgraf J. A short note on Grassmann manifolds with a view to 
noncommutative geometry // Petsche H. J., Lewis A., Liesen J., Russ S. 
(eds.). From Past to Future: Graßmann's Work in Context. Springer, 2011. 
doi: https://doi.org/10.1007/978-3-0346-0405-5_29. 

21. Polyakova K. V. Parallel displacements on the surface of a projec-
tive space // J. Math. Sci. 2009. Vol. 162, № 5. P. 675—709. 

22. Rahula M. The G. F. Laptev method: fundamental objects of 
mappings // J. Math. Sci. 2011. Vol. 174, № 675. 

23. Scholz E. H. Weyl’s and E. Cartan’s proposals for infinitesimal 
geometry in the early 1920s. University Wuppertal, 2010. 

 

 
 

O. O. Belova1  
1 Immanuel Kant Baltic Federal University 

14 A. Nevskogo St., Kaliningrad, 236016, Russia 
olgaobelova@mail.ru 

doi: 10.5922/0321-4796-2021-52-4 
 

The Grassmann-like manifold of centered planes 
when a surface is described by the centre 

 
Submitted on May 10, 2021 
 

We continue to study of the Grassmann-like manifold  * ,Gr m n  of 

m -centered planes. A special case is considered when the center A  de-
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scribes an  n m -dimensional surface n mS . We will denote this mani-

fold by  
0 *

,Gr m n . An analogue of the strong Norden normalization of 

the manifold  
0 *

,Gr m n  is realized. It is proved that this normalization 

induces a connection in the bundle associated with the manifold 

 
0 *

,Gr m n . A geometric characteristic of this connection is given with 

the help of parallel displacements. 
In our research we use the Cartan method of external forms and the 

group-theoretical method of Laptev. These methods are used by many 
geometers and physicists. 

The Grassmann-like manifold is closely related to such a well-known 
and popular manifold as the Grassmann manifold. The Grassmann mani-
fold is an example of a homogeneous space and forms an important fun-
damental class of projective manifolds, and the projective space itself can 
be represented as a Grassmann manifold. 

 
Keywords: projective space, the Grassmann-like manifold, surface, 

connection, parallel displacements. 
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1 
Неголономные многообразия Кенмоцу,  

оснащенные обобщенной связностью Танаки — Вебстера 
 

Рассматривается неголономное многообразие Кен-
моцу, оснащенное связностью, являющейся аналогом 
обобщенной связности Танаки — Вебстера. Изучаемая 
связность получается из обобщенной связности Танаки — 
Вебстера заменой первого структурного эндоморфизма 
на второй структурный эндоморфизм. Полученная связ-
ность также получает в работе название обобщенной 
связности Танаки — Вебстера. 

В отличие от многообразия Кенмоцу структурная 
форма неголономного многообразия Кенмоцу не за-
мкнута. Следствием этого единственного различия яв-
ляется значительное расхождение в свойствах таких 
многообразий. Так, например, в работе доказывается, 
что альтернация тензора Риччи — Схоутена неголо-
номного многообразия Кенмоцу, являющегося транс-
версальным аналогом тензора Риччи, пропорциональна 
внешнему дифференциалу структурной формы. В то же 
время в классическом случае многообразия Кенмоцу 
тензор Риччи — Схоутена является симметрическим 
тензором. 

Доказывается, что связность Танаки — Вебстера 
является метрической связностью. Доказывается также, 

                                                 
Поступила в редакцию 30.06.2021 г. 
© Букушева А. В., 2021 

 

https://orcid.org/0000-0002-2930-1697


А. В. Букушева 

43 

что из того, что альтернация тензора Риччи — Схоуте-
на пропорциональна внешнему дифференциалу струк-
турной формы, выполняется следующее утверждение: 
если неголономное многообразие Кенмоцу есть много-
образие Эйнштейна относительно обобщенной связно-
сти Танаки — Вебстера, то оно риччи-плоское относи-
тельно этой же связности. 

 
Ключевые слова: неголономное многообразие Кенмоцу, внут-

ренняя связность, тензор Схоутена, тензор Риччи — Схоутена, обоб-
щенная связность Танаки — Вебстера, многообразие Эйнштейна. 

 
Введение 

 
Неголономное многообразие Кенмоцу является обобщени-

ем многообразия Кенмоцу, открытого в 1972 году в работе [7]. 
Структуры Кенмоцу нормальны и интегрируемы [8], в то вре-
мя как структуры неголономного многообразие Кенмоцу нор-
мальны, но не интегрируемы. Неголономное многообразие 
Кенмоцу определено автором настоящей работы в статье [1]. 
Внутренняя геометрия неголономного многообразия Кенмоцу 
M обладает рядом замечательных свойств. Эти свойства удоб-
но сформулировать в терминах адаптированных координат 
[2—4]. В частности, установлено, что тензорное поле Схоуте-
на — Вагнера P, компоненты которого в адаптированных ко-

ординатах выражаются с помощью равенств ,c c
nad adP     об-

ращается в нуль. В настоящей работе доказывается, что аль-
тернация тензора Риччи — Схоутена, являющегося трансвер-
сальным аналогом тензора Риччи, пропорциональна внешнему 
дифференциалу структурной формы. Неголономное многооб-
разие Кенмоцу оснащается в настоящей работе аналогом 
обобщенной связности Танаки — Вебстера. Обобщенная связ-
ность Танаки — Вебстера введена для контактного метриче-
ского многообразия [8]. В нашем случае более эффективной 
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является связность ,T
X  которую мы также будем называть 

обобщенной связностью Танаки — Вебстера и которая опре-
деляется с помощью равенства 

       .T
X X XX Y Y Y Y X Y           

     

Здесь эндоморфизм ψ задается равенством  

   , ,X Y g X Y   

и называется вторым структурным эндоморфизмом. Доказы-

вается, во-первых, что связность T
X  является метрической 

связностью, а во-вторых, что если неголономное многообразие 
Кенмоцу есть многообразие Эйнштейна относительно обоб-
щенной связности Танаки — Вебстера, то оно риччи-плоское 
относительно той же связности. 

 
Основные результаты 

 
Почти контактным метрическим многообразием называет-

ся гладкое многообразие M нечетной размерности n = 2m + 1, 
1m   с заданной на нем почти контактной метрической струк-

турой  , , , ,M g  


 [5; 6]. Здесь, в частности,   — 1-форма и 




 — векторное поле, порождающие, соответственно, распре-

деление D: ker ( )D  ; и оснащение D  распределения D: 

( ).D span  


 Гладкое распределение D называется распреде-
лением почти контактного метрического многообразия. Имеет 

место разложение .TM D D   Почти контактное метриче-
ское многообразие называется нормальным, если выполняется 

условие 2 0N d    


, где 

         2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. 
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Нормальное почти контактное метрическое многообразие 
M называется неголономным многообразием Кенмоцу, если 
выполняется равенство 2 .d     Легко показать, что для 

многообразия M также выполняется условие  

 2 .L g g      

Будем использовать следующие обозначения для связно-
сти и коэффициентов связности Леви-Чивиты тензора g в 

адаптированных координатах [5; 6]: ,  
  (α, β, γ = 1, ..., n; a, 

b, c = 1, ..., n – 1). 
Под внутренней линейной связностью на многообразии с 

контактной метрической структурой [4] понимается отображе-
ние      : ,D D D     удовлетворяющее обычным для 

ковариантной производной условиям. 
Коэффициенты внутренней связности в адаптированных 

координатах определяются из соотношения .
a

c
e b ab ce e    

 

Пусть ψ: D → D — эндоморфизм, определяемый равен-
ством    , , .X Y g X Y   Имеет место следующее предло-

жение [3]. 
Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты 

неголономного многообразия Кенмоцу в адаптированных ко-
ординатах имеют вид 

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
    ,n

ba abab g     

,b b b b
an na a a        0.n a

na nn      

Назовем обобщенной связностью Танаки — Вебстера связ-

ность ,T
X  которая определяется с помощью равенства 

       .T
X X XX Y Y Y Y X Y           
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Найдем компоненты G
  связности T

X  в адаптированных 

координатах. 
Положим ,aX e


 .bY e


 Получаем 

  ,T
a b a b a be e e   
     или ,c c

ab abG    0.n
abG   

Пусть теперь ,aX e


 .nY    

Тогда 0.T
a n a n a n         

Отсюда 0,b
anG   0.n

anG   

Пусть далее ,nX    .bY e


 Тогда 

  ,T
a b n b n b be e e e     
      или .a a

nb bG   

Таким образом, отличные от нуля коэффициенты связности 
T
X  в адаптированных координатах имеют следующий вид: 

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbcG g e g e g e g  
  

 .a a
nb bG   

Проводя необходимые вычисления, убеждаемся в справед-
ливости следующего предложения. 

Предложение 2. Обобщенная связность Танаки — Вебсте-
ра является метрической связностью. 

Вычислим необходимые нам для дальнейшего отличные от 

нуля компоненты тензора кривизны K связности .T
X  Вос-

пользуемся для этого формулой 

   ,
, .T T T T T

X Y Y X X Y
K X Y Z Z Z Z       

Имеем 

2 ,d d d
ba cabc abcK R     

.c c c
n anab ab bK      
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Здесь   — внутренняя связность, а d
abcR  — компоненты 

тензора Схоутена [3]. Учитывая, что 0,c c
nad abP      получа-

ем: 0.c
nabK   

Пусть K(X,Y) — соответствующий тензору K(X,Y)Z тензор 
Риччи. Имеют место равенства  

2 2 .d
ac ac ad c ac ack r r       

Предложение 3. Для неголономного многообразия Кенмоцу 
размерности n = 2m + 1 выполняется следующее равенство:  

[ ]2 0.ca acm r    

Доказательство. Как известно, в адаптированных коорди-
натах для любого почти контактного метрического многообра-
зия выполняется следующее равенство: 

[ ] 2 .d d
e a bc ea n bc dc bd eaceabg g g R g R       

В случае неголономного многообразия Кенмоцу это равен-
ство перепишется в виде 

0 4 .d d
ea bc dc bd eaceabg g R g R    

Проводя необходимые преобразования, приходим к равен-

ству  1
2 .

2ca ac cam r r    

Что и требовалось доказать. 
Теорема. Пусть неголономное многообразие Кенмоцу M 

является многообразием Эйнштейна относительно обобщен-
ной связности Танаки — Вебстера, тогда оно риччи-плоское 
относительно этой связности. 

Доказательство. Пусть M — многообразие Эйнштейна. 
Отсюда, в частности, следует, что 

2 ,ac ac ac ack r g     .  



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

48 

Тогда, с одной стороны, объект ack  симметричен, так как 

.ac ack g  С другой стороны, проальтернировав равенство  

2ac ac ac ack r g     

и воспользовавшись равенством  

 1
2 ,

2ca ac cam r r     

получаем 

[ ] ( 2 2) .ac ack m     

Другими словами, если 1,m   то [ ] 0.ack   

Теорема доказана. 

Рассмотрим пример для случая m = 1. Пусть 3.M      

 1,2,3   — стандартный базис арифметического простран-

ства. Определим на M 1-форму ,  полагая 3 2 1.dx x dx    

Пусть далее 2
1 1 3,e x   


 2 2 ,e  


 3 3,e   


 

 1 2, .D span e 


 Определим метрический тензор, полагая 
32

1 1 2 2( , ) ( , ) ,xg e e g e e e 
   

 3 3( , ) 1.g e e 
 

 Тем самым добиваем-

ся выполнения равенства  2 .L g g      Структурный 

эндоморфизм зададим равенствами 

1 2( ) ,e e 
 

 2 1( ) ,e e  
 

 2( ) 0.e 


 

Отсюда непосредственно следует, что 0L   и 

1 2 2 1 1 2( ( ), ( )) ( , ) ( , ).e e e e e e      
     

 

Последнее означает выполнение равенства  

   , , .X Y X Y     
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Проводя непосредственные вычисления, убеждаемся в 
том, что ненулевыми компонентами внутренней связности яв-

ляются следующие коэффициенты: 1 2 1 2
11 21 22 .x        

Отсюда, в частности, следует справедливость равенства 

0.   После необходимых вычислений получаем 2
122 1.R   

Таким образом,  

12 12 122 1 1 0.k r       
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А non-holonomic Kenmotsu manifold equipped with a connection 

analogous to the generalized Tanaka — Webster connection, is consid-
ered. The studied connection is obtained from the generalized Tanaka — 
Webster connection by replacing the first structural endomorphism by the 
second structural endomorphism. The obtained connection is also called 
in the work the generalized Tanaka — Webster connection. 

Unlike a Kenmotsu manifold, the structure form of a non-holonomic 
Kenmotsu manifold is not closed. The consequence of this single differ-
ence is a significant discrepancy in the properties of such manifolds. For 
example, it is proved in the paper that the alternation of the Ricci-
Schouten tensor of a non-holonomic Kenmotsu manifold, which is a 
transverse analogue of the Ricci tensor, is proportional to the external 
differential of the structural form. At the same time, in the classical case 
of a Kenmotsu manifold, the Ricci — Schouten tensor is a symmetric 
tensor. 

It is proved that a Tanaka — Webster connection is a metric connec-
tion. It is also proved that from the fact that the alternation of the Ricci-
Schouten tensor is proportional to the external differential of the structur-
al form, the following statement holds: if a non-holonomic Kenmotsu 
manifold is an Einstein manifold with respect to the generalized Tanaka — 
Webster connection, then it is Ricci-flat with respect to the same con-
nection. 
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1 
Композиционное оснащение многообразия 

гиперцентрированных плоскостей, размерность которого  
совпадает с размерностью образующей плоскости 

 
В многомерном проективном пространстве рас-

сматривается расслоение над семейством пар плоско-
стей, одна из которых является гиперплоскостью в дру-
гой. Доказано, что композиционное оснащение семей-
ства индуцирует фундаментально-групповые связности 
двух типов в рассматриваемом расслоении. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, семейство гипер-

центрированных плоскостей, фундаментально-групповая связность, 
кривизна, псевдотензор. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAAR   ),1,...( nI  , инфинитезимальные пе-

ремещения которого определяются формулами 

AAAdAAAdA IJ
J
IIII

I   , ,             (1) 

причем формы Пфаффа I
I
J

I  ,,  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы )(nGP  (см., 

напр., [1]): 
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,, J
J
II

I
J

JI DD    

.I
J

K
K

I
J

I
K

K
J

I
JD    

В проективном пространстве nP  рассмотрим m-мерную 

плоскость mP  с многомерным центром 1mP , которую обозна-

чим 1m
mP . Специализируем подвижной репер },,{ AAA i  

),1,...,,1,...( nmmi   , помещая вершины iAA,  на внеш-

нюю плоскость mP , а вершины iA  — в ее центр, на гипер-

плоскость 1mP . Выбирая m форм в качестве базисных, запи-

шем уравнения многообразия mV  — семейства гиперцентри-

рованных плоскостей 1m
mP  в виде [2] 

j
j

iii
i    , .                       (3) 

Базисные формы удовлетворяют структурным уравнениям 


  j
i

j
i

j
ij

j
iiD  , .                 (4) 

Фундаментальный объект 1-го порядка },{ j
i

i     се-

мейства mV , компоненты которого удовлетворяют уравнениям 

k
jk

i
j

ij
ijji

j
i    )()( , ,              (5) 

является псевдотензором в смысле [1], содержащим подпсев-

дотензор }{ j
i
 . Здесь дифференциальный оператор   дей-

ствует следующим образом: 
k
i

j
k

j
i

j
k

k
i

j
i

j
i d  


  )( . 

Отметим, что 0,0 ][][  ijjk
i

 , где квадратные скобки 

обозначают альтернирование. 
Над многообразием mV  возникает главное расслоение 

)( mr VG  с типовым слоем — подгруппой rG  стационарности 

(2) 
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гиперцентрированной плоскости 1m
mP , причем 

2)1( mmnnr  . Структурные уравнения ассоциирован-

ного с многообразием mV  расслоения )( mr VG  состоят из урав-
нений )4( 1  и следующих: 

,ij
j

i
j

jiD                          (6) 

,ik
jк

i
k

k
j

i
jD                             (7) 

,i
iD 









                            (8) 

,i
iD 


                          (9) 

,iii
j

jiD  

                   (10) 

где 

,)(, ik
j

kki
j

ik
j

ik
j

ijij  






   










  iiiji
j

i  )( . 

Расслоение )( mr VG  содержит 4 главных факторрасслоения 
со следующими структурными уравнениями [2]: 1) (41, 7) — 
расслоение плоскостных линейных кореперов )(2 mm

VL  с ти-

повым слоем )(2 mGLL
m

  — линейной факторгруппой, дей-

ствующей неэффективно во внутренней плоскости 1mP ; 2) (41, 

6, 7) — расслоение аффинных кореперов )()1( mmm VL   с типовым 

слоем )()1( mGAL mm   — аффинной факторгруппой, дейст-

вующей в гиперцентрированной плоскости ),( 1
1


  mm

m
m PPP , 

где mm PP 1 ; 3) (41, 8) — расслоение нормальных линейных 

кореперов )(2)( mmn
VL


 с типовым слоем — линейной фактор-

группой, действующей неэффективно в проективном фактор-

(11)
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пространстве mnmn PP /1 P  (см., напр., [1]); 4) (41, 8, 9) — рас-

слоение центропроективных кореперов )()1)(( mmnmn VL   с ти-

повым слоем )1)((  mnmnL  — центропроективной факторгруппой, 

действующей в проективном гиперцентрированном факторпро-

странстве ),( 1
1




  mnmn
mn

mn PPP , где 11/   mnmnmn PP PP . 
Дифференцируя внешним образом формы (42) с учетом 

уравнений (7, 9) и дифференциальных уравнений (52) на ком-

поненты подобъекта }{ j
i
 , получим 

,jk
ik

j
k

k
i

j
iD                         (12) 

где 

 )()( jk
i

kj
i

kj
i

jk
i

jk
i  




  








  jk

i
jk

i
kj

i  )( . 

Так как 0][ jk
i , то справедлива 

Теорема 1. Многообразие mV  является голономным [3] глад-

ким многообразием. 
Замечание. В работе [4] рассмотрено произвольное семей-

ство гиперцентрированных плоскостей, но не показано, что 
оно является голономным многообразием. 

Возьмем новые слоевые формы 

,~,~,~
i

i
k

ik
j

i
j

i
jj

ijii ГГГ  






   

.~,~
j

ijii
i

i LГ     

Дифференцируя их внешним образом с учетом )106,4( 1   

и используя теорему Картана — Лаптева [5], получим, что 

связность в главном расслоении )( mr VG  задается с помощью 

поля объекта связности },,,,{ ijiiik
j

ij LГГГГГ 

 . Компонен-

(14)

(13)
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ты объекта фундаментально-групповой связности Г  удовле-
творяют дифференциальным уравнениям: 

,)(
k

ijkijkij
k

ji ГГГ    

l
ikl
j

ik
j

ki
j ГГ  )( , j

ijii ГГ  






 )( , 

j
ijiii ГГГ  


  )( ,  

k
ijkkij

k
ijijijji LГГГГL  


 )( . 

Теорема 2. Объект фундаментально-групповой связности 
Г , задающий связность в главном расслоении )( mr VG , содер-

жит 2 простейших подобъекта ( }{1
ik
jГГ   — объект плос-

костной аффинной связности, }{2
iГГ 

  — объект нормальной 

линейной связности) и 2 простых подобъекта ( },{ 13 ГГГ ij  — 
объект плоскостной общей аффинной связности, 

},{ 24 ГГГ i
  — объект нормальной центропроективной связ-

ности), задающие связности соответственно в фактор-
расслоениях )(2 mm

VL , )(2)( mmn
VL


, )()1( mmm VL  , )()1)(( mmnmn VL 

. 
Замечание. Объект связности Г  образует квазипсевдо-

тензор лишь в совокупности с фундаментальным псевдотензо-
ром  . Названия объектам даны с учетом названий расслое-
ний, их типовых слоев и размерности базы. 

С учетом уравнений (15) запишем структурные уравнения 
для форм связности (14): 

kj
ijki

j
ji RD   ~~~ , 

lk
ikl
j

i
k

k
j

i
j RD   ~~~ , 

ji
ijRD  









  ~~~ , 

(15)
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ji
ijRD  


  ~~~ , 

kj
ijkiii

j
ji RD  


  ~~~~~~~ . 

Коэффициенты при внешних произведениях базисных 

форм },,,,{ ijkijijikl
j

ijk RRRRRR 

  составляют объект кривизны 

групповой связности Г: 
][][ ik

l
jljkiijk ГГГR  , ][][ il

m
km

j
kli

j
ikl
j ГГГR  , 

][][ jiijij ГГГR 









  , ][][ jiijij ГГГR 


  ,           (16) 

][][][][ ikjikjik
l

jljkiijk ГГLГГLLR 

  , 

причем альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. Продолжая уравнения (15), получим диф-
ференциальные сравнения: 

0))((  ijklkij
l

lijk
l

ik
l

ljjk
l

ilkji ГГГГГ  , 

0))((  ikl
j

ml
j

ik
m

kl
m

im
j

il
m

mk
j

lki
j ГГГГ  , 

0))((  ijjijiij
k

kji ГГГГ 


















  ,         (17) 

0))((  jiijjiij
k

kji ГГГГГ 







  , 

 ikjijkkijik
l

ljjk
l

ilkji ГГLLLL  



))((  

0 lijk
l

ijkkijijk ГГГГ 

  , 

где символ « » означает сравнение по модулю базисных форм 

i  и введены обозначения 

ilk
j

klkli
j

ikl
j

ikl
j

ijkijk  






  )(, , 

jiijjiijijkij
k

ij


















   )( . 
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Дифференцируя (16) с использованием уравнений (15) и 
сравнений (17), получим сравнения на компоненты объекта 
кривизны R: 

0))((  lijk
l

kji RR  , 0))((  lki
jR , 

0))((  jiR
 , 0))((  


 ijji RR , 

0))((  lijk
l

ijkijkijkkji RRRRR 

  . 

Теорема 3. Объект кривизны R  фундаментально-
групповой связности Г является псевдотензором, содержа-

щим 2 простейших }{ ikl
jR , }{ ijR

  и 2 простых },{ ikl
j

ijk RR , 

},{ ijij RR 
  подпсевдотензора, которые являются объектами 

кривизны соответствующих подсвязностей 41 ГГ  . 
Определение. Композиционным оснащением [1] семейства 

mV  гиперцентрированных плоскостей 1m
mP  назовем присоеди-

нение к каждой плоскости 1m
mP  двух фигур — точки и плос-

кости: 
1) mmmm PPBPBPB   11 :, ; 

2) nmnmmn PNPN   11 : . 
Зададим оснащающие фигуры совокупностями точек 

AAACAAB i
i

i
i

   , . 

Продифференцируем их и, переходя к сравнениям по мо-
дулю базисных форм, получим 

,)( ABdB ii    

AACCdC i
iii )()( 


   . 

Условия, обеспечивающие инвариантность оснащающих 
плоскостей, позволяют найти уравнения на компоненты объ-

екта },,{   ii : 
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j
ijiii

i
i

j
ijii    ,, . 

Композиционное оснащение, задаваемое полем квазитен-

зора },,{   ii  на многообразии mV , позволяет охватить 
компоненты объекта связности Г по формулам 

jijiijГ  
 

1

, ik
j

ki
j

k
j

iik
jГ  

 
0

, 

iiji
j

iГ  






 

0

, iiiiГ    )(
1

,       (19) 

ijkikij
k

jiijL 





   )(
1

, 

где 
iii    , )( i

j
jiii 

   . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 4. Композиционное оснащение семейства гипер-

центрированных плоскостей индуцирует фундаментально-
групповую связность 1-го типа в ассоциированном расслоении 

)( mr VG  с объектом },,,,{
111001

ijiijiik
j LГГГГГ 


 . 

В дифференциальные уравнения для компонент оснащаю-
щего квазитензора   (18) вместо слоевых форм подставим их 
выражения через соответствующие формы связности и линей-
ные комбинации базисных форм из (14). Перенося слагаемые с 
базисными формами вправо и вводя обозначения, получим 

,,, j
iji

i
i

j
iji     (20) 

где выражения 
ii

j
jii d  ~~  , 



  ~~  d ,                          (21) 

iiji
j

jii d 

  ~~~~   

(18)
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называются ковариантными дифференциалами компонент ос-
нащающего квазитензора   относительно связности Г, а коэф-
фициенты при базисных формах 

ijij
k

kijij ГГ   , 

iiii ГГ 

   ,                           (22) 

ijijjiij
k

kijij LГГГ 

    

называются ковариантными производными относительно Г. 
Продолжения компонент оснащающего квазитензора   

имеют вид 

,0)(  ijij
k

kji   

,0
)(

 iii



                             (23) 

0)(  ijijjiij
k

kji  

 . 

Построены охваты 

ij
k

kijij ГГ
02

  , 

iii ГГ 
 

02

 ,                                 (24) 

ijjiij
k

kijij ГГГL
2002



   . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 5. Фундаментально-групповая связность Г мо-

жет быть сведена к плоскостной общей аффинной и нор-
мальной линейной связностям с помощью формул (24). 

Следствие. Композиционное оснащение семейства гипер-
центрированных плоскостей индуцирует фундаментально-
групповую связность 2-го типа в ассоциированном расслоении 

)( mr VG  с объектом },,,,{
222002

ijiijiik
j LГГГГГ 


 . 
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cal fiber is the stationarity subgroup rG of the generator of pair of planes: 

external plane and its multidimensional center — hyperplane. The princi-
pal bundle contains four factor-bundles. 

A fundamental-group connection is set by the Laptev — Lumiste 
method in the associated fibering. It is shown that the connection object 
contains four subobjects that define connections in the corresponding fac-
tor-bundles. It is proved that the curvature object of fundamental-group 
connection forms pseudotensor. It contains four subpseudotensors, which 
are curvature objects of the corresponding subconnections. 

The composite equipment of the family of hypercentered planes set 
by means of a point lying in the plane and not belonging to its hypercent-
er and an (n – m – 1)-dimensional plane, which does not have common 
points with the hypercentered plane. It is proved, that composite equip-
ment induces the fundamental-group connections of two types in the as-
sociated fibering. 

 
Keywords: projective space, family of hypercentered planes, funda-

mental-group connection, curvature, pseudotensor. 
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1 
Продолженные почти квазисасакиевы структуры 

 
Вводится понятие почти квазисасакиева многообра-

зия. Многообразие с почти квазисасакиевой структурой 
является обобщением квазисасакиева многообразия и 
отличается от него тем, что оно почти нормально. 
Сформулирован характеристический признак почти 
квазисасакиева многообразия. Найдены условия, при 
которых почти квазисасакиевы многообразия являются 
квазисасакиевыми многообразиями, в частности тогда и 
только тогда, когда первый и второй структурные эндо-
морфизмы коммутируют. На распределении почти кон-
тактного метрического многообразия определяется про-
долженная почти контактная метрическая структура. Из 
определения продолженной структуры следует, что она 
является квазисасакиевой структурой лишь тогда, когда 
исходная структура является косимплектической с ну-
левым тензором кривизны Схоутена. Доказывается, что 
построенная продолженная почти контактная метриче-
ская структура является структурой почти квазисасаки-
ева многообразия тогда и только тогда, когда тензор 
Схоутена исходного многообразия равен нулю. Находят-
ся соотношения между вторыми структурными эндо-
морфизмами исходной и продолженной структур. 

 

Ключевые слова: почти контактное метрическое многообразие, 
внутренняя связность, почти квазисасакиево многообразие, продол-
женная почти квазисасакиева структура. 

                                                 
Поступила в редакцию 30.06.2021 г. 
© Галаев С. В., 2021 

 

https://orcid.org/0000-0002-1129-7159


Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

64 

 
Введение 

 
Квазисасакиевы структуры являются обобщающими по 

отношению к сасакиевым и косимплектическим структурам 
[7; 10; 11]. Еще более широкий класс составляют почти ква-
зисасакиевы структуры (AQS-структуры). Начало изучению 
AQS-структур положено в работах [4; 9], где мы ввели поня-
тие почти контактного кэлерова многообразия — почти нор-
мального почти контактного метрического многообразия с за-
мкнутой фундаментальной формой. В настоящей работе почти 
квазисасакиевы структуры возникают в результате уточнения 
понятия почти контактного кэлерова многообразия. 

Многообразие Сасаки представляет собой нормальное кон-
тактное метрическое многообразие. «Нормальность» означает 
выполнение условия  

2 0N d    


, 

где          2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса структурного эндоморфизма φ. Квазисаса-
киево многообразие — это нормальное почти контактное мет-
рическое многообразие с замкнутой фундаментальной фор-
мой: 0.d   Фундаментальной формой структуры называется 
кососимметрический тензор    , , .X Y g X Y   

Почти контактное кэлерово многообразие — это почти 
нормальное почти контактное метрическое многообразие с 
замкнутой фундаментальной формой: 0.d   Почти контакт-
ная структура названа нами почти нормальной структурой, 
если эндоморфизм φ удовлетворяет условию  

2 * 0.N N d       
  

AQS-структура — это почти контактная кэлерова структу-

ра, удовлетворяющая дополнительному условию:  , 0.d   
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Основные результаты 
 
Рассмотрим почти контактное метрическое многообразие 

M нечетной размерности n = 2m + 1. Пусть  , , , , ,M g D  


 — 

заданная на многообразии M почти контактная метрическая 
структура, где φ — тензор типа (1,1), называемый первым 

структурным эндоморфизмом, 


 и   — вектор и ковектор, 

называемые соответственно структурным вектором и контакт-
ной формой, g — (псевдо)риманова метрика. При этом выпол-
няются следующие условия: 

1) 2 ,I     


  

2)   1,  


 

3)        , , ,g X Y g X Y X Y      

где , ( ).X Y TM  Здесь ( )TM  — модуль гладких векторных 

полей на M. 
Гладкое распределение kerD   называется распределе-

нием почти контактной структуры. 
В качестве следствия условий 1)—3) получаем 

4) 0 
 

, 5) 0   , 6)    ,X g X 


, ( ).X TM  

Кососимметрический тензор    , ,X Y g X Y   называ-

ется фундаментальной формой структуры. Почти контактная 
метрическая структура называется контактной метрической 
структурой, если выполняется равенство .d   Гладкое рас-

пределение ( ),D span  


 ортогональное распределению D, 

называется оснащением распределения D. Имеет место разло-

жение .TM D D   
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Многообразие Сасаки — контактное метрическое прост-
ранство, удовлетворяющее дополнительному условию  

(1) 2 0,N N d      


 

где 

         2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. Выполнение условия 
(1) 2 0N N d      


 означает, что пространство Сасаки яв-

ляется нормальным пространством. 
Назовем почти контактное метрическое многообразие по-

чти контактным кэлеровым многообразием, если выполняются 

следующие условия: 0,d   2 * 0.N N d       
  Мно-

гообразие, для которого выполняется условие 

2 * 0N N d       
 , 

названо нами почти нормальным многообразием. Очевидно, 
что почти нормальное почти контактное метрическое много-
образие является нормальным многообразием тогда и только 
тогда, когда * .d d    

Пусть P: TМ → D — проектор, определяемый разложени-

ем .TM D D   Тогда имеет место следующее предложение. 
Предложение 1. Для любого почти контактного метри-

ческого многообразия выполняется следующее равенство: 
(1) .PN N    

Доказательство. 

         (1) 2, ( , , , ,PN X Y P X Y X Y X Y X Y             

         2 , ) , , , ,d X Y P X Y P X Y X Y X Y            


 

           , , , , ,X Y X Y X Y X Y X Y              
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         2, , , , ,X Y X Y X Y X Y X Y               

   2 , , .d X Y N X Y    
   

Предложение доказано. Заметим, что из только что дока-
занного предложения следует соотношение 

        (1) , , 2 , , .N X Y N X Y d X Y d X Y        
  

Приведем два простейших примера почти контактных кэ-
леровых многообразий. 

Пример 1. Пусть  5( , , , , ) : 0M x y z u v y    — гладкое 

многообразие размерности 5, оснащенное почти контактной 

метрической структурой  , , , , , .M g D  


 Здесь:  

1) 1 2 3 4, , , ,D e e e e
   

 где 1 1 5,e y   


 2 2 ,e  


 3 3,e  


 

4 4 ,e  


  1 2 3 4 5, , , ,      — естественный базис простран-

ства 5 ,   

2) 5,  


  

3) ,dz ydx     

4) 1 3,e e 
 

 2 4 ,e e 
 

 3 1,e e  
 

 4 2 ,e e  
 

 0, 


  

5) базис  1 2 3 4, , , ,e e e e 
   

 состоит из ортонормированных 

векторов. Непосредственно проверяется, что почти контактное 
метрическое многообразие M не является нормальным, но яв-
ляется почти нормальным многообразием. Действительно, 

(1) 2
1 2 1 2 3 4 3 2 1 4( , ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]N e e e e e e e e e e       
         

 

2
1 22 ( , ) ( ) .d e e           

     
 

С другой стороны, 1 2 3 4( , ) 2 ( , ) 0.N e e d e e   
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Для рассматриваемой структуры выполняется равенство  

 , 0,d X  


  .X TM  

Таким образом, d   в рассматриваемом примере явля-

ется допустимым тензорном полем, к которому применима 
внутренняя связность .  При этом 0.   Пусть, далее, ψ — 

эндоморфизм, определяемый равенством    , , .X Y g X Y   

Координатное представление эндоморфизма ψ выглядит сле-

дующим образом: .b bc
a acg   Тем самым для случая много-

образия M след квадрата эндоморфизма ψ является постоян-

ной величиной:  2 .tr const   

Пример 2. В этом примере рассматривается то же самое 
многообразие M с той лишь разницей, что 1 1 5,e yz   


 

.dz yzdx    Однако, в отличие от предыдущего случая, усло-

вие  , 0d   


 не выполняется. Действительно,  

   1 12 , , 0.d e e y        
  

 

Назовем почти контактное метрическое многообразие по-
чти квазисасакиевым многообразием (AQS-многообразием), 
если выполняются следующие условия: 

0,d   2 * 0,N N d       
   , 0.d   


 

Заметим, что из примера 1 следует, что существуют такие 
почти квазисасакиевы многообразия, для которых выполняют-

ся условия: 0,    2 .tr const   При этом равенство 

0   эквивалентно равенству 0.   

Имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1. Почти контактная метрическая структура 
является почти квазисасакиевой структурой тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 

        ,X Y g Y X Y X         
    

   .X Y        

Следующие предложения являются непосредственными 
следствиями теоремы 1. 

Предложение 2. Почти контактная метрическая струк-
тура является квазисасакиевой структурой тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 

     , ,X Y g AY X Y AX    
  .A     

Предложение 3. Почти квазисасакиево многообразие яв-
ляется квазисасакиевым многообразием тогда и только тог-
да, когда выполняется одно из следующих эквивалентных ус-
ловий: 

1) * ,d d    

2) 0,       

3)    , , ,g X AY g AX Y  .A     

Введем на распределении D почти контактного метриче-
ского многообразия структуру гладкого многообразия следую-
щим образом. Поставим в соответствие каждой адаптированной 

карте ( )K x  [1—3] многообразия M сверхкарту ( , )n aK x x   

на распределении D, полагая, что  

  ( , ),n aK X x x   

где n ax   — координаты допустимого вектора X в базисе 

:n
a a a ne     


 .n a
aX x e


 Задание внутренней связности   

влечет разложение распределения  1
* ,D D   где 
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: D M   — естественная проекция, в прямую сумму вида 

,D HD VD   где VD — вертикальное распределение на то-
тальном пространстве D, HD — горизонтальное распределе-
ние, порождаемое векторными полями  

,n b
a a a n a n bG       


 

где ( , ) ( ) ,a a n a a a n c
b bcG x x x x    a

bc  — коэффициенты внут-

ренней связности. 
Пусть, далее, N: D → D — поле допустимого тензора типа 

(1,1). N-продолженной связностью [5; 6; 8] назовем связность 
в векторном расслоении ( , , ),D M  определяемую разложени-

ем ,TD HD VD    где   ,HD HD Span u 
     ,v

Xu NX 


 

,n  


 ,X D   vNX  — вертикальный лифт. Относительно 

базиса ( , , )a n n a  


 поле u


 получает следующее координат-

ное представление: .a n b
n b n au N x 

   


 Если не оговорено 

противное, будем считать, что N = 0. В этом случае 

 .nHD HD Span     

Формы  

( , , )a n n n a n a n a a n c b
a bcdx dx dx dx x dx           

определяют поле кобазисов, сопряженное к полю базисов  

( , , ).n b n c
a a a n ac n b n n ax 

          


 

Проводя необходимые вычисления, получаем следующие 
структурные уравнения: 

 , 2 ,n d c
a b ba n bad n cx R   

   
 

 

 , ,n d c
a n n ad n cx 

    


 

 , .c
a n b ab n c     
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Всякому векторному полю   ,X TM  заданному на мно-

гообразии M, обычным образом соответствует его горизон-

тальный лифт ,hX  при этом  hX HD  тогда и только то-

гда, когда X — допустимое векторное поле:  .X D  

Справедливость следующей теоремы вытекает из получен-
ных выше структурных уравнений. 

Теорема 2. Пусть   — внутренняя симметричная связ-
ность с тензором кривизны Схоутена R(X,Y)Z. Тогда для всех 

 ,X Y D  и p D


 имеют место следующие равенства: 

    , , , ,
vhh hX Y X Y R X Y p     


 

  , , , ,
h vh hX X P X p        

  
 

 , ,vh v
XX Y Y     

 

, , .
vh hX X        

 
 

Определим на распределении D многообразия Сасаки M 
продолженную почти контактную метрическую структуру 

*( , , , , , ),D J u g D  
   полагая 

( , ) ( , ) ( , ),h h v vg X Y g X Y g X Y    

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,h v v h h vg X Y g X Y g X u g X u   
      

,h vJX X  ,v hJX X   ( ) 0,J u 


 , ( ),X Y D  .h
nu   


 

Легко проверить, что построенная выше структура дей-
ствительно является почти контактной метрической структу-
рой. Разные аспекты геометрии продолженных почти контакт-
ных метрических структур освещались в работах [6; 8]. 
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Теорема 3. Почти контактная метрическая структура 

*( , , , , , ),D J u g D  
   определяемая на распределении D по-

чти контактного метрического многообразия, является AQS-
структурой тогда и только тогда, когда D — распределение 
нулевой кривизны. 

Доказательство. Имеем 

   , , ,h hd X Y d X Y    , 0,v hd X Y   

 , 0,v vd X Y    , 0,hd Z  


  , ,X Y D   .Z TD  

Проверим выполнение следующего условия: 

 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 2 , 0,JX JY J X Y J JX Y J X JY d JX JY u    


 

 , .X Y TM  

Ограничимся случаем ,aX    .bX    Имеем 

 2[ , ] [ , ] [ , ] ,a b a b a b a bJ J J J J J J          
       

 

     22 , , ,a b n a n b a bd J J u J          
   

 

     , , 2 ,n a b a n b n a n bJ J d u            
  

 

.n d c c c n d c
n c c c n cbad ab ab badx R x R  
          

 
 

Справедливость предложения 4 проверяется непосредст-
венно. 

Предложение 4. Пусть   — второй структурный эндо-

морфизм исходной структуры, а   — второй структурный 

эндоморфизм продолженной AQS-структуры. Тогда выполня-
ются следующие соотношения: 

  ,hhX X   0,vX   0.u 
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The notion of an almost quasi-Sasakian manifold is introduced. A ma-

nifold with an almost quasi-Sasakian structure is a generalization of a 
quasi-Sasakian manifold; the difference is that an almost quasi-Sasakian 
manifold is almost normal. A characteristic criterion for an almost quasi-
Sasakian manifold is formulated. Conditions are found under which al-
most quasi-Sasakian manifolds are quasi-Sasakian manifolds. In particu-
lar, an almost quasi-Sasakian manifold is a quasi-Sasakian manifold if 
and only if the first and second structure endomorphisms commute. An 
extended almost contact metric structure is defined on the distribution of 
an almost contact metric manifold. It follows from the definition of an 
extended structure that it is a quasi-Sasakian structure only if the original 
structure is cosymplectic with zero Schouten curvature tensor. It is proved 
that the constructed extended almost contact metric structure is the struc-
ture of an almost quasi-Sasakian manifold if and only if the Schouten ten-
sor of the original manifold is equal to zero. Relationships are found be-
tween the second structure endomorphisms of the original and extended 
structures. 

 
Keywords: almost contact metric manifold; internal connection; al-

most quasi-Sasakian manifold; extended almost quasi-Sasakian structure. 
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Комплексы эллипсоидов с индикатрисами 
координатных векторов в виде поверхностей 

 
Продолжается исследование в трехмерном аффин-

ном пространстве комплексов (трехпараметрических 
семейств) эллипсоидов, рассмотренных ранее в ряде 
работ автора. Изучается многообразие эллипсоидов, ко-
гда концы координатных векторов совпадают с фо-
кальными точками, а первая координатная прямая опи-
сывает цилиндрическую поверхность, при этом на об-
разующем элементе имеются по крайней мере три фо-
кальные точки, не лежащие на одной прямой и на од-
ной плоскости, проходящей через центр, и определяю-
щие три сопряженных направления. Из указанного 
многообразия выделяется комплекс эллипсоидов при 
условии, когда индикатрисы второго и третьего коор-
динатных векторов будут описывать поверхности с ка-
сательными плоскостями, параллельными третьей ко-
ординатной плоскости, а конец второго координатного 
вектора описывает линию с касательной, параллельной 
первому координатному вектору. Доказана теорема су-
ществования исследуемого многообразия. Найдены гео-
метрические свойства рассматриваемого комплекса. 

Доказано, что конец первого координатного векто-
ра, точки первой координатной прямой, а также первой 
координатной плоскости описывают двупараметриче-
ское семейство плоскостей, конец третьего координат-
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ного вектора описывает двупараметрическое семейство 
цилиндрических плоскостей, точка третьей координат-
ной плоскости описывает однопараметрическое семей-
ство линий с касательными, параллельными первому 
координатному вектору. 

Характеристическое многообразие образующего эле-
мента состоит из шести точек: вершины репера, трех 
концов координатных векторов и двух концов: суммы 
первого и второго координатных векторов, а также сум-
мы первого и третьего координатных векторов. Фокаль-
ное многообразие эллипсоида, пробегающего исследуе-
мый комплекс, состоит только из трех точек, являю-
щихся концами координатных векторов. 

 
Ключевые слова: комплекс, конгруэнция, репер, эллипсоид, аффин-

ное пространство, индикатриса вектора, характеристическое много-
образие, фокальное многообразие. 

 
В трехмерном аффинном пространстве продолжается ис-

следование комплексов (трехпараметрических семейств) эл-
липсоидов, изучение которых было начато в работах [1—5], в 

репере },{ ieAr  , i, j, k,…= 3,1 , построенном в работе [2]. 

Обозначим через iA  концы векторов ie , iM  — текущие 

точки координатных осей ),( ieA , iM 3  — текущие точки со-

ответственно первой, второй и третьей координатных плоско-
стей ),,( 21 eeA , ),,( 31 eeA  и ),,( 32 eeA . 

Репер r  в работе [2] специализирован следующим обра-

зом: концы векторов ie  совпадают с фокальными точками iA  

[6], при этом репер будет каноническим. В этой же работе рас-

смотрен комплекс эллипсоидов 0
3K , когда прямая )( 1AA  опи-

сывает цилиндрическую поверхность и на эллипсоиде q  име-

ются по крайней мере три фокальные точки iA , которые не 

лежат на одной прямой и на одной плоскости, проходящей 
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через центр, и определяют три сопряженных направления. При 
этом уравнение эллипсоида q  и система уравнений Пфаффа 

комплекса 0
3K  соответственно имеют вид 

,01)()()( 232221  xxxF                     (1) 

ii
i   , 02

1  , 321
2   , ,03

1            (2) 

321
3   , 32

3
3
2   , .)1( 32

33
22

33
2
3  вв   

Для комплексов 0
3K  справедливы условия 

3
3

2
2

1
1 eeedA   , 1

1
1 eed  ,                (3) 

3
332

33
22

332
2

1
32

2 )))1(()( eввeeed   , 

3
3

2
32

33
22

331
32

3 ))1(()( eeввeed   . 

В настоящей работе будем исследовать комплексы эллип-

соидов K , выделенные из многообразия 0
3K  при условии, что 

индикатрисы второго и третьего координатных векторов будут 
описывать поверхности с касательными плоскостями, парал-
лельными координатной плоскости ),,( 32 eeA , а конец коор-

динатного вектора 2e  будет описывать линию с касательной 

прямой, параллельной вектору 1e . Тогда в системе уравнений 
Пфаффа (2) коэффициенты  ,  ,   и   обратятся в нуль. 
При этом 

3
3

2
2

2 eeed   , 3
3

2
23

3 )( eeed   ,          (4) 

1
1

2 edA  , где 2
33в . 

Система уравнений Пфаффа комплекса эллипсоидов K  
запишется в виде 

ii
i   , 01

3
3
1

1
2

2
1   , 33

2   ,            (5) 

322
3   . 
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Теорема 1. Комплексы эллипсоидов K  существуют и оп-
ределяются с произволом одной функции одного аргумента. 

Доказательство. Чистое замыкание [7] системы (5) имеет вид 

0)(2 323  d .                        (6) 

Из (5) и (6) следует, что 11 s , 02 s , 03 s , 1 QN . 
Система (5, 6) в инволюции и определяет комплексы эллипсо-
идов K  с произволом одной функции одного аргумента. Тео-
рема доказана. 

Теорема 2. Комплексы эллипсоидов K  обладают следую-
щими геометрическими свойствами: 

1) конец первого координатного вектора, точки первой 
координатной прямой, а также первой координатной плоско-
сти описывают конгруэнции плоскостей; 

2) конец третьего координатного вектора описывает 
конгруэнцию цилиндрических поверхностей; 

3) точки третьей координатной плоскости описывают 
однопараметрическое семейство линий с касательными пря-
мыми, параллельными первому координатному вектору. 

Доказательство. Для исследуемого комплекса эллипсои-
дов найдем следующие дифференциалы: 

3
3

2
2

1 eedA   , 

1
1

2 edA  , 

3
3

1
1

3 eedA   , 

3
3

2
2

1 eedM   , 

3
23

2
323

1
1

2 )1()( exexedM   ,           (7) 

3
32

2
33232

1
1

3 )( exexxedM   , 

3
23

2
323

4 )1()( exexdM   , 

3
32

2
33232

1
11

5 )()1( exexxexdM   , 

1
1

6 edM  . 
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Анализируя и дифференцируя формулы (7) согласно мето-
дике исследования, изложенной в книге [8], убеждаемся в 
справедливости теоремы. 

Характеристическое многообразие [6] эллипсоида q  зада-
ется системой уравнений 

01 F , 02 F , 03 F ,                              (8) 

где kF  удовлетворяют уравнению k
kFdF 

2

1
. 

Для исследуемого комплекса эллипсоидов система (8) при-
мет вид 

0)1( 11 xx , 0)1( 322  xxx , 0)1( 2323  xxxx  . (9) 

Из системы уравнений (9) следует 
Теорема 3. Характеристическое многообразие эллипсоида 

q , описывающего рассматриваемый комплекс K , состоит 
из концов всех координатных векторов и сумм первого и вто-
рого координатных векторов, а также первого и третьего 
координатных векторов и из вершины репера. 

Фокальное многообразие [6] эллипсоида q  изучаемого 
трехпараметрического семейства определяется уравнением (1) 
и системой уравнений (9), откуда следует, что оно состоит 
только из трех точек, являющихся концами координатных 
векторов. 
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Complexes of ellipsoids with indicatrices of coordinate vectors 
in the form of surfaces 

 
Submitted on February 17, 2021 
 
The study continues in a three-dimensional affine space of complexes 

of three-parameter families of ellipsoids, considered earlier in a number 
of works by the author. A variety of ellipsoids is studied when the ends of 
the coordinate vectors coincide with the focal points, and the first coordi-
nate straight line describes a cylindrical surface, while on the generating 
element there are at least three focal points that do not lie on one straight 
line and on one plane passing through center, and defining three conju-
gate directions. A complex of ellipsoids is distinguished from the indicat-
ed manifold provided that the indicatrices of the second and third coordi-
nate vectors describe surfaces with tangent planes parallel to the third 
coordinate plane, and the end of the second coordinate vector describes a 
line with a tangent parallel to the first coordinate vector. An existence 
theorem for the variety under study is proved. The geometric properties of 
the complex under consideration are found. It is proved that the end of the 
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first coordinate vector, points of the first coordinate line, and also the first 
coordinate plane describe a two-parameter family of planes, the end of the 
third coordinate vector describes a two-parameter family of cylindrical 
planes, a point of the third coordinate plane describes a one-parameter 
family of lines with tangents parallel to the first coordinate vector. The 
characteristic manifold of a generating element consists of six points: the 
vertex of the frame, three ends of the coordinate vectors, and two ends: 
the sum of the first and second coordinate vectors, as well as the sum of 
the first and third coordinate vectors. The focal manifold of the ellipsoid, 
the complex under study, consists of only three points, which are the ends 
of the coordinate vectors. 

 
Keywords: complex, congruence, frame, ellipsoid, affine space, vec-

tor indicatrix, characteristic manifold, focal manifold. 
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1 
О тензоре кручения аффинной связности 

на двумерном и трехмерном многообразиях 
 

Основой данного исследования аффинных связно-
стей в расслоении линейных реперов над гладким мно-
гообразием являются структурные уравнения этого рас-
слоения. В данном расслоении способом Лаптева — 
Лумисте задана аффинная связность. Найдены диффе-
ренциальные уравнения на компоненты тензора дефор-
мации от произвольной аффинной связности к канони-
ческой связности. Найдены выражения на компоненты 
тензора кручения в случае двумерного и трехмерного 
многообразий. Для двумерного многообразия кручение 
представляет собой дробь, числителем которой являет-
ся линейная комбинация двух слоевых координат с ко-
эффициентами — двумя функциями, зависящими от ба-
зисных координат, а знаменателем — определитель, со-
ставленный из слоевых координат. Для трехмерного мно-
гообразия произвольность числителя определяется девя-
тью функциями, зависящими от базисных координат. 

 
Ключевые слова: двумерное многообразие, трехмерное много-

образие, расслоение линейных реперов, структурные уравнения, ба-
зисные и слоевые координаты, кручение аффинной связности. 
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1. Ковариантное задание аффинной связности  
1-го порядка 

 

Рассмотрим окрестность m-мерного гладкого многообра-
зия mX , в которой текущая точка определяется локальными 

координатами 
ix  (i, j, k, … = 1, …, m). Формы инвариантного 

корепера { i
jk

i
j

i  ,, } относительно натурального корепера 

},,{ i
jk

i
j

i dxdxdx  выражаются по формулам [3] 
ji

jdxxi , 

ki
jk

i
k

k
j xdxx  


 

i
j ,                              (1) 

li
jkl

i
sl

s
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk xxxxxxdx  )(  . 

Слоевые координаты 1-го порядка i
jx  образуют невырож-

денную матрицу, для которой 





 

i
jx  — обратная матрица, то 

есть . 
i
k

j
k

i
j xx 


 Слоевые координаты 2-го и 3-го порядков ,i

jkx  
i
jklx  симметричны по нижним индексам, в остальном слоевые 

координаты произвольны и рассматриваются как независимые 
переменные [3]. 

В расслоении )( mXL  касательных линейных реперов над 

многообразием mX  способом Лаптева — Лумисте [2, с. 62; 5; 6; 

8] посредством форм k i
jk

i
j

i
j

~   зададим аффинную связ-

ность с компонентами 
i
jk , удовлетворяющими уравнениям 

l i
l,jk

i
jk

i
jk  ,                              (2) 

где 
i

ljk ,  — это пфаффовы, или обобщенные частные, произ-

водные. В уравнениях (2) рассмотрим действие тензорного 
дифференциального оператора   [1] 
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s
k

i
js

s
j

i
sk

i
s

s
jk

i
jk

i
jk d   , 

переходя к натуральному кореперу по формулам (1), а также 

учитывая, что ),,( l
sp

l
s

li
jk

i
jk xxx   — это функции базисных 

lx  и слоевых координат l
sp

l
s xx , , получим [4] 














 l
sp

p
k

s
j

i
l

l
spl

sp

i
jkl

sl
s

i
jkl

l

i
jk dxdx

x
dx

x
dx

x



 












l
s

s
k

i
jl

i
jl

s
j

i
lk

i
lk

s
p

p
jk

p
jk

i
l dxxxxxxx )()()(     (3)

 

+ li
jkl dx(...) . 

Приравнивание коэффициентов при дифференциалах l
spdx  

в (3) дает равенства p
k

s
j

i
ll

sp

i
jk

x








, откуда следует разложе-

ние (ср. [7]) 

i
jk

i
jk

i
jk x    

с помощью слоевых координат 2-го порядка
i
jkx  и тензора де-

формации (генератор [7]) }{1 i
jk  от аффинной связности 

i
jk  к канонической плоской связности i

jk
i
jk

с
x . Тензор 

деформации ),( p
q

li
jk

i
jk xx   зависит только от базисных ко-

ординат 
lx  и слоевых координат 1-го порядка 

p
qx . 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

86 

Приравнивание коэффициентов при дифференциалах l
sdx  дает 

s
k

i
jl

s
j

i
lk

s
p

p
jk

i
ll

s

i
jk xxx

x










.                  (4) 

Объект кручения i
jkT  аффинной связности выражается по 

формуле 
i
jk

i
jkT ][  и удовлетворяет уравнениям .i

jkl
i
jk

lTT    

Кручение выражается через тензор деформации по формуле 
i
jk

i
jkT ][                                        (5) 

и не зависит от слоевых координат 
i
jkx . 

 
2. Кручение аффинной связности в расслоении  

линейных реперов над двумерным многообразием 2X  
 
Рассмотрим дифференциальные уравнения (4) для двумер-

ного многообразия 2X , то есть при 2,1...,,, kji . Выпишем 

систему дифференциальных уравнений на функции 1
21

1
12  ,  и 

2
21

2
12  , : 

s

s

x
x

2
1
11

2
121

1
12 )(






 
, 

s

s

x
x

2
1
11

2
211

1
21 )(






 
, 

ss

s

xx
x

2
1
121

1
222

1
12






 
, 

ss

s

xx
x

1
1
222

1
212

1
21






 
, 

ss

s

xx
x

2
2
111

2
121

2
12






 
, 

ss

s

xx
x

2
2
111

2
211

2
21






 
,        

(6)
 

s

s

x
x

1
2
22

1
122

2
12 )(






 
, 

s

s

x
x

1
2
22

1
212

2
21 )(






 
, 
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Теорема 1. Тензор кручения 
i
jkT  )2,1...,,,( kji  аффинной 

связности, заданной в расслоении линейных реперов над дву-
мерным многообразием 2X , в общем случае имеет вид 



i
jji x

aT 12 , 

где )( kjj xaa  , 
1
2

2
1

2
2

1
1)det( xxxxxi

j  . 

Таким образом, две компоненты тензора кручения 
i
jkT  су-

щественно зависят от двух функций ja , зависящих от базис-

ных координат kx . 

Замечание. Хотя связность 
i
jk  задается в расслоении, но 

«слоевое» выражение 


i
jx

 кручения 
i
jkT  не зависит от связно-

сти; от связности зависят только «базисные» коэффициенты 

)( kj xa . 

Доказательство. Используя дифференциальные уравнения 
(6) для нахождения дифференциальных уравнений компонент 

)( 1
21

1
122

11
12  T  и )( 2

21
2
122

12
12  T  (5), получим 

s

s

xT
x

T
2

2
121

1
12







, s

s

xT
x

T
1

2
121

2
12





 ,                       (7) 

s

s

xT
x

T
2

1
122

1
12







, s

s

xT
x

T
1

1
122

2
12





 ,                      (8) 

Из уравнений (72) и (81) найдем 


),,( 21

k111
1

12

xxxF
T  , 


),,( 21

k222
2

12

xxxF
T  ,            (9) 

где F1, F2 — некоторые функции, 
1
2

2
1

2
2

1
1)det( xxxxxi

j  , 
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Подставляя (91) в (71), а (92) в (82), получим 



























 1
2

2

2
2
2

1
1
1

1
1 xF

xF
x

F
, 


























 2
2

1

2
1
2

2
2
1

2
1 xF

xF
x

F
,                     

(10)

 

 


























 1
1

2

2
2
1

1
1
2

1
1 xF

xF
x

F
, 



























 2
1

1

2
1
1

2
2
2

2
1 xF

xF
x

F
.                    

(11)

 

Приравнивая результаты (101) и (102), а также (111) и (112), 

получим 2

2

1

1

x

F

x

F

11 







, 2

2

1

1

x

F

x

F

22 







, или более подробно 

2
1

2
2

2
1

2

1
1

1
2

1
1

1 ),,(),,(

x

xxxF

x

xxxF kk









, 

2
2

2
2

2
1

2

1
2

1
2

1
1

1 ),,(),,(

x

xxxF

x

xxxF kk









, 

откуда  
1
2

21
1

11 )()( xxaxxaF kk  , 2
2

22
1

12 )()( xxaxxaF kk  , 

или более компактно 
i
j

kji xxaF  )( . 
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Тогда согласно (9) имеем выражения 






1
2

21
1

1
1

12

)()( xxaxxa
T

kk

, 






2
2

22
1

1
1

12

)()( xxaxxa
T

kk

. 

Замечание. Если коэффициенты )( kj xa  равны нулю, то 

кручение нулевое, 012 
iT , и связность симметрична. 

 
3. Кручение аффинной связности в расслоении  

линейных реперов над трехмерным многообразием 3X  
 
Рассматривая дифференциальные уравнения (4) при 

3,2,1...,,, kji  и решая систему уравнений, аналогичную си-
стеме (7, 8), можно показать, что справедлива следующая тео-
рема. 

Теорема 2. Тензор кручения 
i
jkT  )3,2,1...,,,( kji  аффин-

ной связности, заданной в расслоении линейных реперов над 
трехмерным многообразием 3X , в общем случае имеет вид 

 33
12

1
j

j
k

ki
j

ji xcxbxaT 


, 

 22
31

1
j

j
k

ki
j

ji xcxbxaT 


, 

 11
23

1
j

j
k

ki
j

ji xcxbxaT 


, 

где )det( i
jx , )( kjj xaa  , )( lkk xbb  , )( kjj xcc  . 

Таким образом, все девять компонент тензора кручения 
i
jkT  существенно зависят от девяти функций ja , kb , jc , за-

висящих от базисных координат kx . 
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4. Аффинная связность в расслоении линейных реперов  

над двумерным многообразием 2X  
 
Уравнения (4) для компонент объекта деформации  

),( p
q

li
jk

i
jk xx   

имеют вид 

s

s

x
x

1
2
111

2
11 2






 
, 

ss

s

xx
x

2
2
111

2
12

2
21

1
112

2
11 )(






 
,      (12) 

s

s

x
x

2
1
222

1
22 2






 
, 

ss

s

xx
x

2
1
21

1
12

2
221

1
221

1
22 )(






 
,     (13) 

ss

s

xx
x

2
2
111

1
111

1
11






 
, 

s

s

x
x

1
1
21

1
122

1
11 )(






 
,         (14) 

ss

s

xx
x

1
1
222

2
222

2
22






 
, 

s

s

x
x

2
2
21

2
121

2
22 )(






 
,        (15) 

ss

s

xx
x

1
1
222

1
122

1
12






 
, 

s

s

x
x

2
1
11

2
121

1
12 )(






 
,         (16) 

ss

s

xx
x

1
1
222

1
211

1
21






 
, s

s

x
x

2
1
11

2
211

1
21 )(






 
,        (17) 

ss

s

xx
x

2
2
111

2
121

2
12






 
, s

s

x
x

1
2
22

1
122

2
12 )(






 
,         (18) 

ss

s

xx
x

2
2
111

2
211

2
21






 
, 

s

s

x
x

1
2
22

1
212

2
21 )(






 
,        (19) 
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Теорема 3. Компоненты аффинной связности 
i
jk  

)2,1...,,,( kji  в общем случае имеют вид 
i
jk

i
jk

i
jk x , где 

),(
1 11

222
1
22

i
s xxF


  , ),(

1 22
112

2
11

i
s xxG


  ,

 

1
2

2
2

2

1
22

2
222

22
x

xFF



 , 

2
2

1
2

2

2
11

1
111

11
x

xGG



 ,

 

1
2

2
2

2

1
22

1
121

12
x

xFF



 , 

2
2

1
2

2

2
11

2
122

12
x

xGG



 ,

 

1
2

2
2

2

1
22

1
211

21
x

xFF



 , 

2
2

1
2

2

2
11

2
212

21
x

xGG



 , 

1
2

2
1

2
2

1
1)det( xxxxxi

j  . 

Функции  

F = { 1
22F , 2

22F , 1
12F , 1

21F } = { ),( 11
22

i
s xxF , ),( 12

22
i

s xxF ,  

),( 11
12

i
s xxF , ),( 11

21
i

s xxF } и G = { 2
11G , 1

11G , 2
12G , 2

21G } = 

= { ),( 22
11

i
s xxG , ),( 21

11
i

s xxG , ),( 22
12

i
s xxG , ),( 22

21
i

s xxG }  

удовлетворяют соотношениям 

2
112

2

2
112

22
1

2
112

1 3G
x

G
x

x

G
x 









, 1

221
2

1
221

21
1

1
221

1 3F
x

F
x

x

F
x 









,     (20)

 

1
112

2

1
112

22
1

1
112

1 G
x

G
x

x

G
x 









, 2

221
2

2
221

21
1

2
221

1 F
x

F
x

x

F
x 









,     (21)

 

1
121

2

1
121

21
1

1
121

1 F
x

F
x

x

F
x 









, 1

211
2

1
211

21
1

1
211

1 F
x

F
x

x

F
x 









,      (22) 
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2
122

2

2
122

22
1

2
122

1 G
x

G
x

x

G
x 









, 2

212
2

2
212

22
1

2
212

1 G
x

G
x

x

G
x 









.    (23) 

1
2

21
1

11
21

1
12 xaxaFF  , 2

2
22

1
12

21
2
12 xaxaGG  .     (24) 

Функции )( jii xaa   зависят от базисных координат. 

Доказательство. Из уравнений (121—191) можно найти об-

щий вид компонент тензора деформации ),( p
q

li
jk

i
jk xx  :

 

),(
1 22

112
2
11

i
s xxG


  , 

),(
1 11

222
1
22

i
s xxF


  , 

2
2

1
2

2

22
11

21
111

11
),(),(

x

xxxGxxG i
s

i
s 


 , 

1
2

2
2

2

11
22

12
222

22
),(),(

x

xxxFxxF i
s

i
s 


 , 

1
2

2
2

2

11
22

11
121

12
),(),(

x

xxxFxxF i
s

i
s 


 , 

1
2

2
2

2

11
22

11
211

21
),(),(

x

xxxFxxF i
s

i
s 


 , 

2
2

1
2

2

22
11

22
122

12
),(),(

x

xxxGxxG i
s

i
s 
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i
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Теперь найдем вид функций, входящих в эти выражения. 
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Из уравнений (122) следует 

.3

,)(
3

,)(
2
112

2

2
112

22
1

2
112

1
2
1

2
12

2
21

1
112

2

2
11

2
2

2
11

2
2

2
12

2
21

1
112

1

2
11

G
x

G
x

x

G
x

xGGG
x

G

x

G

xGGG
x

G
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Из уравнений (132) следует 
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Из уравнений (142—192) следует (21—23). Кроме того, 

2
1

2
21

2
12

1
1

1
21

1
12 )()(

x

GG

x

FF









, 

2
2

2
21

2
12

1
2

1
21

1
12 )()(

x

GG

x

FF









, 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

94 







































,

,

,
)()(

,
)()(

2
2

22
1

12
21

2
12

1
2

21
1

11
21

1
12

2
2

2
21

2
12

1
2

1
21

1
12

2
1

2
21

2
12

1
1

1
21

1
12

xaxaGG

xaxaFF

x

GG

x

FF

x

GG

x

FF

 

откуда следует (24). 

Следствие. Равенства 0),( 22
11 i

s xxG , 0),( 11
22 i

s xxF  выде-

ляют класс аффинных связностей 
i
jk

i
jk

i
jk x  

)2,1...,,,( kji  с тензором деформации следующего вида: 

01
22  , ,02
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где 
1
2

2
1

2
2

1
1)det( xxxxxi

j  ; ),( jii xaa   ).( jii x   

Замечание. Хотя все связности 
i
jk  этого класса задаются 

в расслоении, но их «слоевое» выражение 


i
jx

 не зависит от 

связности; от связности зависят только «базисные» коэффици-

енты ),( ji xa  )( ji x . Таким образом, компоненты 
i
jk  сущест-

венно зависят от функций ia , i , выражающихся через базис-

ные координаты jx . 
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sor from an affine connection to the symmetrical canonical one. The ex-
pressions for the components of the torsion tensor for two-dimensional 
and three-dimensional manifolds were found. 

For a two-dimensional manifold, the affine torsion is a fraction, in the 
numerator there is a linear combination of two fiber coordinates which 
coefficients are two functions depending on the base coordinates (the co-
ordinates on the base), and in the denominator there is the determinant 
composed of the fiber coordinates (the coordinates in a fiber). For a three-
dimensional manifold, the arbitrariness of the numerator is determined by 
nine functions depending on the base coordinates. 

 
Keywords: two-dimensional manifold, three-dimensional manifold, 

linear frame bundle, structure equations, base and fiber coordinates, affine 
torsion. 
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Касательно r-оснащенные гиперполосы 

проективного пространства 
 

Дано задание в репере 1-го порядка касательно r-ос-
нащенной гиперполосы проективного пространства. 
Для простоты изложения адаптируем репер полю нор-
малей 1-го рода. Вводится в рассмотрение тензор него-
лономности поля оснащающих -плоскостей. Обраще-
ние тензора неголономности в нуль приводит к трем раз-
личным интерпретациям гиперполосы. Рассматриваются 
фокальные образы, ассоциированные с гиперполосой, с 
помощью которых построена плоскость Нордена — Ти-
мофеева указанной гиперполосы. 

В заключение рассматриваются -структуры поля ка-
сательных плоскостей базисной поверхности гиперпо-
лосы. 
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§ 1. Поля фундаментальных и геометрических объектов  

касательно r-оснащенной гиперполосы Hm,r() 
 

1. Дифференциальные уравнения регулярной  
r-оснащенной гиперполосы 

 
В работе используется следующая схема индексов: 

.,1,,;},{;1,1,

};;;{
~

,;,1,,;,1,,

mrnumnm

nArmsrtqpmkji








 

1. Рассмотрим регулярную гиперполосу Hm [1], базисная 
поверхность Vm которой оснащена полем касательных плоско-

стей )()( 00 AA r

def

   (-плоскостей, mr  ), удовлетворяю-

щих условиям 

)()( 000 ATAA  .                             (1) 

Поверхность Vm, удовлетворяющая условиям (1), называет-
ся касательно r-оснащенной [2; 3]. 

Определение. Гиперполоса Hm называется касательно r-ос-
нащенной, если ее базисная поверхность Vm является касатель-
но r-оснащенной поверхностью Vm,r [4]. 

Касательно r-оснащенные гиперполосы будем обозначать 
символом Hm,r(). Отнесем гиперполосу к реперу 1-го порядка 

1R : 

mVA 0 , )(}{ 0ATA mi  , )(}{ 01 AA mn   , 1 nn HA , 

причем точки }{ pA  репера поместим в -плоскость. Тогда ги-

перполоса Hm,r() в выбранном репере 1-го порядка задается 
уравнениями 
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            (2) 

причем 0,0 ]||[][][  s
j

n
isij

n
ij 

  , а также уравнениями 
j

pijpin
n
pipipipi

n
p 0

00
0,    .      (3) 

Для простоты изложения адаптируем репер 1R  полю норма-
лей первого рода. Такой репер назовем репером )N(R1 . В этом 
репере имеем 

ki
nk

i
n N 0  ,                                       (4) 

si
nksn

i
kn

i
k

i
nk

i
nk NNN 0

00
0  

  ,              (5) 

а уравнения (3) примут вид 
k

pqkpqpq 0
0
0    ,                           (6) 

k
kpp

q
pqp 0

0  






  .                    (7) 

Поле квазитензора 2-го порядка }{ pq , определенное урав-

нениями (6), (7), задает поле касательно оснащающих -плос-
костей в репере )(1 NR . Отметим, что те геометрические объ-
екты (факты), которые будут получены при использовании 

компонент объекта },{ pi  характерны лишь для геометрии ка-

сательно r-оснащенной гиперполосы Hm,r(). 
2. Система дифференциальных уравнений 

,00                                           (8) 

ассоциированная с полем касательно оснащенных -плоско-
стей гиперполосы Hm,r(), вполне интегрируема тогда и только 

тогда, когда обращается в нуль тензор 2-го порядка }{ 
pqr : 
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  k
0pqk

0
0pqpqqppq

def

pq rrr,
2

1
r    ,              (9) 

то есть когда тензор }{ pq  симметрический. 

Тензор }{ 
pqr  (9) называется тензором неголономности по-

ля оснащающих -плоскостей. Поле -плоскостей (распреде-
ление -плоскостей) будем называть голономным, если его 

тензор неголономности }{ 
pqr  тождественно равен нулю. При 

0
pqr  базисная поверхность Vm,r расслаивается на (m  r)-па-

раметрическое многообразие r-мерных поверхностей Vr (плос-
кости  огибаются r-мерными поверхностями (m  r)-пара-
метрического семейства). При смещении точки А0 вдоль фик-
сированной поверхности Vr уравнения (2, 4, 8) относительно 
репера )(1 NR  можно записать в следующем виде (здесь мы не 
выписываем замыкания этих уравнений): 











,,

,,0
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A
qp

A
pq
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pq

A
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p

uA


                    (10) 

ki
nk

i
n

ji
j

in N 00 ,,0    .             (11) 

Отсюда с использованием результатов работ [4; 5, I, § 3] 
следует, что обращение в нуль тензора неголономности -рас-
пределения: 

1) есть условие, при котором гиперполоса Hm,r() расслаи-
вается на (m  r)-параметрическое семейство оснащенных по-
лос Vm,r(Н); 

2) показывает, что гиперполоса Hm,r() расслаивается на 
(m  r)-параметрическое семейство касательно m-оснащенных 
гиперполос Hr(M); 

3) означает, что гиперполоса Hm,r() расслаивается на 
(m  r)-параметрическое многообразие вырожденных нераспа-
дающихся гиперполос ранга r [6—8]. 
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2. Т-виртуальные нормали 1-го и 2-го рода  

оснащенных -плоскостей 
 
Определение. s-мерная плоскость )()( 00 ATAL m , удов-

летворяющая условиям  

000 )()( AAAL  , ),()](),([ 000 ATAAL m  )( 00 ALA  , 

называется Т-виртуальной нормалью 1-го рода данной -плос-
кости. 

Плоскость )()( 001 AAN r  , не проходящая через точку А0, 

называется Т-виртуальной нормалью 2-го рода -плоскости 
[9; 10]. 

Т-виртуальную нормаль 1-го рода )( 0AL  (L-плоскость) 

зададим точкой А0 и точками p
p AAT   , то есть 

],[)( 00 TAAL  . Поле L-плоскостей в репере )(1 NR  определя-

ется системой дифференциальных уравнений 

kp
k

pp
0   .                              (12) 

Каждая нормаль )( 01 ANm  2-го рода гиперполосы Hm,r() 

порождает Т-виртуальную нормаль 2-го рода 

][][)()()( 0
0

00101 AANAANAN pppmr           (13) 

и TL-виртуальную нормаль 2-го рода 

],[][

)()()(

0
0

00101

AAAM

ALANAN

p
p

ms

  
                        (14) 

где k
kp

pp
p 0

0000000 ˆˆ,ˆ    . 
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Плоскости )( 01 ANr  (12) и )( 01 ANs  (13) задаются соответ-

ственно следующими конечными уравнениями: 
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В общем случае при 
2

)1( 


rr
rm  из компонент объекта 

}{ pq  может быть построен относительный инвариант 0J   

[11], а затем обращенный тензор 

 


pq

pq J





ln*

 

для тензора pq  (6), где 

)(
2

1*
  qppqpq  , 

t
p

qt
pq rm  
 )(

*

 , 


  rqp
pq 

*

. 

Следуя работе [12], рассмотрим биекцию между Т-вир-
туальными нормалями 1-го и 2-го рода, определяемую по фор-
муле 

**
0 )( p

t
qt

qq
p T





   ,                         (15) 

где 
*

p
tT  — обратный тензор для тензора 

*
qt

pq
t
pT 

  . 
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Пучок нормалей 2-го рода 000 )1()( iii WF    гиперпо-

лосы Hm,r() индуцирует (высекает) пучок Т-виртуальных 
нормалей 2-го рода (f, w): 

000 )1()( ppp WF   .                         (16) 

Относительно )(1 R  уравнения его (r  2)-мерной вершины 

2rC  имеют вид 

0,0,0,0 0000  p
p

p
p

u xWxxFxxx  . 

T-виртуальным нормалям 2-го рода }{ 0
1 pr FF   и },{ 0

psr WW   

порождающим пучок (f, w) (16), в биекции (15) соответствуют 
Т-виртуальные нормали 1-го рода sF  и sW , определяемые ква-

зитензорами 
**

0 )(: p
t

qt
qqn

p
s TFFF 





   , 

**
0 )(: p

t
qt

qq
p

s TWWW 




   . 

Таким образом, в каждой точке m0 VA   плоскости )( 0AFs  

и )( 0AWs  задают однопараметрический пучок Т-виртуаль-

ных нормалей 1-го рода 

)()( pppp FWF    ,                     (17) 

где σ — абсолютный инвариант. 

Величины p
def

pp FW    являются компонентами тензо-

ра 3-го порядка. 
Кроме того, отметим, что в каждой Т-виртуальной нор-

мали 1-го рода пучок нормалей 2-го рода гиперполосы Hm,r() 
индуцирует (высекает) пучок ТL-виртуальных нормалей 2-го 
рода, (s  2)-мерная ось которого определяется уравнениями 
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            (18) 

где p
pFFF   000 )(ˆ  , p

pWWW   000 )(ˆ  . 

В результате приходим к следующему выводу: 
Теорема 1. В дифференциальной окрестности 3-го поряд-

ка пучок нормалей 2-го рода гиперполосы Hm,r() порождает 
однопараметрические пучки (16, 17) Т-виртуальных норма-
лей 1-го и 2-го рода, соответствующих друг другу в биекции 
(15), а в каждой Т-виртуальной нормали — однопараметри-
ческий пучок ТL-виртуальных нормалей 2-го рода с осью (18). 

 
§ 2. Фокальные образы, ассоциированные  

с гиперполосой Hm,r(). Плоскость Нордена — Тимофеева 
 
1. Поле нормалей 1-го рода Nn-m и поле касательно оснаща-

ющих -плоскостей определяют на базисной поверхности Vm 
гиперполосы Hm,r() поле (n  s)-плоскостей ],[  mnsn   N  

(поле -плоскостей, rms  ). Относительно локального ре-

пера )(1 NR  уравнения, определяющие плоскость )( 0A  поля 

-плоскостей, имеют вид 

0x . 

При смещении точки А0 вдоль произвольной кривой 

100 ,,0   diiu , 

лежащей на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r(), ко-
ординаты точек фокального многообразия -плоскости удов-
летворяют уравнениям 

)0(0,0)( 0  ukn
nkk

p
pkk xxNxxx  


 .  (19) 
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Пусть квазитензор }{ pV  задает произвольную инвариант-
ную Т-виртуальную нормаль 1-го рода s (s-плоскость). При 
смещении точки А0 вдоль кривых 

0,00  


  pp , 

принадлежащих полю s-плоскостей, система уравнений (19) 
примет вид 
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        (20) 

Так как   не все равны нулю, то из (20) следует 
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(21) 

Уравнения (21) в общем случае определяют алгебраиче-
ское многообразие размерности (n  s  1) порядка s = m  r, ко-
торое обозначим ),(1  sn . Это многообразие лежит в π-плос-
кости. Соответствующая Λ-плоскость пересекает многообра-
зие ),(1  sn  по алгебраическому многообразию ),(1  r  
порядка и размерности (r  1): 











.0)(det
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(22) 

Линейная поляра точки А0 относительно многообразия 
(22) есть плоскость )()( 001 AAr   , которая задается урав-
нениями 

0,0 00
~

 p
p

A xxx  , 
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где 

)(
10 



  pq

q
pp s
 ,                           (23) 

k
pkpp 0
000   .                                 (24) 

Таким образом, поле квазитензора }{ 0
p  (23), определяемое 

уравнениями (24), задает поле ТΛ-виртуальных нормалей 2-го ро-
да, соответствующих полю ТΛ-виртуальных нормалей 1-го ро-

да }{ q
s   в проективитете Бомпьяни — Пантази (23). 

2. С другой стороны, поле внутренних инвариантных нор-
малей 1-го рода mnN   и поле s -плоскостей порождают на ба-

зисной поверхности Vm гиперполосы поле внутренних инвари-
антных (n  r)-плоскостей rn  (поле -плоскостей), то есть-

)](),([)( 000 AANA smnrn    , m0 VA  . Конечные уравнения 

плоскости )( 0Arn  (нормаль 1-го рода соответствующей -плос-

кости) имеют вид 

0 
 xx pp . 

Аналогично (см. п. 1) находим, что система уравнений 
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       (25) 

определяет фокальное многообразие ),(1  rn , соответ-

ствующее смещениям точки А0 по кривым, принадлежащим 
полю -плоскостей. В общем случае это алгебраическое мно-
гообразие размерности (n  r  1) порядка r. Многообразие 
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),(1  rn  (25) лежит в -плоскости и пересекается с соот-

ветствующей s -плоскостью по алгебраическому многообра-

зию ),(1  ss  порядка r и размерности s  1: 











.0)(det

,,0
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xx

xxx

tq
tpp

q
p
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              (26) 

Таким образом, в каждой s -плоскости некоторого пучка 

Т-виртуальных нормалей 1-го рода, определяемой квазитен-

зором }{ p
 , уравнения (26) задают фокальное многообразие 

),(1  ss , соответствующее смещениям точки А0 по кривым, 

принадлежащим полю -плоскостей. Линейная поляра точки 
А0 относительно многообразия ),(1  ss  есть (s  1)-плос-

кость )( 01 Ass   , которая задается конечными уравнениями 

0,0,000  upp xxxxx 



  , 

)(
10 

  tp
tpp

pr
 . 

Плоскость, натянутая на линейные поляры точки А0 относи-
тельно фокальных многообразий ),(1  r  (27) и ),(1  ss  

(26), то есть плоскость )](),([)( 010101 AAA srm     (-плос-

кость), является плоскостью Нордена — Тимофеева [13] него-
лономной композиции ),( s  [14]. Относительно локального 

репера )(1 NR  уравнения плоскости Нордена — Тимофеева 

)( 01 Am  имеют вид 

0,000  ui
i yypy ,                          (27) 

где 00000 , pp
p pp    . 
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Геометрическая интерпретация объекта }{ 1m  была най-

дена Р. Ф. Домбровским [15] для касательно r-оснащенных 
поверхностей проективного пространства. 

Теорема 2. Поле Т-виртуальных нормалей 1-го рода 

}{ p
s   индуцирует поле плоскостей Нордена — Тимофеева р 

(27) — поле нормалей 2-го рода регулярной гиперполосы Hm,r(). 
Порядок дифференциальной окрестности, в которой внут-
ренним образом определено поле плоскостей Нордена — Тимо-
феева, на единицу выше порядка дифференциальной окрестно-

сти квазитензора }{ p
  (12). 

Нормаль 1-го рода mnN   пересекает многообразие 

),(1  sn  (21) по алгебраическому многообразию ),(1  mn  

размерности (n  m  1) порядка s: 
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  (28) 

а многообразие ),(1  rn  (25) — по алгебраическому мно-

гообразию ),(1  Nmn   размерности (n  m  1) порядка r: 
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   (29) 

Уравнения линейных поляр А0 относительно многообразий 
(28), (29) представим соответственно в виде 

,0,0 00  u
u

i xxx                               (30) 

.0,0 00  u
u

i xxx                               (31) 

Уравнения (30), (31) задают соответственно (n  m  1)-мер-
ные плоскости )( 01 Amn   и )( 01 Amn  , принадлежащие нор-

мали 1-го рода )( 0AN mn  гиперполосы )(, rmH  и не проходя-
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щие через точку 0A , то есть являющиеся оснащающими плос-

костями Картана гиперполосы )(, rmH  [5]. В общем случае 

плоскости )( 01 Amn   (30) и )( 01 Amn   (31) различны и поэто-

му образуют пучок плоскостей Картана гиперполосы )(, rmH , 

осью которого является плоскость )( 02 Amn  : 

0,0,0 0000  u
u

u
u

u xxxxx  .           (32) 

Следовательно, имеет место 
Теорема 3. С каждой Т-виртуальной нормалью 1-го рода 

}{ p
is   индуцируется в нормали 1-го рода )( 0AN mn  гиперпо-

лосы )(, rmH  пучок плоскостей Картана, осью которого яв-

ляется плоскость )( 02 Amn   (32). 
 

§ 3. -структуры поля касательных плоскостей Tm  
базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r() 

 
1. Пусть на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r() 

задано внутренним инвариантным образом поле Т-вирту-
альных нормалей 1-го рода s  (в § 1, например, найдено одно-

параметрическое семейство таких полей (19)). Поле оснащаю-
щих -плоскостей (Т-структура [16]) и поле Т-виртуальных 
нормалей s  (вторая Т-структура) порождают -структуру в рас-

слоении касательных плоскостей Tm базисной поверхности Vm 

гиперполосы Hm,r(). Действительно, в каждой точке m0 VA   

имеем 

000000 )()();()](),([ AAAATAA sms   .      (33) 

Известно [17], что всякая -структура вполне определяется 

полем аффинора }{ i
jA , удовлетворяющего соотношениям 

j
i

k
i

j
k AA .                                    (34) 
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Найдем компоненты аффинора i
jA , удовлетворяющего ус-

ловиям (34) и (33). В силу выбора репера )(1 NR  можем напи-

сать следующие разложения: 

k
k
ii AT  , где .

0

 


 p

p
qk

i 

                 

(35) 

Так как точки iT  линейно независимы, то матрица k
i  не-

вырождена и, следовательно, для нее существует обратная 
матрица 


 




f

f
qk

i 


0*

                               (36) 

такая, что выполняются равенства 

j
i

j
k

k
i

j
i

k
i

j
k  

**

, . 

Введем в рассмотрение тензор типа (1.1) (аффинор) 
*

2 p
j

i
p

i
j

i
j  A , ki

jk
i
j 0AA  ,                  (37) 

где 

)(2
**

i
pk

p
j

p
jk

i
p

i
jk  A ,                        (38) 

компоненты которого в силу (35), (36) имеют следующую 
структуру 

q
p

q
p A , 0

pA , pp
 2A , 



 A .             (39) 

Таким образом, аффинор i
jA  (37), (39) охватывается объ-

ектами Т-структур, индуцирующих данную -структуру, и 
удовлетворяет условиям (34). Следствием теоремы 1 и приве-
денных исследований (§ 3, п. 1) является 



Ю. И. Попов 

111 

Теорема 4. Поле касательных плоскостей Tm базисной по-
верхности Vm гиперполосы Hm,r() несет однопараметриче-
ское семейство π-структур, внутренне связанных с данной 

гиперполосой и определенных пучком аффиноров )(i
jA , где 

.
)(2

0
)( 

 



q

p
qi

j


A

                       

(40) 

2. Установим критерий интегрируемости π-структуры (Λ, 

ν), определенной аффинором i
jA  (37). Известно [16], что ин-

тегрируемость π-структуры характеризуется обращением в 
нуль тензора кручения данной π-структуры. В свою очередь, 
так как тензор кручения π-структуры только постоянным мно-

жителем отличается от тензора Нейенхейса }{ i
kjΠ , где 
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(41) 

то интегрируемость π-структуры (Λ, ν) сводится к обращению 
в нуль компонент тензора Нейенхейса в репере ),(1 NR , адап-

тированном полю s -плоскостей ( s -расслоению). В этом ре-

пере kp
k

p
0    и 0)( 

p

 (
)(  — фиксированное значение 

параметра σ). Предварительно, продифференцировав равен-
ства (34), получим следующие связи на компоненты аффинора 

i
jA  (37): 

0 k
il

j
k

k
i

j
kl AAAA .                             (42) 

Теперь, учитывая соотношения (34, 38, 39, 42), вычисляем 
компоненты тензора Нейенхейса π-структуры (Λ, ν): 
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Из (43) следует, что обращение в нуль всех компонент тен-
зора Нейенхейса равносильно равенству нулю тензоров неголо-

номности 
pqr  и )(

pqr
 
соответственно Λ-распределения и ν-рас-

пределения на базисной поверхности Vm гиперполосы Hm,r(). 
Таким образом, π-структура (Λ, ν )( ), определенная аффино-

ром )(i
jA , интегрируема тогда и только тогда, когда обраща-

ются в нуль тензоры неголономности 
pqr  и )(

pqr
 
соответст-

венно базовых распределений (Λ-распределения и s -распре-

деления) данной π-структуры. С другой стороны, интегрируе-
мость π-структуры означает расслоение базисной поверхности 
Vm гиперполосы Hm,r() на два семейства подмногообразий: 

а) на s-параметрическое семейство r-мерных поверхностей, 
огибающих элементы (плоскости ) -распределения; 

б) на r-параметрическое семейство s-мерных поверхно-
стей, огибающих элементы (плоскости )( s ) )( s -распре-

деления. Другими словами, через каждую точку m0 VA   про-

ходит по одной поверхности каждого из семейств. Многообра-
зие элементов -структуры, касательных к этим поверхностям 

),( sr VV , образует голономную композицию, а интегральные 
многообразия голономной композиции — композицию А. П. Нор-
дена [19]. Учитывая эту связь, Р. Ф. Домбровский [15] вводит 
для неинтегрируемых (интегрируемых) -структур названия 
неголономной (голономной) композиции А. П. Нордена. 

Определение. Неголономной композицией А. П. Нордена 
на дифференцируемом многообразии Xm называется диффе-
ренциально-геометрическая структура, индуцированная парой 
полей геометрических объектов, порождающих два распреде-
ления плоскостных элементов r и s  (в общем случае не ин-

волютивных) таких, что в каждой точке xsrm TXx  ],[:  , 

xsr  . Распределения r и s  называются базовыми рас-

пределениями неголономной композиции (, ). 
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Из результатов исследований (§ 3, п. 2) и теоремы 4 следует 
Теорема 5. Регулярная гиперполоса Hm,r() внутренним 

инвариантным образом порождает в поле касательных плос-
костей Tm базисной поверхности Vm однопараметрический 
пучок неголономных композиций А. П. Нордена (, (σ)), базо-
выми распределениями каждой из которых являются распре-
деления -плоскостей и )(s  -плоскостей. Обращение тен-

зоров неголономности 
pqr  и )(

pqr
 
соответствующих базо-

вых распределений данной π-структуры (, (σ)) в нуль есть 
необходимое и достаточное условие, чтобы базисная поверх-
ность Vm гиперполосы Hm,r() представляла собой голономную 
композицию А. П. Нордена ))(V,V( sr  , а соответствующая 

-структура (, (σ)) была голономной. 
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the field of the 1st kind normals. The tensor of nonholonomicity of cloth-
ing -planes field is introduced. The vanishing the nonholonomic tensor 
leads to three different interpretations of the hyperband. With the help of 
Т-virtual normals of the 1st and 2nd kind of framed -planes, we come to 
the following conclusion: in a third order differential neighborhood the 
bundle of the hyperband second kind normals generates a one-parameter 
bundle of Т-virtual first and second kind normals, which correspond to 
each other in bijection. We consider focal images associated with the hy-
perband, with the help of which the Norden — Timofeev plane of the 
indicated hyperband is constructed. The geometric interpretation of the 
object defining the Norden — Timofeev surface was found by R. F. Dom-
brovsky for tangentially r-framed surfaces in the projective space. We 
note that the field of Т-virtual first kind normals induces the field of the 
Norden — Timofeev planes, this is the field of the 2nd kind regular hyper-
band normals. It is proved that with each the 1st kind Т-virtual normal is 
induced a bundle of Cartan planes in the 1st kind normal at a fixed point 
of the hyperband. 

In conclusion, we consider the -structures of the tangent planes field 
at the base surface of the hyperband. 

 
Keywords: tangentially r-framed hyperband, nonholonomic tensor, 

T-virtual normal, algebraic variety, focal manifold, Norden — Timofeev 
plane, affinor, nonholonomic Norden composition. 
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On conformal transformations of metrics 
of Riemannian paracomplex manifolds 

 
A 2n-dimensional differentiable manifold M with 

   , ,O n O nR R -structure is a Riemannian almost para-

complex manifold. In the present paper, we consider con-
formal transformations of metrics of Riemannian para-
complex manifolds. In particular, a number of vanishing 
theorems for such transformations are proved using the 
Bochner technique. 

 
Keywords: almost paracomplex manifold, conformal transformations, 

Bochner technique, mixed scalar curvature. 
 

§ 1. Introduction and results 
 
A Riemannian almost product structure on an m-dimensional 

Riemannian manifold  ,M g  is a (1, 1)-tensor field J on M such 

that 2 idJ   and  , .g J J g  The triplet  , ,M J g  is called a 

Riemannian almost product manifold (see [1]). As a result, at every 
point ,x M  the horizontal subspace xH  and the vertical sub-

space xV  of the tangent space xT M  that correspond to the eigen-
values – 1 and + 1 of the tensor J must be orthogonal. A Riemanni-
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an almost paracomplex manifold is a Riemannian almost product 
manifold  , ,M J g  such that 0trace J   (see [2]). In this case, the 

two eigenbundles H  and V  of the tangent bundle TM  have the 
same rank, i. e., dim dimx xH V  at any point .x M  Note that the 

dimension of an almost paracomplex manifold  , ,M J g  is neces-

sarily even, i. e., 2 .m n  
A Riemannian almost paracomplex structure on 2n-dimensio-

nal differentiable manifold M may alternatively be defined as a 

 2 ,O n R -structure on M with structural orthogonal group 

     2 , , , .O n O n O n R R R  This structure is the antipode of an 

almost complex structure (see [3]). 
There are three kinds of sectional curvature for a Riemannian 

almost product manifold  , , :M J g  horizontal, vertical, and 

mixed. The mixed plane is spanned by two vectors such that the 
first vector is horizontal and the second vector is vertical at an arbi-
trary .x M  Mixed curvatures stand for the sectional curvatures 
of mixed planes. This concept has a long history and many applica-
tions (see, e. g., [4] and [5]). 

Let  1, , pe e  be an adapted local orthonormal frame of H and 

 1, ,p me e   be an adapted local orthonormal frame of V. Then 

mixed scalar curvature of a Riemannian almost product manifold 

 , ,M J g  is an averaged mixed sectional curvature, i. e., the fol-

lowing function on M: 

   
 


pi mp

iaimix eeeeRgs
,,1 ,,1

,,
 

 , 

where R is the curvature tensor of the metric g. 
We will assume below that there is a conformal transformation 
   gJMgJMf ,,,,:   of a Riemannian almost paracomplex 

manifold  gJM ,,  such that the metrics g  and g  are conformal-
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ly equivalent, that is, the following ordinary condition 
gegf 2  for some smooth scalar function   is satisfied (see 

[6, p. 269]). This transformation preserves the angles between any 
pair of curves (see [6, p. 267]). Therefore, the almost paracomplex 
structure of  gJM ,,  is also preserved. In particular, if   is con-
stant then f is called homothetic transformation. In this case, the 
following theorem holds. 

Theorem 1. Let  gJM ,,  be a 2n-dimensional parabolic Rie-
mannian almost paracomplex manifold with the mixed scalar cur-
vature mix 0.s   Then there are no non-homothetic conformal trans-

formations of the metric g such that mix 0.s   
A complete Riemannian manifold of finite volume is an exam-

ple of parabolic manifolds (see [7]). Using this fact, we can formu-
late a corollary of Theorem 1. 

Corollary 1. Let  gJM ,,  be a 2n-dimensional complete non-
compact Riemannian almost paracomplex manifold of finite volu-
me. If the mixed scalar curvature mix 0,s   then there are no non-
homothetic conformal transformations of the metric g such that 

mix 0.s   
In particular, if M is a compact manifold, then the following 

statements hold. 
Theorem 2. Let  gJM ,,  be a 2n-dimensional compact Rie-

mannian almost paracomplex manifold with the mixed scalar cur-
vature mix 0s   (resp. mix 0s  ). Then there are no non-homothetic 

conformal transformations of the metric g such that mix 0s   (resp. 

mix 0s  ). 

Theorem 3. Let  gJM ,,  and  , ,M J g  be two 2n-dimensio-

nal compact almost paracomplex manifolds with conformally equi-
valent metrics g and .g  If their mixed scalar curvatures mixs  and 

mixs  are not equal to zero everywhere on M, then these curvatures 
have the same sing. 
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§ 2. Proofs of Theorems 

 

Let  , ,M J g  be a 2n-dimensional Riemannian almost para-

complex manifold. We will assume that f is a conformal transfor-

mation such that   gug m 24  , i. e.,    um ln22  , for some 

smooth function 0u  and f-adjusted common coordinates on M 
(see [5, p. 269]). In this case, we get (see [8]) 














 




mix
m

m

mixm

m susuu 2

2
2 ,                        (1) 

where  ugraddivu   is the Beltrami Laplacian. Therefore, if 

mix 0s   and mix 0s   then 0,u   i. e., u is a superharmonic func-

tion. We recall here that a complete Riemannian manifold is pa-
rabolic if it does not admit non-constant positive superharmonic 
functions (see e. g., [9, p. 313]). Using this fact, we prove our Theo-
rem 1. 

If a manifold M is compact, then integrating (1) over (M, g) 

and using Green theorem 0 g
M

dvu  gives 

 



M

gmix
m

m

M
gmix dvsudvsu 2

2

.                     (2) 

Using (2), we prove our Theorems 2 and 3. 
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О конформных преобразованиях метрик  
римановых паракомплексных многообразий 

 
Поступила в редакцию 09.03.2021 г. 
 
2n-мерное дифференцируемое многообразие М с 

   , ,O n O nR R -структурой называется римановым паракомп-

лексным многообразием. В статье изучаются конформные преобра-
зования метрик паракомплексных многообразий. В частности, дока-
зывается с помощью техники Бохнера ряд теорем исчезновения для 
таких преобразований. 

 
Ключевые слова: почти паракомплексное многообразием, кон-

формные преобразования, техника Бохнера, смешанная скалярная 
кривизна. 
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Алгебры Ли дифференцирований 
линейных алгебр над полем 

 
В работе исследуется система линейных уравнений, 

задающих алгебру Ли дифференцирований DerA произ-
вольной конечномерной линейной алгебры A над по-
лем. Получена система уравнений, которой удовлетво-
ряют компоненты произвольного дифференцирования 
относительно фиксированного базиса алгебры A. Эта 
система является системой линейных однородных 
уравнений. Доказан закон преобразования матрицы 
этой системы. Доказана инвариантность ранга матрицы 
системы при переходе к новому базису в алгебре A. Да-
лее рассматривается возможность применения полу-
ченных результатов в дифференциальной геометрии 
при оценки сверху размерностей групп аффинных пре-
образований. В качестве примера приведен разработан-
ный И. П. Егоровым метод исследования размерностей 
алгебр Ли аффинных векторных полей на гладких мно-
гообразиях, снабженных линейными связностями, 
имеющими ненулевые тензорные поля кручения. 

 
Ключевые слова: линейная алгебра над полем, дифференцирова-

ние линейной алгебры, алгебра Ли, алгебра Ли дифференцирований. 
 

Введение 
 
Пусть P  — поле, W  — векторное пространство над этим 

полем. 
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Определение 1. Билинейной операцией, заданной на вектор-
ном пространстве W , называется отображение 

,: WWW   

удовлетворяющее условиям 

(1) ),(),(),( zyzxzyx   , 

(2) ),(),(),( yzxzyxz    

для любых P ,  и любых .,, Wzyx   
Условие (1) выражает линейность операции   по первому 

аргументу, а условие (2) — линейность по второму аргументу. 
Билинейная операция   называется иначе операцией умноже-
ния, а выражение ),( yx  обозначается символом xy  и назы-
вается произведением векторов x  и y . 

Условия (1) и (2) в принятых обозначениях примут вид 

)()()( yzxyzyx   , 

)()()( zyzxyxz   . 

Определение 2. Векторное пространство W , на котором 
задана билинейная операция, называется линейной алгеброй 
над полем P . 

Обозначим эту пару через A : ).,( WA   Векторное про-
странство W  называется носителем алгебры A , а векторы из 
W  — элементами алгебры A . Обычно алгебру A  отождеств-
ляют с W . Если векторное пространство W  является конеч-
номерным, то алгебра A  называется алгеброй конечного ран-
га, причем рангом алгебры A  называется размерность вектор-
ного пространства W  над полем P . Ранг алгебры A  часто на-
зывают размерностью линейной алгебры. 

Определение 3. Отображение WWf :  называется ли-

нейным (иначе — эндоморфизмом), если для любых P ,  
и любых Wyx ,  выполняется условие  

).()()( xfxfyxf    
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Множество всех линейных отображений векторного про-
странства W  в себя обозначается через WEnd . Для любых 

WEndgf ,  сумма gf   и произведение Pf  , , опреде-

ляются условиями 

),()())(( xgxfxgf   

)).(())(( xfxf    

Множество WEnd  с введенными операциями сложения 

линейных отображений и умножения их на скаляры из поля P  
становится векторным пространством. В полученном вектор-
ном пространстве можно определить операцию композиции  
по следующему правилу: 

))(()( xgfxgf   

для всех Wx  и для всех ., WEndgf   

Эта операция является билинейной, значит, пара ),( WEnd  

является линейной алгеброй, называемой линейной алгеброй эн-
доморфизмов векторного пространства W . В силу того что опе-
рация  является ассоциативной операцией, алгебра ),( WEnd  

называется ассоциативной. Условием xyyxyx  ],[  опре-

делим в алгебре ),( EndW  новую операцию ][, . В результате 
получим новую алгебру )(Wgl , являющуюся алгеброй Ли. Эта 
алгебра называется полной линейной алгеброй. 

Определение 4. Линейный оператор D  называется диф-
ференцированием алгебры ),,( WA   если выполняется сле-
дующее условие: 

).()()( yxDyxDxyD   

Совокупность всех дифференцирований линейной алгебры 
A обозначается символом Der A. На множестве Der A естест-
венным образом вводится операция коммутирования по пра-
вилу 
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122121 ],[ DDDDDD    

для всех DerADD 21, . 
Операция композиции над дифференцированиями, вообще 

говоря, не проводит к дифференцированию алгебры A, а опе-
рация коммутирования ],[),( 2121 DDDD   приводит к диффе-

ренцированию алгебры A . Более того, пара ])[,,(Der  являет-

ся алгеброй, и эта алгебра называется алгеброй Ли дифферен-
цирований линейной алгебры A . 

 
1. О размерности алгебры Ли DerA  

 
Теорема 1. Пусть алгебра A  имеет конечный ранг, рав-

ный m , тогда 2)(dim mDerAP  . 

Для доказательства этого утверждения выберем какой-
нибудь базис алгебры A : )...,,,( 21 m  и для каждого диффе-

ренцирования DerAD  образы )( iD   базисных элементов 

разложим по элементам базиса )...,,,( 21 m . Тогда получим 

j
j

ii xD  )( , .Px j
i   

Матрица 


















n
m

nn
m

m

xxx

xxx

xxx

DM

...

....

...

)(

21

22
2

2
1

11
2

1
1

 

называется матрицей дифференцирования D  в базисе 
)...,,,( 21 m . Заметим, что верхний индекс элементов этой 

матрицы является номером строки, а нижний индекс — номе-
ром столбца. 

Совокупность ),( Pmgl  всех квадратных матриц порядка m 
образует векторное пространство над полем P относительно 
естественных операций сложения матриц и умножения их на 
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скаляры из поля P. Размерность этого векторного простран-

ства равна 2m  Операцию коммутирования в ),( Pmgl  опреде-

лим условием BAABBA ],[  для любых ),(, PmglBA  . 
Выражения AB  и BA  выражают произведения матриц. 

Алгебра ),( Pmgl  с операцией [,] называется полной матрич-

ной алгеброй Ли над полем P. Размерность алгебры ),( Pmgl  

равна 2m . 
Отображение :h  ),( PmglDerA , определенное условием 

)()( DMDh  , является изоморфизмом. Следовательно, 
2dim mDerAP  . 

Теорема 2. 2dim mDerAP  тогда и только тогда, когда 

умножение в алгебре A  — нулевое, то есть Axy 0  для всех 
., Ayx   

Доказательство. Пусть 2dim mDerAP   и k
k
ii xD  )( . 

Тогда, действуя на произведение ji  дифференцированием 

,D  получим )()()( jijiji DDD   . Учитывая, что 

,k
k
ijji C    где PCk

ij   и называются структурными постоян-

ными алгебры A , находим 

).()()( jijik
k
ij DDDC    

Отсюда 

.0 h
k

k
ij

s
j

h
is

s
i

h
sj xCxCxC                         (1.1) 

Эти соотношения можно представить, используя символ 

Кронекера 











,,0

,,1

ji

ji
i
j  следующим образом:  

.0)(  s
h

h
s

k
ij

k
j

h
is

k
i

h
sj xCCC                      (1.2) 
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Они представляют собой систему линейных однородных 
уравнений относительно переменных s

hx . По предположению, 

каждый набор k
ix  является решением полученной системы 

(1.1). Значит, все элементы матрицы системы (1.2) должны 
быть равны нулю: 

.0 h
s

k
ij

k
j

h
is

k
i

h
sj CCC   

Свернув эти соотношения по индексам k и s, получим 

.0 h
ij

h
ij

h
ij CCC  

Отсюда ,0h
ijC  что приводит к равенствам 0ji  для 

всех i, j = 1, 2, ..., m. Значит, 0xy  для всех ., Ayx   Обратное 
утверждение очевидно. 

 
2. Закон преобразования элементов матрицы системы (1.2) 

 
Матрица C  системы (1.2) имеет элементы 

.k
ij

h
s

h
is

k
j

h
sj

k
i CCC

s

k

ij

h
C  








 

Мультииндекс 







s

k
 соответствует строке, а мультииндекс 









ij

h
 — столбцам матрицы C . При переходе к новому базису 

)'...,,','( 21 m  в алгебре A  элементы матрицы C  будут под-
вергаться преобразованиям по тензорному закону. Покажем 
это. 

Пусть ,'s
s
ii a    где матрица s

ia  — невырожденная, 

.' t
t
kk b    Из этих равенств следует .t

t
s

s
ii ba    Отсюда 

.t
t
it

t
s

s
i ba    Следовательно, .t

i
t
s

s
i ba   
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Аналогично ,'' s
s
t

t
kk ab    поэтому .s

k
t
k

s
t ba   Обозначим 

через 
k
ijC '  структурные постоянные алгебры A  относительно 

базиса ).'...,,','( 21 m  Значит, .'''' k
k
ijji C    Заменив эле-

менты нового базиса на их разложения по элементам старого 
базиса, получим 

.'
p

p
k

k
ijst

s
j

t
i bCbb    

Поскольку ,p
p

tsst C    то предыдущие равенства дают 

.' p
k

k
ij

s
j

t
i

p
ts bCbbC   

Отсюда .' s
j

t
i

k
p

p
ts

k
ij bbaCC   

Аналогично .' 21

21

i
j

i
i

k
p

p
ii

k
ij aabCC   

На основании приведенных равенств получим 

.'
3

2

21

1

3

2

21

1 2

2

1

1

3

3

2

2

1

1 
















k

h

kk

h
Caabbb

j

i

jj

i
C h

i
h
i

j
k

j
k

j
k             (1.3) 

Таким образом, элементы матриц C  и 'C  связаны тензор-
ным законом. 

 
3. Инвариантность размерности пространства  

решений системы (1.2) 
 
Система линейных однородных уравнений (1.2) относи-

тельно нового базиса )'...,,','( 21 m  примет вид 

.0' 2

2
3

2

21

1 






 k
hy

k

h

kk

h
C                               (1.4) 
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Докажем, что размерность пространства решений системы 
однородных линейных уравнений (1.2) не зависит от выбора 
базиса в алгебре A , что равносильно условию инвариантности 
ранга матрицы C при переходе к новому базису. 

Предположим, что система (1.4) имеет ненулевое решение. 
Тогда пространство всех решений системы (1.4) имеет базис. 
Пусть упорядоченные наборы элементов поля P  

s
tu  ),...,,2,1( 2   m  

где   — ранг матрицы 'C , составляют базис пространства ре-

шений системы (1.4). Тогда имеем верные равенства 

,0'
21

1 






 s
tu

s

t

kk

h
C   

где по индексам s и t ведется суммирование от 1 до m. Заменив 
в этих соотношениях коэффициенты по формулам (1.3) с по-
следующими свертываниями, получим 

03

2
3

2

21








 j
ij

i

ll

t
C   

для всех },...,,2,1{ 2   m  причем .
2

33

2

s
t

t
i

j
s

j
i uab    Следова-

тельно, наборы 3

2

j
i  являются решениями системы линейных 

однородных уравнений 

03

2
3

2

21








 i
ix

i

i

ll

t
C                                (1.5) 

для каждого }....,,2,1{ 2   m  

Эта система решений линейно независима. Действительно, 

пусть .03

2
j

i
  Тогда .0

2

3 s
t

t
i

j
s uab 

  Свернув эти соотноше-
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ния с ,, 2

3

i
t

k
j ba  получим .0k

tu
  Отсюда в силу линейной не-

зависимости системы решений k
tu  следует .0  Утвержде-

ние доказано. 

Пусть упорядоченный набор элементов s
t  — произволь-

ное решение системы (1.5). Тогда 

0
21








 s
ts

t

ll

h
C   

представляет собой верное равенство. 

Рассмотрим упорядоченный набор t
qu , где ),...,,2,1,( mqt   

определенный формулами 

.s
t

t
q

p
s

p
q bau   

Тогда .p
q

q
t

s
p

s
t uab  Поэтому получим 

.0'
21








 p
q

q
t

s
p uab

s

t

ll

h
C  

Свернем эти равенства последовательно с .,, 2

2

1

1

i
h

l
k

l
k abb  Тогда 

получим следующие равенства: 

.02

2

1

1
21








 p
q

q
t

i
h

s
p

l
k

l
k uaabbb

s

t

ll

h
C  

Учитывая равенства (1.3), эти соотношения примут вид 

.0'
21








 p
qu

p

q

kk

i
C  

Значит, упорядоченный набор p
qu  элементов поля P  явля-

ется решением системы (1.1). Это решение можно разложить 
по базисным решениям s

tu : 

p
q

p
q uu 

 . 
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Поскольку ,s
t

t
q

p
s

p
q bau   ,s

t
t
q

p
s

p
q bau    имеем 

.s
t

t
q

p
s

s
t

t
q

p
s baba 

    

Следовательно, .s
t

s
t 

   

Таким образом, решения s
t  )...,,2,1( 2   m  линейно 

независимы и порождают пространство решений системы 
(1.2). Поэтому размерность пространства решений системы 
(1.2) равна m2

 – ρ, то есть такая же, как размерность простран-
ства решений системы (1.4). 

Если система (1.4) имеет только нулевое решение, то сис-
тема (1.2) будет иметь также одно нулевое решение. Действи-
тельно, если предположить, что система (1.2) имеет ненулевое 
решение, то аналогичными рассуждениями получим, что сис-
тема (1.4) тоже имеет ненулевое решение. 

Таким образом, доказана следующая 
Теорема 3. Ранг системы (1.2) линейных однородных урав-

нений не зависит от выбора базиса пространства .W  
Исследования размерностей алгебр дифференцирований 

линейных алгебр тесно связаны с изучением групп аффинных 
преобразований многообразий, снабженных линейной связно-
стью. Опишем эту связь вкратце. 

Пусть nM  — гладкое связное многообразие класса C∞,  — 

линейная связность, заданная в нем. Связность  порождает 
два тензорных поля: R  — тензорное поле кривизны и T  — 
тензорное поле кручения. Эти тензорные поля определяются 
тождествами 

,),( ],[ ZZZZYXR YXXYYX   

],[),( YXXYYXT YX   

соответственно. 
В этих равенствах ZYX ,,  представляют собой произ-

вольные векторные поля. 
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Векторное поле X называется инфинитезимальным аффин-
ным преобразованием пространства ),,( nM  если ,0XL  

где XL  — символ производной Ли вдоль векторного поля X  
[2; 6]. 

Известно, что совокупность всех инфинитезимальных аф-
финных преобразований образует относительно операции 
коммутирования векторных полей алгебру Ли, которую обо-
значим ).(aff  Известно также, что 0RLX  и 0TLX  для 

любого ).(affX  Зафиксируем некоторую точку nMq  и 

выберем карту ),( ixU  таким образом, чтобы .Uq  Тогда ли-

нейная связность будет задаваться компонентами ,i
jk  опре-

деленными условиями .ki
i
jk j

   Тензорное поле кручения 

T  будет иметь составляющие .i
kj

i
jk

i
jkT    На касательном 

пространстве )(MTq  возникает структура линейной алгебры 

)),(( MTA q  с операцией умножения касательных векторов 

,i
ieaa   ,i

iebb   где 
q

ii
x

e



  определены по формуле 

.))(( i
i
jk eqTab   Положим .)( i

jk
i
jk CqT   Эта алгебра антиком-

мутативна: .baab   Изучим алгебру Ли дифференцирований 
введенной алгебры A  с алгеброй Ли ).(aff  Для этого сначала 

запишем уравнения 0XL  в координатах. Пусть i
iXX   — 

локальное представление векторного поля .X  Тогда для лю-
бых ,j  k будем иметь 

.0),(  kjXL                                (1.6) 

Эти соотношения равносильны следующей системе урав-
нений: 

.0 i
jkm

mm
m

m
jk

m
k

i
jm

m
j

i
mk

i
jk XXXXX   (1.7) 
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Поменяем местами индексы j и k, затем из соотношения 
(1.7) вычтем полученные соотношения. В результате имеем 
следующие равенства: 

.0 i
m

m
jk

m
k

i
jm

m
j

i
mk

i
jkm

m XTXTXTTX  

Выразив частные производные через ковариантные произ-
водные, получим 

.0 i
m

m
jk

m
k

i
jm

m
j

i
mk

i
jkm

m XTXTXTTX  

В точке Uq  эти соотношения будут задавать нам систе-

му линейных однородных уравнений относительно перемен-

ных ),(qXx mm   )(qXx m
j

m
j   с коэффициентами  

),)(( qTC i
jkm

i
jkm   :))(( qTC i

jk
i
jk   

,0







 m

s
i
jkm

m x
m

s

jk

i
CCx                          (1.8) 

где .s
jk

i
m

i
jm

s
k

i
mk

s
j CCC

m

s

jk

i
C  








 Число неизвестных в сис-

теме (1.8) равно .2 nn   

Матрица С с элементами 







m

s

jk

i
C  представляет собой 

матрицу системы линейных однородных уравнений, опреде-

ляющих дифференцирование ,D  с условиями .)( j
i
ii exeD   

Она является подматрицей матрицы системы (1.8). Поэто-
му если ,Crank  то размерность r  пространства решений 

системы (1.8) будет удовлетворять неравенству .2  nnr  

При исследовании размерности алгебры Ли аффинных век-
торных полей важно знать оценку размерности алгебры диф-
ференцирований линейной алгебры .A  И. П. Егоров предло-
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жил следующий прием оценки размерности алгебры диффе-
ренцирований линейной алгебры A  (используя инвариант-
ность ранга матрицы относительно выбора базиса векторного 
пространства). 

Выделим случаи: 

а) существует карта ),,( ixU  ,Uq  такая, что ,0)(1
23 qT  то 

есть ;01
23 C  

б) в каждой карте ),,( ixU  ,Uq  компоненты вида 
T   

(  ,,  попарно различны) в точке q  равны 0, но существует 

карта, относительно которой ,0)(1
12 qT  то есть .01

12 C  

В случае а) он доказал, что .63  nCrank  Следователь-

но, размерность алгебры Ли .62)( 2  nnaff  

В случае б) ,nArank   поэтому размерность алгебры Ли 

.)( 2naff   
Идеи И. П. Егорова использовались в работах К. Яно, Ш. Ко-

баяси и учеников И. П. Егорова. 
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In this paper, we study a system of linear equations that define the Lie 
algebra of differentiations DerA of an arbitrary finite-dimensional linear 
algebra over a field. A system of equations is obtained, which is satisfied 
by the components of an arbitrary differentiation with respect to a fixed 
basis of algebra A. This system is a system of linear homogeneous equa-
tions. The law of transformation of the matrix of this system is proved. 
The invariance of the rank of the matrix of this system in the transition to 
a new basis in algebra is proved. Next, we consider the possibility of ap-
plying the obtained results in differential geometry when estimating the 
dimensions of groups of affine transformations from above. As an exam-
ple, the method of I. P. Egorov is given for studying the dimensions of Lie 
algebras of affine vector fields on smooth manifolds equipped with linear 
connections having non-zero torsion tensor fields. 
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1 
О максимальной размерности алгебр Ли  

инфинитезимальных аффинных преобразований  
касательных расслоений с синектической связностью 

А. П. Широкова 
 

В настоящей работе получена точная оценка сверху 
размерностей алгебр Ли инфинитезимальных аффин-
ных преобразований в касательных расслоениях перво-
го порядка, снабженных синектическими связностями 
А. П. Широкова. 

 
Ключевые слова: дифференцируемое многообразие, касательное 

расслоение, синектическая связность, инфинитезимальное аффинное 
преобразование, алгебра Ли. 

 
Теория касательных расслоений над дифференцируемым 

многообразием M принадлежит области геометрии и тополо-
гии многообразий и является интенсивно развивающимся на-
правлением теории расслоенных пространств. Основы теории 
расслоенных пространств были заложены в работах С. Эресма-
на, А. Вейля, А. Моримото, Ш. Сасаки, К. Яно, С. Ишихара. Сре-
ди отечественных ученых касательные расслоения исследовали 
А. П. Широков, В. В. Вишневский, В. В. Шурыгин, Б. Н. Шапуков 
и их ученики. 

                                                           
Поступила в редакцию 28.06.2021 г. 
© Султанов А. Я., Султанова Г. А., Садовников Н. В., 2021 

 

https://orcid.org/0000-0002-8790-5747


Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

138 

При исследовании автоморфизмов обобщенных прост-
ранств важное значение имеет вопрос об инфинитезимальных 
преобразованиях связностей в этих пространствах. Движе-
ниями в различных пространствах занимались К. Яно, Г. Вран-
чану, П. А. Широков, И. П. Егоров, А. З. Петров, А. В. Аминова 
и др. Движениям и автоморфизмам касательных расслоений 
посвящены работы К. Сато и Ш. Танно. Инфинитезимальные 
аффинные коллинеации в касательных расслоениях с синекти-
ческой связностью были предметом исследований Х. Ша-
дыева. 

В настоящее время вопрос о движениях расслоенных про-
странств рассматривается в работах А. Я. Султанова, исследу-
ющего инфинитезимальные преобразования расслоения ли-
нейных реперов со связностью полного лифта, алгебры Ли го-
ломорфных аффинных векторных полей в произвольных рас-
слоениях Вейля. 

 
1. Основные определения и факты 

 
Касательное расслоение первого порядка представляет со-

бой расслоение А. Вейля над гладким классаС   многообрази-

ем М, возникающим при помощи алгебры  A R   дуальных 

чисел со стандартным базисом ),( 10  . Из определения ба-

зисных элементов следует, что они перемножаются по следу-

ющему правилу: 
    


  , причем 0   при 2  . Обо-

значим через *A  векторное пространство линейных форм над 
полем действительных чисел R, заданных на A и принимаю-
щих значения в R. 

Пусть ( )С M  — вещественная алгебра гладких класса 

С  функций, заданных на M и принимающих значения в R. 

Обозначим через qT M  множество всевозможных гомоморфиз-
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мов : ( )qt C M A  , где q M , удовлетворяющих условию 

( ) ( )(mod )qt f f q I , где I — идеал алгебры A, порожденный 

элементом 1 . Множество q
q M

TM T M


   можно естественным 

образом наделить структурой гладкого многообразия над ал-
геброй A и гладкой структурой над R [1]. Отображение 

:TM M  , определенное условием ( )qt q  , называется 

канонической проекцией, а тройка ( , , )TM M  — расслоением 

А. Вейля, в нашем случае — касательным расслоением перво-
го порядка. 

Для каждой функции ( )f С M  можно построить ее 

естественный лифт (1)f , называемый ее полным лифтом, с ба-

зы M  в его касательное расслоение TM  следующим обра-

зом: .)(= 1(0)(1)
j

j xff   Функции (0)f  и (1)f  позволяют опреде-

лить на TM  функцию Af  со значениями в A формулой 

( 0,1)Af f 
   . Функция Af  называется естественным 

продолжением функции f из M в TM. Композицию * Aa f  

обозначим через *( )
.

a
f  Если * ,a a

  то * ( )( )
,

a
f a f




  при-

чем 
0 1( ) (0) ( ) (1),f f f f   . 

Пусть a A  — произвольный фиксированный элемент ал-
гебры A, X — произвольное гладкое векторное поле на M. На 
касательном расслоении TM существует единственное вектор-
ное поле ( )aX , удовлетворяющее условию 

* *

( )

( ) ( )
( )a

b a b
X f Xf


  

для любой функции ( )f C M . В этом равенстве * *a b A   

определяется по правилу * *( ) ( )a b c a bc  . Для векторного по-

ля X можно построить его естественное продолжение AX  на 
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TM. Оно задается условием ( )A A AX f Xf  для любой функции 

( )f C M . Векторное поле  на A называется голоморфным 

тогда и только тогда, когда ( 0,1)AX X
   . 

Линейная связность  , заданная на TM, называется голо-

морфной, если векторное поле X
Y 

   является голоморфным 

для любых голоморфных векторных полей X  и Y , заданных 
на TM. А. П. Широковым доказано, что любая голоморфная 
связность   на касательном расслоении первого порядка мо-

жет быть представлена в виде 1
A A    , где 0    — 

линейная связность, а 1  — тензорное поле типа (1,2) на M [1]. 

Вещественную реализацию Sh  голоморфной связности   
будем называть синектической связностью А. П. Широкова. 

Имеет место тождество 

( )

( ) ( )( ( , ))a

Sh b ab

X
Y X Y


   . 

Известно, что линейная связность Sh  без кручения, за-
данная на TM при условии dim 2A   и dim 2M   с отличным 

от нуля тензорным полем кривизны ShR , имеет отличное от 

нуля тензорное поле Г. Вейля проективной кривизны ShW  [3]. 
На основании теоремы И. П. Егорова о максимальной размер-
ности алгебры Ли аффинных векторных полей заключаем, что 
размерность алгебры Ли аффинных векторных полей связно-

сти Sh  на касательном расслоении ТМ, где dim 2M  , не 

больше, чем 2 2(2 ) 2(2 ) 5 (2 1) 4n n n      [2]. Покажем точ-

ность этой оценки. Для этого рассмотрим касательное рассло-

ение ( 2)A
nR n  , снабженное связностью А. П. Широкова Sh  

 
( )

( )i i
jk vjk
    
  

       , причем 0i
vjk   для всех 0,1  , 

а 1

1 1

1 1 2
123 132 , 0i

vj kx       в остальных случаях. Тогда 
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001 2 001 2
231 0 321 0, ,x x     а остальные коэффициенты 0.i

jk

   Вы-

числив компоненты тензорного поля кривизны i
jklR
 , полу-

чим, что 0001 0001
2231 23211, 1R R   , все другие компоненты тензор-

ного поля ShR  равны 0. Так как 0ShR  , то 0ShW  . Во мно-

жестве мультииндексов 
i


 
 
 

, где {1, 2,..., }, {0,1}i n   , 

введем отношение линейного порядка следующими условиями: 

(а) если i j , то 
i j

 
   

   
   

 для любых , {0,1}   ; 

(б) если i j , то
i i

 
   

   
   

 для всех ,  , удовлетворя-

ющих условию   . 
Тогда рассматриваемый случай будет представлять при-

мер, приведенный И. П. Егоровым для доказательства точно-
сти 2 2 5d d   алгебры Ли инфинитезимальных аффинных 

преобразований пространства dR  с линейной связностью   с 

компонентами 1 1 2
23 32 x    , другие 0i

jk   [2]. 

Таким образом, доказана 
Теорема. Максимальная размерность алгебры Ли аффин-

ных векторных полей касательных расслоений первого поряд-
ка гладкого многообразия, снабженного синектической связ-
ностью А. П. Широкова, равна точно 2(2 1) 4n   . 
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Affine transformations of the tangent bundle 

with a complete lift connection over a manifold 
with a linear connection of special type 

 
Submitted on Juny 28, 2021 
 
The theory of tangent bundles over a differentiable manifold M be-

longs to the geometry and topology of manifolds and is an intensively 
developing area of the theory of fiber spaces. The foundations of the theory 
of fibered spaces were laid in the works of S. Eresman, A. Weil, A. Mori-
moto, S. Sasaki, K. Yano, S. Ishihara. Among Russian scientists, tangent 
bundles were investigated by A. P. Shirokov, V. V. Vishnevsky, V. V. Shu-
rygin, B. N. Shapukov and their students. 

In the study of automorphisms of generalized spaces, the question of 
infinitesimal transformations of connections in these spaces is of great 
importance. K. Yano, G. Vrancianu, P. A. Shirokov, I. P. Egorov, A. Z. Pet-
rov, A. V. Aminova and others have studied movements in different spac-
es. The works of K. Sato and S. Tanno are devoted to the motions and au-
tomorphisms of tangent bundles. Infinitesimal affine collineations in tan-
gent bundles with a synectic connection were considered by H. Shadyev. 

At present, the question of the motions of fibered spaces is considered 
in the works of A. Ya. Sultanov, in which infinitesimal transformations of 
a bundle of linear frames with a complete lift connection, the Lie algebra 
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of holomorphic affine vector fields in arbitrary Weyl bundles are investi-
gated. In this paper we obtain exact upper bounds for the dimensions of 
Lie algebras of infinitesimal affine transformations in tangent bundles 
with a synectic connection A. P. Shyrokov. 

 
Keywords: differentiable manifold, tangent bundle, synectic connec-

tion, infinitesimal affine transformation, Lie algebra. 
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Деформация односторонних поверхностей 
 

Работа посвящена изучению деформации односто-
ронних поверхностей, к которым относятся скрещенный 
колпак, римская поверхность, бутылка Клейна. Первые 
две являются моделями проективной плоскости. 

Доказано, что если поверхность представляет собой 
модель либо листа Мёбиуса, либо бутылки Клейна, ли-
бо проективной плоскости, то деформация поверхности 
будет моделью листа Мёбиуса, бутылки Клейна или 
проективной плоскости соответственно. 

С использованием математического пакета построе-
ны графики рассматриваемых поверхностей. 

 
Ключевые слова: скрещенный колпак, римская поверхность, 

лист Мёбиуса, бутылка Клейна. 
 
В евклидовом пространстве 3E  рассмотрим гладкую замк-

нутую неплоскую кривую  без самопересечения, заданную 

4 -периодической вектор-функцией )(u  , которая не яв-

ляется 2 -периодической и 2 -антипериодической. 
Так как )4()(   uu , то функция 

))2()((
2

1
)(   uuus  
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есть 2 -периодическая не равная нулю, а вектор-функция 

))2()((
2

1
)(   uuul  

есть 2 -антипериодическая. 
Пусть вдоль замкнутой кривой на поверхности обносится 

нормальный вектор. 
Если при возвращении в исходную точку направление нор-

мали совпадает с исходным направлением нормали независи-
мо от выбора кривой, то поверхность называется двусторон-
ней. В противном случае имеем одностороннюю поверхность. 

С помощью этих функций построим примеры односторон-
них поверхностей. 

 
Модель листа Мёбиуса 

 
Определим поверхность M  уравнением 

.]1,1[],,[),()(),(  vuuvlusvur           (1) 

Теорема 1. Поверхность M  есть модель листа Мёбиуса, 
для которого кривая )(u   есть край. 

Доказательство. Рассмотрим поверхность M  как фактор-
пространство [1, с. 75] 

],[],/[],[],[ vvM   . 

Так как 

),()(),()(),()(),(   llssvlsvr  

имеем ),(),( vrvr   . 
Следовательно [1, с. 25], поверхность M  есть модель лис-

та Мёбиуса. 
Следствие. Кривая )()0,(: usurdk   — дезориентирую-

щий контур поверхности M . 
Доказательство. Определим вектор нормали ),( vun  вдоль 

кривой )()0,( usur  . Имеем )()0,( usuru  , )()0,( ulurv  . 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

146 

Поскольку ),()2( usus    )()2( ulul   , получим  

)0,2()](),([)0,(  unulusun . 

 
Модель бутылки Клейна 

 
Рассмотрим замкнутую поверхность KL  

].,[],,[

,1),()sin()())cos((),(

 


vu

pulvusvpvur
          (2) 

Теорема 2. Поверхность KL  определяет модель бутылки 
Клейна. 

Доказательство. Рассмотрим бутылку Клейна как фактор-
пространство [1, с. 25, 75] 

],[],[],,[],/[],[],[  uuvvKL  . 

Действительно, 

).,()()sin()())cos((),(

),,()()1(),(

vrlvsvpvr

uruspur







 

Поверхность KL  имеет два дезориентирующих контура 

)()1(),(),()1()0,( uspuruspur   . 

Разрежем KL  вдоль кривой ),( 0vurr  , ]2,2[ u , 

 ,00 constv . Получим два листа Мёбиуса (криволи-

нейных) со средними линиями 

)()1(),(),()1()0,( uspuruspur   . 

Если )01(01  pp , то средняя линия  

)()1()0,( uspur   ))()1(),(( uspur   

вырождается в точку. Один из листов Мёбиуса вырождается в 
конус, гомеоморфный сфере с дырой. Поверхность в этом слу-
чае гомеоморфна сфере с дырой, заклеенной листом Мёбиуса. 
Имеем модель проективной плоскости [1, с. 25]. 
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Модели проективной плоскости 

 
Определим поверхность P  уравнением 

].,[],,[

),()sin()())cos(1(),(

 


vu

ulvusvvur
               (4) 

Теорема 3. Поверхность P  есть модель проективной плос-
кости. 

Доказательство. Рассмотрим проективную плоскость как 
факторпространство [1, с. 75] 

P )],(),(),,(),/[(],[],[  uuvv  . 

Поскольку 

)()sin()())cos(1(),(  lvsvvr  , 

)()sin()())cos(1((),(   lvsvvr , 

)()(),()(  llss  , 

0)()sin()())cos(1(),(  ulusur  , 

0)()sin()())cos(1(),(  ulusur  , 

имеем ),(),(),,(),(   ururvrvr . 

Следовательно, поверхность P  [1, с. 25] есть модель про-
ективной плоскости. 

 
Деформация односторонних поверхностей 

 
Рассмотрим деформацию поверхности ),(1 vurr   в по-

верхность :),(2 vurr   

]1,0[),,()1(),( 12  avuravuarr .                (5) 
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Пусть даны две 4 -периодические функции )(1 u  , 

)(2 u  . Тогда функция 

,),()1()( 12 constauaua    

будет также 4 -периодической. Таким образом, имеет место 
следующая теорема. 

Теорема 4. Если поверхности ),(1 vurr   и ),(2 vurr   есть 
модели либо листа Мёбиуса, либо бутылки Клейна, либо про-
ективной плоскости, то поверхность (5) есть модель листа 
Мёбиуса, бутылки Клейна или проективной плоскости соот-
ветственно. 

В [2—5] изучаются односторонние поверхности. 
Построим пример поверхности (5). 
Рассмотрим тор 

),0,0,1(k,)0,)u(sin,)u(cos()u(e

k,)v(sin)u(e))v(cos5()vu,(r




 

и линию sin(u/2)k(u)cos(u/2))e(5u/2)(u,(u)  r . 
Назовем ее обмоткой тора первого типа. 
Рассмотрим также обмотку тора 

sin(u)k/2)cos(u))e(u(5(u)  . 

Назовем ее обмоткой тора второго типа. Построим поверх-
ности P  (4) (рис. 1, 2). 

 

 
 

Рис. 1. Обмотка тора второго типа и римская поверхность 
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Рис. 2. Обмотка тора первого типа и скрещенный колпак 
 
Если кривая )(u   есть обмотка тора первого типа, то 

поверхность P  есть скрещенный колпак [4, с. 304]. Если кри-
вая )(u   есть обмотка тора второго типа, то поверхность 
P  есть римская поверхность [4, с. 305; 5, с. 302]. 

Построим поверхность (5) (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Деформация римской поверхности 
в поверхность скрещенного колпака 
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Deformation of one-sided surfaces 
 
Submitted on December 26, 2020 
 
The work is devoted to the study of the deformation of one-sided sur-

faces. Let a normal vector be drawn along a closed curve on the surface. 
If, when returning to the original point, the direction of the normal coin-
cides with the original direction of the normal, then the surface is called 
two-sided. Otherwise, we have a one-sided surface. Unilateral surfaces 
include: crossed cap, Roman surface, Boya surface, Klein bottle. Roman 
surface, Boya surface and crossed hood are a model of the projective 
plane. 

It is proved that if the surface is a model of a Moebius strip, of a Klein 
bottle, of projective plane, then the surface deformation is a Moebius strip 
model, a Klein bottle model, projective plane model respectively. 

Using a mathematical package, graphs are built the surfaces under 
consideration. 

 
Keywords: crossed cap, Roman surface, Moebius strip, Klein bottle. 
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