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О 6-мерных AH-подмногообразиях 
класса 421 WWW   алгебры Кэли 

 
Установлено, что 6-мерное 421 WWW  -подмно-

гообразие алгебры октав, через каждую точку которого 
проходит гиперповерхность с квазисасакиевой структу-
рой, является почти келеровым многообразием. 
 

Ключевые слова: почти эрмитово многообразие, классы Грея — 
Хервеллы, почти контактная метрическая структура, квазисасакиева 
структура, алгебра Кэли. 
 

1. Многие специалисты считают, что опубликованная 40 лет 
назад статья [1] А. Грея и Л. М. Хервеллы — самая значитель-
ная работа в области геометрии почти эрмитовых многообра-
зий. Основной результат этой работы — выделение 16 классов 
(хотя правильнее было бы сказать — типов) почти эрмитовых 
структур.  

Классы Грея — Хервеллы изучены крайне неравномерно. 
Наименее изученными являются так называемые большие клас-
сы: 321 WWW  , 421 WWW  , 431 WWW   и .432 WWW   

Многообразия класса 321 WWW   с 80-х годов прошлого века 
обычно исследовались под названием полукелеровых (semi-Käh-
lerian, SK-) многообразий, за многообразиями классов 
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431 WWW   и 432 WWW   закрепились названия -1G  и  

2G -многообразий соответственно. У многообразий класса 

421 WWW   нет особого названия из-за того, что они практи-
чески никогда не изучались отдельно, то есть класс почти эр-
митовых многообразий 421 WWW   — наименее исследо-
ванный среди всех 16 классов Грея — Хервеллы. При этом он 
включает в себя келеровы, приближенно келеровы, почти ке-
леровы, локально конформные келеровы и квазикелеровы 
многообразия, а также многообразия Вайсмана — Грея.   

В настоящей заметке мы рассматриваем почти эрмитову 
структуру класса 421 WWW  , индуцированную на 6-мерных 

подмногообразиях алгебры октав.  
 

2. Под почти эрмитовой (almost Hermitian, AH-) структурой 

на многообразии четной размерности nM 2  понимают пару 
  ,, gJ , состоящую из почти комплексной структуры J и 

римановой метрики  ,g , которые согласованы условием  

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM  — модуль всех гладких векторных полей на мно-

гообразии nM 2  [1]. Для каждой AH-структуры   ,, gJ  на 

многообразии nM 2  определяется фундаментальная (или келе-
рова [1]) форма: 

)(,,,),( 2nMYXJYXYXF  . 

Почти эрмитова структура принадлежит классу 

421 WWW   [1], если  

         ZJYFZYF JXX ,,  

      JZFJYXYFZXZFYX
n

 ,,,
1

1



 , )(, 2nMYX  . 
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Напомним [2], что почти контактной метрической струк-
турой на многообразии N называется система  g,,,  , 

состоящая из четырех тензорных полей на этом многообразии, 
в том случае, когда для нее выполняются условия 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, NYX  . 

Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле, 

  — ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика, )(N  — 

модуль гладких векторных полей на многообразии N. 
Самыми важными и известными примерами почти кон-

тактной метрической структуры являются косимплектическая 
и слабо косимплектическая структуры, структуры Кенмоцу и 
Сасаки, а также их многочисленные обобщения. В нашей за-
метке речь пойдет о квазисасакиевой структуре, которая опре-
деляется как почти контактная метрическая структура с за-
мкнутой формой YXYX  ,),(   и дополнительным равен-

ством 

0
2

1
  dN , 

где N  — тензор Нейенхейса оператора  . 

 
3. В 60-х годах прошлого века А. Грей приступил к иссле-

дованию почти эрмитовых структур, индуцированных так на-
зываемыми 3-векторными произведениями в алгебре Кэли на 
ее 6-мерных подмногообразиях (см., например, [3]). В 1980 го-
ду В. Ф. Кириченко опубликовал работу [4], где представлены 
структурные уравнения Картана произвольной почти эрмито-
вой структуры на 6-мерном подмногообразии  алгебры октав: 

b
c

hc
abh

cb
c
h

bahba
b

a DDd  
2

1

2

1 ][ ; 
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b
c

hc
abhc

bh
cbahb

b
aa DDd  

2

1

2

1
][ ; 

jk
bjkaj

g
kh

ah
bg

c
b

a
c

a
b TTDDd 



 







  ][ˆ][2

1
. 

Здесь 123
abcabc   , abcabc

123   — компоненты тензора Кроне-
кера порядка три; 

h
b

a
g

h
g

a
b

ah
bg   ; 

78
cjcjcj iTTD  ,  7

ˆ
8
ˆˆ jcjcjc iTTD  , 

где }{ 
ijT  — компоненты конфигурационного тензора;  = 7, 8; 

a, b, c, d, h = 1, 2, 3; i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6; 3ˆ  aa . 
Используя условия принадлежности произвольной почти 

эрмитовой структуры классу 421 WWW   [5; 6], мы получаем 
такое  

Предложение 1. Почти эрмитова структура на 6-мерном 
подмногообразии алгебры Кэли принадлежит классу 

421 WWW   тогда и только тогда, когда 

0ˆˆ


baab DD .                                    (1) 

Условия (1) позволяют получить структурные уравнения 
почти эрмитовой структуры класса 421 WWW  , индуциро-
ванной на 6-мерном подмногообразии алгебры Кэли.  

Предложение 2. Структурные уравнения Картана почти 
эрмитовой структуры, индуцированной на 6-мерном 

421 WWW  -подмногообразии алгебры октав, имеют следу-
ющий вид:  

;
2

1 ][
cb

c
h

bahba
b

a Dd    

;
2

1
][

cb
c

h
bahb

b
aa Dd                   (2) 
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 dc
acdb

c
b

a
c

a
b DTid  ˆ]

7
[

 d
cbdcabcdabcdadgch

ah
bg TTTTTTDD  )2

2

1
( 77

ˆˆ
7
ˆ

7
ˆ

8
ˆ

8
ˆˆˆ

.]ˆ
7

ˆ[ˆ dcbcda
DTi    

Обратим внимание на то, что уравнения (2) в точности со-
ответствуют структурным уравнениям квазикелеровой струк-
туры [7]. Отметим, что в работе [8] Л. В. Степановой представ-
лено большое количество результатов о геометрии почти кон-
тактных метрических гиперповерхностей квазикелеровых мно-
гообразий. Эти результаты можно теперь применить и к 6-мер-
ным AH-подмногообразиям класса  421 WWW   алгебры Кэли. 

Предложение 3. Всякое 6-мерное 421 WWW  -подмного-
образие алгебры октав, через каждую точку которого прохо-
дит гиперповерхность с квазисасакиевой структурой, является 
почти келеровым многообразием (многообразием класса 2W ).  

Предложение 4. Всякое 6-мерное 421 WWW  -подмного-
образие алгебры октав, через каждую точку которого прохо-
дит  -квазиомбилическая гиперповерхность с квазисасакие-
вой структурой, является келеровым многообразием. 
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On six-dimensional AH-submanifolds of class 421 WWW    
in Cayley algebra 
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Six-dimensional submanifolds of Cayley algebra equipped with an 

almost Hermitian structure of class 421 WWW   defined by means of 
three-fold vector cross products are considered. As it is known, the class 

421 WWW  contains all Kählerian, nearly Kählerian, almost Kählerian, 
locally conformal Kählerian, quasi-Kählerian and Vaisman — Gray mani-
folds. The Cartan structural equations of the 421 WWW  -structure on 
such six-dimensional submanifolds of the octave algebra are obtained. A cri-
terion in terms of the configuration tensor for an arbitrary almost Hermi-
tian structure on a six-dimensional submanifold of Cayley algebra to be-
long to the 421 WWW  -class is established. 

It is proved that if a six-dimensional 421 WWW  -submanifold of 
Cayley algebra satisfies the quasi-Sasakian hypersurfaces axiom (i. e. a 
hypersurface with a quasi-Sasakian structure passes through every point 
of such submanifold), then it is an almost Kählerian manifold. It is also 
proved that a six-dimensional 421 WWW  -submanifold of Cayley al-
gebra satisfies the eta-quasi-umbilical quasi-Sasakian hypersurfaces axi-
om, then it is a Kählerian manifold. 

 

Keywords: almost Hermitian manifold, Gray — Hervella classes, al-
most contact metric structure, quasi-Sasakian structure, Cayley algebra.  
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Oб одном свойстве 4W -многообразий  

Доказано, что квазисасакиева структура, индуциро-
ванная на вполне омбилической гиперповерхности W4-
многообразия, либо гомотетична сасакиевой структуре, 
либо является косимплектической структурой. 

 
Ключевые слова: почти эрмитово многообразие, 4W -многообра-

зие, почти контактная метрическая структура, гиперповерхность. 
 

1. Значение класса 4W  почти эрмитовых многообразий 

определяется прежде всего тем, что этот класс содержит все 
локально конформные келеровы (locally conformal Kählerian, 
LCK-) многообразия. При этом класс 4W  совпадает с классом 

LCK-многообразий для размерности не ниже шести [1]. Отме-
тим, что 4W -многообразия изучали с разных точек зрения та-

кие известнейшие геометры, как Альфред Грей (США), Изу 
Вайсман (Израиль) и Вадим Фёдорович Кириченко (Россия).  

Данная статья продолжает работу автора, связанную с изу-
чением почти контактных метрических структур на гиперпо-
верхностях 4W -многообразий [2—5].  

2. Напомним [1], что под почти эрмитовой структурой на чет-

номерном многообразии nM 2  мы понимаем пару   ,, gJ , 
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состоящую из почти комплексной структуры J и римановой 
метрики  ,g , причем J и  ,g  должны удовлетворять 

условию  

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM   — модуль гладких векторных полей на многооб-

разии nM 2 . 
Пусть  },,{,2 gJM n  — почти эрмитово многообразие. 

Зафиксируем точку nMp 2 . Пусть )( 2n
p MT  — пространство, 

касательное к многообразию nM 2  в выбранной точке p, а 
  ,, pp gJ  — почти эрмитова структура, порожденная па-

рой   ,, gJ . Реперы, адаптированные почти эрмитовой 

структуре (А-реперы), устроены так:  

),,,,,,,( ˆ1̂1 nnp    

где a  — собственные векторы оператора почти комплексной 

структуры в комплексификации касательного пространства, 
принадлежащие собственному значению оператора 1i , а 

â  — собственные векторы, принадлежащие собственному 
значению i . Здесь индекс a принимает значения от 1 до n; 

.ˆ naa    

Почти эрмитова структура на многообразии  nM 2  принад-
лежит классу 4W , если  

         


 YFZXZFYX
n

ZYFX  ,,
12

1
,  

    JYFJZXJZFJYX  ,,  , )(,, 2nMZYX  . 

Здесь JYXYXF ,),(   — фундаментальная форма почти 

эрмитовой структуры; через   обозначен оператор кодиффе-
ренцирования, через   — риманова связность метрики 

 ,g  [1]. 
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На всякой ориентируемой гиперповерхности 12 nN  почти 

эрмитова многообразия nM 2  индуцируется почти контактная 
метрическая структура [4; 6], понимаемая как система тензор-
ных полей  g,,,  , для которой выполняются следующие 

условия: 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, NYX  . 

Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле, 

  — ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика. 

 
3. Структурные уравнения Картана (в А-репере) почти 

контактной метрической структуры на ориентируемой гипер-

поверхности 12 nN  в произвольном 4W -многообразии nM 2  

имеют следующий вид [2; 3; 5]: 
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Здесь через }{  , }{  обозначены компоненты форм 

смещения )(  n , через }{ k
j  — компоненты форм римано-

вой связности; а через }{ ,
j

mkJ  обозначены компоненты J . 

Отметим, что системы функций  c
abB  и  c

abB  являются ком-

понентами тензоров Кириченко [6] почти эрмитовой структу-

ры на многообразии nM 2 . Здесь и далее ;1,,1,,  n  

;,,1,, ncba   ;ˆ naa     — вторая квадратичная форма по-

гружения гиперповерхности 12 nN  в 4W -многообразие .2nM  

Гиперповерхность 4W -многообразия является вполне ом-

билической в том и только том случае, если ,psps g   

const , при этом гиперповерхность 4W -многообразия явля-

ется вполне геодезической тогда и только тогда, когда матрица 
ее второй квадратичной формы будет нулевой. Принимая во 
внимание вид матрицы метрического тензора [4; 6] 
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мы можем сделать вывод о том, что «блоки» )( ˆ  и )( ̂  

матрицы второй квадратичной формы погружения вполне ом-

билической гиперповерхности 12 nN  в 4W -многообразие nM 2  

имеют скалярный вид: 
  iˆ .     
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Сопоставляя уравнения (1) с известными [1] структурными 
уравнениями квазисасакиевой структуры 

;





   Bd  

;




   Bd  

,2 


   Bd  

структуры, гомотетичной сасакиевой,   

;





   id  

;




   id  


   id 2  , 

а также косимплектической структуры 

,


  d  

,

  d  

0d , 

мы приходим к такому результату.  
Теорема. Квазисасакиева структура, индуцированная на 

вполне омбилической гиперповерхности 12 nN  4W -многообра-

зия ,2nM  является либо гомотетичной сасакиевой структу-
ре, либо косимплектической структурой. При этом структу-
ра будет косимплектической в том и только том случае, ко-
гда гиперповерхность является вполне геодезическим подмно-
гообразием многообразия nM 2 . 

Учитывая упомянутый выше факт о том, что класс 4W  по-
чти эрмитовых многообразий содержит все LCK-многообра-
зия, мы получаем такое 

Следствие 1. Квазисасакиева структура, индуцированная 

на вполне омбилической гиперповерхности 12 nN  всякого 
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LCK-многообразия ,2nM  является либо гомотетичной сасаки-
евой структуре, либо косимплектической структурой. При 
этом структура будет косимплектической в том и только том 
случае, когда гиперповерхность является вполне геодезиче-

ским подмногообразием LCK-многообразия nM 2 . 
С учетом результатов В. Ф. Кириченко о строении косим-

плектических многообразий [6] мы приходим еще к одному 
результату. 

Следствие 2. Пусть 12 nN  — вполне геодезическая гипер-

поверхность 4W -многообразия ,2nM  на которой индуцирова-

на квазисасакиева структура. Тогда гиперповерхность 12 nN  
локально эквивалентна произведению келерова многообразия 
на вещественную прямую. 
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The properties of almost Hermitian manifolds belonging to the Gray — 

Hervella class W4 are considered. The almost Hermitian manifolds of this 
class were studied by such outstanding geometers like Alfred Gray, Izu 
Vaisman, and Vadim Feodorovich Kirichenko. 

Using the Cartan structural equations of an almost contact metric 
structure induced on an arbitrary oriented hypersurface of a W4-manifold, 
some results on totally umbilical and totally geodesic hypersurfaces of 
W4-manifolds are presented. It is proved that the quasi-Sasakian structure 
induced on a totally umbilical hypersurface of a W4-manifold is either 
homothetic to a Sasakian structure or cosymplectic. Moreover, the quasi-
Sasakian structure is cosymplectic if and only if the hypersurface is a to-
tally geodesic submanifold of the considered W4-manifold.  

From the present result it immediately follows that the quasi-Sasakian 
structure induced on a totally umbilical hypersurface of a locally confor-
mal Kählerian (LCK-) manifold also is either homothetic to a Sasakian 
structure or cosymplectic. 

 
Keywords: almost Hermitian manifold, 4W -manifold, almost contact 

metric structure, hypersurface. 
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1 
Приклеенная линейная связность  

на поверхности проективного пространства  
 

В многомерном проективном пространстве рассмот-
рена поверхность как многообразие центрированных 
плоскостей. Над этим многообразием возникает при-
клеенное расслоение линейных кореперов, которое не 
является главным расслоением. Задание связности в та-
ком расслоении превращает его в пространство прикле-
енной линейной связности. Доказано, что объект кри-
визны является тензором. Найдено условие, при кото-
ром пространство приклеенной линейной связности 
превращается в пространство проективной связности 
Картана. 

 
Ключевые слова: поверхность проективного пространства, при-

клеенное расслоение, линейная связность, приклеенная линейная связ-
ность, проективная связность Картана, тензор кривизны. 
 

Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу }{ IA  ( nKJI ,0,,  ), деривационные формулы 

которого имеют вид 

J
J
II AdA  .                                       (1) 
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Структурные уравнения неэффективно действующей в про-
странстве nP  линейной группы )1( nGL  запишем в виде 

I
K

K
J

I
Jd   .                                    (2) 

В пространстве nP  рассмотрим m-мерную поверхность mX  

как семейство касательных плоскостей. Произведем специали-

зацию подвижного репера },,{ 0 AAA i  ( ;,1..., mi   

),,1..., nm   помещая вершину 0A  в точку поверхности ,mX  

вершины iA  — в касательную плоскость mT , а вершины A  — 

вне касательной плоскости. 
Перепишем формулы (1) с учетом разбиения индексов: 

.

,

,

0
0

0
0

000
0
00















AAAdA

AAAdA

AAAdA

i
i

ij
j

iii

i
i





 

Вершина 0A  является точкой касания плоскости mT  к по-

верхности 0
mX , описанной этой вершиной; значит, ее бесконеч-

но малое перемещение лежит в mT : mTdA 0 , следовательно 

00  .                                            (3) 

Замыкая это уравнение и разрешая по лемме Картана, по-
лучим  

ii
jiij

j
iji bbb 0,,    .                       (4) 

Уравнения (3, 41) определяют поверхность mX  в заданном 

репере. 
Продолжая уравнения (41), найдем дифференциальные урав-

нения на функции 
ijb : 

  jikikjijk
k

ijkijij bbbbbb  ,0
0 ,                 (5) 
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где дифференциальный оператор  действует следующим об-
разом: 




  ij
k
ikj

k
jikijij bbbdbb  . 

Из уравнений (51) видно, что объект 
ijb  является тензором 

и называется основным тензором поверхности (см., напр., [1, 
c. 170]). 

Из структурных уравнений (2) с учетом уравнений (3, 41) 
получим 

)( 0
0 i

j
i
j

jid  ,                            (6) 

),0',','('
'

'
'

'
'

'
' mkjid i

kj
ki

k
k
j

i
j   ,             (7) 

где )0b(b k0
'i

k'j
'i
k'j  


  . 

Эти уравнения аналогичны структурным уравнениям  глав-
ного расслоения линейных кореперов )(2)1( mm

XL


 над поверх-

ностью mX  с типовым слоем — линейной группой  

)1(2)1(



mGLL

m
. 

Однако, поскольку m базисных форм i  входят в сово-

купность форм '
'

i
j , будем говорить о приклеенном расслое-

нии линейных кореперов, которое обозначим )(2)1( mmm
XL


. 

Применим способ Лаптева — Лумисте [2, c. 62, 82; 3] за-
дания связности в главном расслоении для определения связ-
ности в приклеенном расслоении )(2)1( mmm

XL


: 

k'i
k'j

'i
'j

'i
'j

~   .                                  (8) 

Найдем внешние дифференциалы этих форм, используя 
уравнения (6, 7): 
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Пусть компоненты 'i
k'j  удовлетворяют следующим диф-

ференциальным уравнениям: 

l'i
kl'j

'i
k'j

0
0

'i
k'j

'i
k'j   .                     (9) 

Структурные уравнения форм приклеенной связности 
окончательно запишем в виде 

lk'i
kl'j

'i
'k

'k
'j

'i
'j R~~~d   ,                     (10) 

где компоненты объекта кривизны  выражаюся по формулам 

'i
]l'm

'm
k['j

'i
]kl['j

'i
kl'jR   ,                       (11) 

причем по крайним индексам в скобках производится альтер-
нирование. 

Для продолжения уравнения (9) найдем внешние диффе-

ренциалы форм 'i
k'j : 
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Приведем подобные слагаемые и воспользуемся обозначе-
ниями для трехиндексных форм : 
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Окончательно имеем 
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где 0,b 'i
]km['j

'i
km'j

'i
km'j   

 . 

Уравнения на продолжения компонент объекта связности 
 имеют вид: 
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       (12) 

Используя формулы (9, 11, 12), найдем дифференциальные 
сравнения по модулю базисных форм на компоненты объекта 
кривизны R рассматриваемой связности:  

)(mod0R2R i0
0

'i
kl'j

'i
kl'j   .                     (13) 

Теорема 1. Связность в приклеенном расслоении линейных 
кореперов )(2)1( mmm

XL


 задается с помощью поля объекта 

связности 'i
k'j , компоненты которого удовлетворяют диф-

ференциальным уравнениям (9). Объект связности 'i
k'j  опре-

деляет формы связности (8), удовлетворяющие структурным 
уравнениям (10), в которые входят компоненты объекта кри-

визны 'i
kl'jR , выражающиеся по формуле (11) через объект 

связности 'i
k'j  и его пфаффовы производные. Объект кри-

визны приклеенной линейной связности является тензором, 
компоненты которого удовлетворяют дифференциальным 
сравнениям (13). 

Определение. Расслоение приклеенных линейных корепе-
ров )(2)1( mmm

XL


 со структурными уравнениями (6, 7), в кото-

ром задана связность полем объекта 'i
k'j , назовем простран-

ством приклеенной линейной связности 
m,m)1m( 2L


, имеющим 

структурные уравнения (6, 10). 
Распишем уравнения на компоненты связности (9) под-

робно: 
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Положим простейшую тензорную часть объекта связности 

 равной нулю: 0i
k0  . Тогда уравнения остальных компо-

нент упростятся: 
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Значит, справедлива 

Теорема 2. Если подтензор i
k0  объекта связности 'i

k'j  

обращается в нуль, то ii
0

~   , поэтому пространство при-

клеенной линейной связности 
m,m)1m( 2L


 становится прост-

ранством проективной связности Картана m,mP  (см., напр., 

[2, c. 119; 4, c. 23; 5]) со структурными уравнениями (10), ас-
социированными с поверхностью mX  проективного про-

странства nP .  
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We consider a surface as a variety of centered planes in a multidi-
mensional projective space. A fiber bundle of the linear coframes appears 
over this manifold. It is important to emphasize the fiber bundle is not the 
principal bundle. We called it a glued bundle of the linear coframes. A 
connection is set by the Laptev — Lumiste method in the fiber bundle. 
The ifferential equations of the connection object components have been 
found.  This leads to a space of the glued linear connection. The expres-
sions for a curvature object of the given connection are found in the pa-
per. The theorem is proved that the curvature object is a tensor. A condi-
tion is found under which the space of the glued linear connection turns 
into the space of Cartan projective connection. 

The study uses the Cartan — Laptev method, which is based on cal-
culating external differential forms. Moreover, all considerations in the 
article have a local manner. 

 

Keywords: projective space surface, glued bundle, linear connection, 
glued linear connection, Cartan projective connection, curvature tensor. 
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1 

Центрированные плоскости в пространстве 
проективной связности 

 
В пространстве проективной связности Картана ис-

следуется пространство *П  центрированных m-мерных 
плоскостей. В присоединенном главном расслоении 

 *G П  способом Лаптева — Лумисте задается связ-

ность. Найдены дифференциальные сравнения компо-
нент объекта связности. Показано, что объект группо-
вой связности образует квазитензор, содержащий четы-
ре подквазитензора, которые задают связности в соот-
ветствующих фактор-расслоениях. 

 
Ключевые слова: пространство проективной связности, прост-

ранство центрированных плоскостей, расслоение, связность. 
 

Проективное пространство nP  представляет собой фактор-

пространство 1 / ~nL   линейного пространства 1nL   по отноше-
нию эквивалентности (коллинеарности) ~  ненулевых векто-
ров, то есть  1 \{0} / ~n nP L   (см., напр., [12]). Проективное 

пространство nP  является многообразием размерности . 

Пространство проективной связности Картана n,nP  [5] бы-

ло введено им как n-мерное многообразие, с каждой точкой 
которого связано касательное пространство, являющееся цен-
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тропроективным пространством nP , причем каждой паре бес-
конечно близких точек соответствует проективное отображе-
ние, которое служит аналогом параллельного переноса векто-
ра пространства аффинной связности [1]. 

Пространство n,nP  является n-мерным дифференцируемым 

многообразием nM , с каждой точкой которого ассоциировано 

n-мерное проективное пространство nP , содержащее эту точ-

ку. Таким образом, многообразие nM  выступает базой, а про-

странство nP  — n-мерным слоем, «приклеенным» к точкам 
базы [5]. В [8] показано, что задание фундаментально-группо-
вой связности в главном расслоении, типовым слоем которого 
является проективная группа, превращает данное расслоение в 
пространство общей проективной связности. Кроме того, в той 
же работе построена иерархия пространств проективной связ-
ности. 

Пространство n,nP  есть главное расслоение    1 nn nG M  над 

базой nM , типовым слоем служит группа  1n nG  , действующая 

эффективно в каждом центропроективном пространстве 

 0
nP x , приклеенном к базе nM  в точке nx M . При этом n,nP  

не является пространством со связностью главного расслоения 
[3]. 

В работе [11] пространство *П  центрированных m-мерных 
плоскостей *

mP  исследовалось в n-мерном проективном про-

странстве, при этом плоскость *
mP  — это точка пространства 

*П . Теперь пространство *П  будем рассматривать в каждом 
слое  0

nP x , причем центры плоскостей *
mP  совпадают с точ-

кой x . 
Отнесем пространство центрированных плоскостей к по-

движному реперу { iA,A } ( n,...,i 1 ), инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 
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i
i AAdA   , AAAdA ij

j
iii   , 

причем формы Пфаффа i , i , i
j  удовлетворяют структур-

ным уравнениям ([9], ср. [2; 4; 6; 7; 13]) 
kji

jk
i
j

ji SD    ( n,...,i 1 ), 

mki
jkm

i
j

k
k

i
j

i
k

k
j

i
j RD   , 

j j k
i i j ijkD R        , 

при этом компоненты объекта кривизны  , ,i i
jk jkm ijkR S R R  

антисимметричны, то есть ( ) 0i
jkS  , ( ) 0i

j kmR  , ( ) 0i jkR  , где 

круглые скобки означают симметрирование  ( )

1

2
i i i
jk jk kjS S S  . 

Следует заметить, что деривационные формулы для проек-
тивных реперов в пространстве n,nP  имеют аналогичный вид, 

что и в пространстве nP , но структурные уравнения — более 

сложный вид [1]. 

Помещаем вершины A , aA  на m-плоскость *
mP , причем 

вершину A  — в центр x  (здесь и в дальнейшем индексы при-

нимают значения a, … = m,1 ; , … = n,m 1 ). 

Базисными формами пространства центрированных плос-

костей являются формы  , a
 , a , число которых опреде-

ляет размерность пространства *П : 

 *dimП n m n m   . 

Замечание. Размерность пространства *П  отличается от 

размерности многообразия Грассмана  ,Gr m n  (пространства 

всех m-мерных плоскостей) на величину m , то есть 

 *dim dim ,П Gr m n m  , причем Znm ,  и 0 m n  . 
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Связь рассматриваемого пространства центрированных 
плоскостей с многообразием Грассмана  ,Gr m n  важна, по-

скольку многообразие Грассмана играет важную роль в гео-
метрии и топологии, будучи базисным пространством универ-
сального векторного расслоения. Кроме того, проективное 
пространство nP  можно представить как многообразие 

(1, 1)Gr n  . Многообразие Грассмана [10] является простран-
ством подпространств, погруженных в пространство более вы-
сокой размерности. 

Структурные уравнения присоединенного расслоения 

 *G П  пространства проективной связности Картана для про-

странства центрированных плоскостей имеют следующий вид: 

   

 

2 ,

2 ,

2 ;

a a b
a ab

a
a

a a b a a b c a
b bc

a b
b

b b
a a a b a a

b c b
abc ab

D S S

S

D S S

S

D R

R R

       
 

 


  
 




       
  

  


        

 

        

 

         

   

         

 

         

 

       

   

  (1) 

Замечание. Первые два уравнения системы (1) являются 
уравнениями базы nM , а уравнения для форм a

  дополняют 

nM  до расширенной базы *П . Вся система (1) задает расслое-

ние *П . 

 a c a a a a a c
b b c b b b c c bD  

                        

2a a c e a c
b bce bcR R R  
            ,                (2) 

( ) a a
a aD        

                               

2a b a
ab aR R R     

              ,             (3) 
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   b b c
a a b a a abcD R R  

                   

2 b
abR 
   ,                                  (4) 

    a a a b a a
b bD R   

                       

2a b c a b
bc bR R 

         ,                        (5) 

   a a b
a abD R R  

                       

     2 a
aR 

    . 

Теорема 1. Расслоение  *G П  содержит четыре фактор-рас-

слоения над *П : 
1) фактор-расслоение плоскостных линейных реперов 

 2 ,n nm
L P  со структурными уравнениями (1), (2); 

2) фактор-расслоение нормальных линейных реперов  

L
   2 ,n nn m

P


 со структурными уравнениями (1), (3); 

3) фактор-расслоение плоскостных коаффинных реперов 

   ,1 n nm mC P  со структурными уравнениями (1), (2), (4); 

4) аффинное фактор-расслоение 
   2 ,n nn n m m

H P
 

 со струк-

турными уравнениями (1)—(3), (5). 
Слоевыми формами фактор-расслоения плоскостных ли-

нейных реперов  2 ,n nm
L P  являются формы a

b . Типовым сло-

ем данного расслоения является линейная факторгруппа 
 2m

L GL m G  , которая действует в пучке прямых, принад-

лежащих плоскости *
mP . 

Слоевыми формами фактор-расслоения L
   2 ,n nn m

P


 явля-

ются формы 
 . Данное расслоение — двойственное для фак-

тор-расслоения плоскостных линейных реперов. Типовой слой 

расслоения L
   2 ,n nn m

P


 — линейная факторгруппа  
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L
 

 2n m
GL n m G


   , 

которая действует неэффективно в проективном факторпро-

странстве P *
1 /n m n mP P   .  

Пространство P 1n m   можно представить в виде  

P     *
1 1 1 / 1n m n m n mG GA n m         (ср. [8]), 

где   1 1n m n mG      — проективная группа, а  * 1GA n m   — ко-

аффинная (центропроективная) подгруппа проективной груп-
пы   1 1n m n mG     . 

Слоевые формы фактор-расслоения    ,1 n nm mC P  — это фор-

мы a
b , a . Плоскостные коаффинные реперы принадлежат цен-

трированной плоскости *
mP . Коаффинная (центропроективная) 

факторгруппа    *
1m mC GA m G   , действующая на плоскости 

*
mP , является типовым слоем фактор-расслоения    ,1 n nm mC P . 

Формы a
b , 

 , a
  — это слоевые формы аффинного фак-

тор-расслоения. Типовым слоем расслоения 
   2 ,n nn n m m

H P
 

 яв-

ляется аффинная факторгруппа 
  2n n m m

H
 

 группы ( )G GP n , 

действующая в пучке прямых с центром в точке A . 

В присоединенном расслоении  *G П  зададим фундамен-

тально-групповую связность способом Лаптева — Лумисте: 
a a a a c ac
b b b bc b cП П П 

           

a a
a aП П П      

            , 

b b
a a a ab a bП П L 

         , 
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a a a a b ab
b bП П П 

            ,  

a a
a aП П L 

            , 

причем функции  

 , , , , , , ,a a ac a
b bc b a aП П П П П П П П  
       

, , , , , , ,b a a ab a
ab a b aП L П П П П П L        

удовлетворяют следующим дифференциальным сравнениям 
по модулю базисных форм  , a

 , a : 

0a a с ac a
b bc b с bП П П           , 0a a a

bc c b b cП       , 

0ac c a
b bП      , 

( ) 0b b b
a ab a a bП П L П         , 0c

ab ab cП П   , 

0b cb b
a a c aL П        , 

0a a b ab a b a
b b bП П П П П 

                , 

0a a c a a
b cb b bП П П 

            , 0ab ab c b a
cП П П 

         , 

0a a
a aП П П    

                  , 

0a aП 
     , 0a aП 

      , 

( ) 0a a a a
a a aП П L П П П 

                  , 

0b b
a ba a b aП П П П 

           , 

0a ba a c a
b cL П L П 

            . 

Теорема 2. Объект групповой связности П  в присоеди-

ненном расслоении  *G П  пространства проективной связно-

сти Картана n,nP  является квазитензором, который содержит 

четыре подквазитензора 
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 1 , ,a a ac
b bc bП П П П  , 

 2 , , a
aП П П П  

   , 

 3 1 , , , b
a ab aП П П П L  , 

 4 1 2, , , ,a a ab
bП П П П П П   , 

задающие связности в соответствующих фактор-расслоениях. 
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Centered planes in the projective connection space 
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The space *П  of centered planes is considered in the Cartan projecti-

ve connection space ,n nP . The space *П  is important because it has con-

nection with the Grassmann manifold, which plays an important role in 
geometry and topology, since it is the basic space of a universal vector 
bundle. 

The space ,n nP  is an n-dimensional differentiable manifold nV  with 

each point of which an n-dimensional projective space nP  containing this 

point is associated. Thus, the manifold nV  is the base, and the space nP  is 
the n-dimensional fiber “glued” to the points of the base. 

A projective space nP  is a quotient space 1 / ~nL   of a linear space 

1nL   with respect to the equivalence (collinearity) of non-zero vectors, 

that is  1 \{0} / ~n nP L  . The projective space nP  is a manifold of di-

mension n. 
In this paper we use the Laptev — Lumiste invariant analytical meth-

od of differential geometric studies of the space *П  of centered planes 
and introduce a fundamental-group connection in the associated bundle 

 *G П . The bundle  *G П  contains four quotient bundles. It is show 

that the connection object П  is a quasi-tensor containing four subquasi-
tensors that define connections in the corresponding quotient bundles. 
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Поднятие полуинвариантных подмногообразий  
на распределения почти контактных метрических многообразий 
 

Изучаются гладкие сечения ( )X D  распределе-

ний D почти контактных метрических многообразий M. 
Доказывается, что если ( )U D  — ковариантно по-

стоянное векторное поле относительно N-связности 

,N  а подмногообразие M  многообразия M — полу-

инвариантное подмногообразие, то ( )U M  — полуин-

вариантное подмногообразие продолженной структуры 
на распределении D многообразия M. 
 

Ключевые слова: почти контактное метрическое многообразие, 
сечение распределения, полуинвариантное подмногообразие, про-
долженная почти контактная метрическая структура. 

 
Введение 

 
Геометрия сечений касательных расслоений с метрикой 

Сасаки изучалась в работах [7; 10]. Так, например, в работе 
[10] было показано, что ковариантно постоянное векторное 
поле определяет вполне геодезическое подмногообразие каса-
тельного расслоения. Автором статьи изучались сечения рас-
пределения субриманова многообразия контактного типа [2]. 
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Предварительно на распределении с помощью внутренней 
связности задавалась риманова метрика типа Сасаки. Пусть 
M M  — подмногообразие многообразия M. Тогда допу-
стимое векторное поле ( )U D  определяет подмногообразие 

( )U M D  многообразия D. В настоящей работе доказывает-

ся, что если ( )U D  — ковариантно постоянное векторное 

поле относительно N-связности ,N  а подмногообразие M  
многообразия M — полуинвариантное подмногообразие, то 

( )U M  — полуинвариантное подмногообразие продолженной 
структуры на распределении D. Полуинвариантные подмного-
образия ввел в рассмотрение А. Бежанку [8]. 

 
1. Продолженные почти контактные  

метрические структуры 
 
Под M будем понимать почти контактное метрическое 

многообразие с заданной на нем структурой  , , , , , ,M g D  


 

где   — 1-форма, порождающая распределение D: ker ( )D  ; 




 — векторное поле, порождающее оснащение D  распре-

деления D: ( ),D span 


 g — риманова метрика на многообра-

зии M, относительно которой распределения D и D  взаимно 

ортогональны. При этом выполняются равенства ( ) 1  


 и 

( , ) 1.g   
 

 

Назовем D распределением почти контактной метрической 
структуры. Для проведения необходимых вычислений будем 

использовать атлас карт ( )K x  (α, β, γ = 1, ..., n; a, b, c = 1, ..., 

n – 1, i, j, k = 1, ..., 2n – 1) таких, что n  


 [1]. Введем оператор 

проектирования P: TМ → D, определяемый разложением 
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.TM D D   Векторные поля ( ) n
a a a a nP e      


 линей-

но независимы в каждой точке и порождают систему D: 
( ).aD span e


 Легко проверить, что  , 2 .a b ba ne e  
 

 

Рассмотрим допустимые тензорные поля [3; 4] следующего 
вида:  

 1
( ),

2
hX L X    1

( , ) ( , ),
2

C X Y L g X Y   

( , ) ( , ),X Y g X Y   ( , ) ( , ),g CX Y C X Y  , ( ).X Y TM   

В адаптированных координатах имеем 
1

,
2

a a
nb bh    

1
,

2ab n abC g   ,a da
dbbC g C  .c bc

a abg   

Обозначим коэффициенты связности Леви-Чивиты тензора 

g с помощью символов .
  Имеет место следующее предло-

жение [5]. 
Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты 

контактного метрического многообразия в адаптированных 
координатах принимают вид 

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
  

 ,n
ba abab C     

,b b b b
an na a aC       0.n a

na nn     

Пусть      : ,D D D     где  D  — модуль до-

пустимых векторных полей, внутренняя линейная метрическая 
связность [3; 4]. 

Коэффициенты связности   задаются соотношениями 

.
a

c
e b ab ce e    

 Формулы преобразования для коэффициентов 

связности имеют обычный вид: 

.c a b c c c c
a aab b bc a b cA A A A e A   
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Говорят, что над распределением D задана связность, если 

распределение  1
* ,D D   где : D M   — естественная 

проекция, раскладывается в прямую сумму вида ,D HD VD   
причем VD — вертикальное распределение на тотальном про-
странстве D. 

Гладкая структура на распределении D задается следую-

щим образом. Каждой адаптированной карте ( )K x  многооб-

разия M ставится в соответствие сверхкарта ( , )n aK x x   на 

многообразии D, где n ax   — координаты допустимого векто-

ра в базисе .n
a a a ne     


 Задание связности над распределе-

нием сводится к заданию объекта  ,a n a
bG x x   такого, что 

  ,aHD span 


 где .n b
a a a n a n bG       


 

Если   — внутренняя линейная связность, определяемая 
горизонтальным распределением HD, и N: D → D — поле до-
пустимого тензора типа (1,1), то N-продолженной связностью 
назовем связность в векторном расслоении ( , , ),D M  опреде-

ляемую разложением ,TD HD VD    такую, что 

  ,HD HD Span  
   где ( ) ,v

n NX   


 ,X D  ( )vNX  — 

вертикальный лифт. В базисе ( , , )a n n a  


 поле   получает 
следующее координатное представление:  

.a n b
n b n aN x 

   


 

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством 

   [ , ], , , ,X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z          

где Q = I – P, названо Вагнером [5] тензором кривизны Схоуте-
на. Координатное представление тензора Схоутена в адапти-
рованных координатах имеет вид 

[ ] [ | | ]2 2 .d d d e
abc a b c a e b cR e    
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Назовем тензор Схоутена тензором кривизны распределе-
ния D, а распределение D, в случае обращения в нуль тензора 
Схоутена, — распределением нулевой кривизны. Частные 

производные a a
n bc bcP    являются компонентами допустимо-

го тензорного поля, обозначаемого в дальнейшем P(X,Y).  
Векторные поля  

( , , )n b n c a n b
a a a n ac n b n b n a n ax N x  

              
 

 

задают на D адаптированное поле базисов, а формы 

( , , )a n n n a n a n a a n c b a n b n
a bc bdx dx dx dx x dx N x dx          — 

сопряженное поле кобазисов. Имеют место следующие струк-
турные уравнения: 

 , 2 (2 ) ,n d c c
a b ba ba d bad n cx N R    

   
  

  

 , ( ) ,n d c c
a n ad a d n cx N  

    
 

 

 , ,c
a n b ab n c     


 

 , .c
a n a a n cN    


 

Определим на многообразии D почти контактную структу-

ру *( , , , , ),D J D   
   полагая  

( ) ,h hJ X X  ( ) ,v vJ X X  ( ) 0.J  


 

Здесь : D M   — естественная проекция. Определим на 
многообразии D метрику ,g  подчиняющуюся равенствам  

( , ) ( , ) ( , ),h h v vg X Y g X Y g X Y  

( , ) ( , ) ( , ) 0.h v h vg X Y g X g X   
 

    

Назовем почти контактную метрическую структуру 

*( , , , , )D J D   
   продолженной структурой. 
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2. Поднятие полуинвариантных подмногообразий 

 

Пусть ( )U D  — допустимое векторное поле и N  — 

N-связность на почти контактном метрическом многообразии 

M. Для каждого вектора ,v TM


 a n
a nv v e v  

 
 определяется 

его горизонтальный лифт .h a n
av v v  
 

 Допустимое век-

торное поле ( )U D  определяет гладкое сечение U: M→D. 

Пусть * :U TM TD  — соответствующее касательное линей-

ное отображение. Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть ( )U D  — допустимое векторное по-

ле, N  — N-связность на почти контактном метрическом 
многообразии M и v TM


 — произвольный касательный к 

многообразию M вектор. Тогда выполняется следующее усло-
вие: 

*0 ( ) .N h
v U U v v  

 
 

Условие 0N
v U   в адаптированных координатах перепи-

шется в виде 

( ) 0,a b b c
a acv e U U  


 ( ) 0.n b b c
n cv U n U    

Переписывая в адаптированных координатах условие 

*( ) ,hU v v
 

 после некоторых преобразований убеждаемся в 

справедливости теоремы.  

Подмногообразие M  многообразия M назовем полуинва-
риантным подмногообразием [8], если существует гладкое 

распределение : ( )x xD x D T M     на многообразии M , удо-

влетворяющее следующим условиям: 

1) D  — инвариантное относительно эндоморфизма φ рас-

пределение, то есть ( )x xD D    для всех x  M ; 
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2) дополнительное ортогональное распределение  

: ( )x xD x D T M      

антиинвариантно, то есть ( ) ( )x xD T M     для всех .x M   

Теорема 2. Пусть ( )U D  — ковариантно постоянное 

векторное поле относительно N-связности ,N  а подмногооб-

разие M  многообразия M — полуинвариантное подмногообра-
зие, тогда ( )U M  — полуинвариантное подмногообразие про-
долженной структуры на распределении D многообразия M. 

Доказательство. Используя теорему 1, непосредственно 
проверяем, что выполняются следующие равенства: 

* *( ( )) ( ),J U D U D   * *( ( )) ( ) ,J U D U TM    

что и доказывает теорему.  
 

Заключение 
 
Справедливость теоремы 2 не зависит от выбора эндомор-

физма N. В то же время свойства полуинвариантного подмно-
гообразия M зависят от класса почти контактного метриче-
ского многообразия M, а свойства продолженной структуры — 
от выбора эндоморфизма N [5; 6]. Последнее замечание слу-
жит мотивацией для дальнейшего исследования проблемы 
поднятия полуинвариантных подмногообразий на распределе-
ния почти контактных метрических многообразий. 
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Lifting semi-invariant submanifolds  
to distribution of almost contact metric manifolds 
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Let M be an almost contact metric manifold of dimension n = 2m + 1. 
The distribution D of the manifold M admits a natural structure of a 
smooth manifold of dimension n = 4m + 1. On the manifold M, is defined 
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a linear connection N  that preserves the distribution D; this connection 
is determined by the interior connection that allows parallel transport of 
admissible vectors along admissible curves. The assigment of the linear 

connection N  is equivalent to the assignment of a Riemannian metric 
of the Sasaki type on the distribution D. Certain tensor field of type (1,1) 
on D defines a so-called prolonged almost contact metric structure. Each 
section ( )U D  of the distribution D defines a morphism 

:U M D  of smooth manifolds. It is proved that if M M a semi-
invariant submanifold of the manifold M and ( )U D  is a covariantly 

constant vector field with respect to the N-connection N , then ( )U M  

is a semi-invariant submanifold of the manifold D with respect to the pro-
longed almost contact metric structure. 

 
Keywords: almost contact metric manifold; section of a distribution; 

semi-invariant manifold; prolonged almost contact metric structure. 
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1 
Псевдотензоры кривизны и кручения  

коаффинной связности в касательном расслоении  
к многообразию гиперцентрированных плоскостей  

 
В многомерном проективном пространстве рас-

сматривается семейство гиперцентрированных плоско-
стей, размерность которого совпадает с размерностью 
образующей плоскости. Над ним возникают главные 
расслоения, структурные формы которых связаны соот-
ношениями. В главном расслоении линейных корепе-
ров задана коаффинная связность. Доказано, что объек-
ты кривизны и кручения коаффинной связности образу-
ют псевдотензоры. 
 

Ключевые слова: проективное пространство, семейство гипер-
центрированных плоскостей, коаффинная связность, псевдотензор 
кривизны, псевдотензор кручения. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAAR   ),1,...( nI  , инфинитезимальные пе-

ремещения которого определяются формулами 

AAAdAAAdA IJ
J
IIII

I   , .                 (1) 

                                                 
Поступила в редакцию 15.05.2020 г. 
© Вялова А. В., 2020 

 

https://orcid.org/0000-0001-5170-6191


Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

50 

Структурные уравнения проективной группы )(nGP (см., 

напр., [1]) запишем в виде 

,, J
J
II

I
J

JI DD    

.I
J

K
K

I
J

I
K

K
J

I
JD    

В проективном пространстве nP  рассмотрим m-мерную 

плоскость mP  с многомерным центром 1mP , которую обозна-

чим 1m
mP [2]. Произведем разбиение значений индексов: 

.,1...,,,1...,:},{ nmmiiI    

Специализируем подвижной репер },,{ AAAR i , поме-

щая вершины iAA,  на плоскость mP , при этом вершины iA  — 

в ее центр .1mP  Из деривационных формул (1) имеем 

,
 AAAdA i

i  ,AAAAdA iij
j

iii  
 

.AAAAdA i
i



    

Формулы (3) дают уравнения стационарности гиперцен-
трированной плоскости 1m

mP  [3]: 

.0,0,0  ii                               (4) 

Выбирая m форм i  в качестве базисных, запишем урав-

нения многообразия mV  — семейства гиперцентрированных 

плоскостей 1m
mP  в виде 

j
j

iii
i    , .                      (5) 

Замечание. Внешняя плоскость mP  двойственна плоско-

сти 1mnП , а внутренняя 1mP  — плоскости mnП  . Пара 

),( 1mm PP  двойственна обобщенному пространственному эле-

менту ),( 1 mnmn ПП  , mnmn ПП  1 . 

(2) 

(3) 
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Найдем внешние дифференциалы базисных форм 


  j
i

j
i

j
ij

j
iiD  , .                  (6) 

Дифференцируя внешним образом уравнения (5) и разре-
шая по лемме Картана, получаем систему дифференциальных 
уравнений на компоненты фундаментального объекта 1-го по-
рядка },{1 j

i
i    

k
jk

i
j

ij
ijji

j
i    )()( , ,               (7) 

где дифференциальный оператор   действует следующим об-
разом: 

k
i

j
k

j
i

j
k

k
i

j
i

j
i d  


  )( , 

причем 0,0 ][][  ijjk
i

 .  

Утверждение 1. Фундаментальный объект 1-го порядка 
},{1 j

i
i    семейства mV  является псевдотензором [1], 

содержащим подпсевдотензор j
i
 . 

Исследование многообразия mV  в репере нулевого порядка 

приводит к разбиению структурных форм I
I
J

I  ,, на две 

совокупности: первичные формы ii   ,, , включающие ба-

зисные формы i , и вторичные формы 
  ,,,, ii

j
i , 

внешние дифференциалы которых имеют вид 

,ij
j

i
j

jiD                          (8) 

,ik
jк

i
k

k
j

i
jD                              (9) 

,i
iD 









                          (10) 

,iii
j

jiD  

           (11) 

,i
iD  


                      (12) 
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где      

,)(, ik
j

kki
j

ik
j

ik
j

ijij  






   










  iiiji
j

i  )( . 

Утверждение 2. Уравнения (61, 8—12) являются струк-
турными уравнениями главного расслоения )( mr VG , базой ко-

торого служит многообразие mV , а типовым слоем — под-

группа rG  стационарности гиперцентрированной плоскости 
1m

mP , причем 2)1( mmnnr  . 

Расслоение )( mr VG  содержит 4 главных фактор-расслоения 

над той же базой mV  со следующими структурными уравне-

ниями: 
1) (61, 9) — расслоение плоскостных линейных кореперов 

)(2 mm
VL  с типовым слоем )(2 mGLL

m
  — линейной фактор-

группой, действующей неэффективно во внутренней плоско-
сти 1mP ; 

2) (61, 8, 9) — расслоение аффинных кореперов )()1( mmm VL   

с типовым слоем )()1( mGAL mm   — аффинной факторгруп-

пой, действующей в гиперцентрированной плоскости 1m
mP ; 

3) (61, 10) — расслоение нормальных линейных кореперов 
)(2)( mmn

VL
  с типовым слоем — линейной факторгруппой, дей-

ствующей неэффективно в проективном факторпространстве 

mnmn PP /1 P ; 

4) (61, 10, 12) — расслоение центропроективных кореперов 
)()1)(( mmnmn VL   с типовым слоем )1)((  mnmnL  — центропроек-

тивной факторгруппой, действующей в проективном центри-

рованном факторпространстве 1
0 /   mnmnmn PPP , где 

1/   mnmn PPP . 

(13)
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Продифференцируем внешним образом формы (62) с уче-
том уравнений (9, 12) и дифференциальных уравнений (72) на 

компоненты подобъекта }{ j
i
 : 

,jk
ik

j
k

k
i

j
iD                           (14) 

где 

 )()( 






  kkj

i
kj

i
jk

i
jk

i  





  jk

i
jjk

i  )( .                       (15) 

Так как 0][ jk
i , то справедлива  

Теорема. Многообразие mV  является голономным [4] глад-

ким многообразием. 
Замечание. Произвольное семейство гиперцентрированных 

плоскостей рассмотрено в работе [5]. В общем случае нельзя 
показать, что оно является голономным многообразием.  

Зададим связность в главном расслоении линейных коре-
перов )(2 mm

Vl со структурными уравнениями (61, 14), где 

)()(2 mGlVl mm
  — линейная группа, действующая в каждом 

касательном пространстве к многообразию mV . Для этого вве-

дем формы  

k
jk

i
j

i
j

i N  
~

.                               (16) 

Продифференцируем эти формы внешним образом с по-
мощью уравнений (61, 14), затем заменим в полученных урав-

нениях формы j
i  на их выражения из (16). Сделаем обратную 

замену в тех слагаемых, в которых формы умножаются внеш-
ним образом на базисные формы, тогда 

ml
jm

k
kl
ik

jk
i

kj
i

j
k

k
i

j
i NNND   )(

~~~ ))((
)( .  (17) 
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Здесь дифференциальный оператор   действует следую-
щим образом: 

l
i

jk
l

k
l

jl
i

j
l

lk
i

jk
i

kj
i NNNdNN   ))((
)( . 

В соответствии с теоремой Картана — Лаптева [6] зададим 
связность в главном расслоении линейных кореперов с помо-

щью поля объекта связности }{ jk
iNN   на базе mV  уравнени-

ями 

l
jkl

i
jk

i
kj

i NN   ))((
)( .                         (18) 

Утверждение 3. Объект коаффинной связности }{ jk
iNN   

является квазипсевдотензором. 
Подставляя (18) в (17), получим 

lk
jkl

i
j

k
k

i
j

i KD  
~~~

,  

где компоненты объекта кривизны }{ jkl
iKK   выражаются по 

формулам 

][][ jl
m

km
i

klj
i

jkl
i NNNK  .                           (19) 

Подставляя в уравнения (6) формы связности j
i

~
, получим 

jk
jk

ij
j

i SD i  
~

, 

где ][ jk
i

jk
i NS   — компоненты объекта кручения.  

С учетом симметрии форм jk
i  по верхним индексам, най-

дем дифференциальные сравнения  

)(mod0))((
)( l

kj
iS  . 

Утверждение 4. Объект кручения jk
iS  коаффинной связно-

сти является псевдотензором [1]. 
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Продолжая уравнения (18), найдем сравнения 

0))()((
)(  ml

i
jk

m
kl
m

jm
i

jl
m

mk
i

lkj
i NNNN  .        (20) 

Найдем дифференциальные сравнения на компоненты объ-

екта кривизны }{ jkl
iKK  . Для этого продифференцируем вы-

ражения (19) с учетом сравнений, полученных при альтерна-
ции по двум последним индексам из (18, 20). Получим 

)(mod0))()((
)( l

lkj
iK   . 

Утверждение 5. Объект кривизны jkl
iK коаффинной связ-

ности является псевдотензором [1]. 
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in tangent bundle of hypercentred planes manifold  
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The hypercentered planes family, whose dimension coincides with 

dimension of generating plane, is considered in the projective space. Two 
principal fiber bundles arise over it. Typical fiber for one of them is the 
stationarity subgroup for hypercentered plane, for other — the linear 
group operating in each tangent space to the manifold. The latter bundle is 
called the principal bundle of linear coframes. The structural forms of two 
bundles are related by equations.  

It is proved that hypercentered planes family is a holonomic smooth 
manifold.  

In the principal bundle of linear coframes the coaffine connection is 
given. From the differential equations it follows that the coaffine connec-
tion object forms quasipseudotensor. It is proved that the curvature and 
torsion objects for the coaffine connection in the linear coframes bundle 
form pseudotensors. 

 
Keywords: projective space, hypercentered planes family, coaffine 

connection, curvature pseudotensor, torsion pseudotensor.  
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Связности с параллельным кососимметрическим кручением  
на субримановых многообразиях 

 
На субримановом многообразии M контактного ти-

па рассматривается N-связность N , определяемая па-
рой ( , N), где   — внутренняя метрическая связ-
ность, :N D D  — эндоморфизм распределения D. 
Доказывается, что существует, и причем единственная, 

N-связность N  такая, что ее кручение, представлен-
ное трехвалентным ковариантным тензором, кососим-
метрично. Находится строение соответствующего этой 
связности эндоморфизма. Приводятся условия, при ко-
торых полученная связность является метрической 
связностью, а ее кручение — параллельным тензорным 
полем. 
 

Ключевые слова: cубриманово многообразие контактного типа, 
внутренняя связность, плоская полуметрическая связность с кососим-
метрическим кручением, тензор Схоутена. 

 
Введение 

 

Субримановым многообразием контактного типа называ-
ется гладкое многообразие M, оснащенное субримановой 

структурой  , , ,M g 


, где   и 


 — 1-форма и единичное 

векторное поле, порождающие ортогональные между собой 
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распределения D и D  соответственно. Субриманово много-
образие нечетной размерности, оснащенное дополнительно 

эндоморфизмом : D D   таким, что 2 ,I     


 назы-
вается почти контактным метрическим многообразием. Если 
почти контактное метрическое многообразие представляет со-
бой интерес как обобщение поверхности эрмитова простран-
ства, то мотивация к исследованию субриманова многообра-
зия вызвана необходимостью построения математических мо-
делей в задачах теории управления и неголономной механики. 
Различие в мотивации исследования почти контактных метри-
ческих многообразий и субримановых многообразий проявля-
ется в выборе связностей, задающих параллельный перенос на 
многообразиях. Для почти контактных метрических многооб-
разий, образующих специальный класс римановых многообра-
зий, естественным является выбор связности Леви-Чивиты. 
В геометрии субримановых многообразий используются связ-
ности, обеспечивающие параллельный перенос допустимых 
векторов вдоль допустимых кривых. В настоящей работе та-
кие связности определяются парой ( , N), где   — внутрен-
няя метрическая связность, а :N D D  — эндоморфизм рас-
пределения D, называемый в работе структурным эндомор-
физмом. Говоря об эндоморфизме распределения D, мы имеем 
в виду эндоморфизм :N TM TM  такой, что 0,N 

 
 

( ) .N D D  
В настоящей работе на субримановом многообразии кон-

тактного типа M наряду со связностью Леви-Чивиты   рас-

сматривается N-связность N  с ненулевым кососимметриче-
ским кручением S. Здесь :N TM TM  — эндоморфизм, 

определяемый равенством ( , ).NX S X


 Мотивация к изуче-
нию N-связности подкрепляется богатыми приложениями ри-
мановых многообразий со связностями с кручением в теорети-
ческой физике [1; 5]. Особый интерес представляют связности 
с кососимметрическим кручением [6; 7; 9—11]. Известно, что 
метрическая связность с кососимметрическим кручением име-
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ет те же геодезические, что и связность Леви-Чивиты. В насто-
ящей работе доказывается, что на субримановом многообра-

зии существует единственная N-связность N  с ненулевым 
кососимметрическим кручением S, которая метрическая тогда 
и только тогда, когда выполняется равенство 0.L g   Дока-

зывается, что эта связность единственна и соответствующий 
ей эндоморфизм имеет следующее строение: N = 2ψ, где эндо-
морфизм ψ определяется равенством    , , .X Y g X Y   

Особый интерес для исследователей представляют многообра-
зия со связностями с параллельными полями кручения [11]. 
В работе [4] автора приведены примеры связностей с кручени-
ем, задаваемых на многообразиях с почти контактной (субри-
мановой) структурой. Некоторые виды указанных связностей 
принадлежат классу N-связностей. Однако до настоящего вре-
мени не приводились примеры римановых многообразий, ос-
нащенных метрической N-связностью с параллельным косо-
симметрическим кручением. 

 
Определение и основные свойства N-связности  

с кососимметрическим кручением 
 
Пусть M — гладкое многообразие размерности n = 2m + 1, 
1m  , с заданной на нем субримановой структурой 

 , , , , ,M g D 


 где   и 


 — 1-форма и единичное векторное 

поле, порождающие ортогональные между собой распределе-

ния D и D  соответственно. Нечетная размерность многооб-
разия выбрана исключительно для удобства перехода к много-
образиям с почти контактной метрической структурой без до-
полнительных рассуждений о размерности.  

Известно [8], что на субримановом многообразии суще-
ствует единственная внутренняя связность   с нулевым кру-
чением такая, что ( , ) 0,X g Y Z    , , .X Y Z D  Кручение 
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внутренней линейной связности S по определению полагается 
равным  , [ , ],X YS X Y Y X P X Y     где P: TМ → D — 

проектор, определяемый разложением .TM D D   

Пусть ( )K x  (α, β, γ = 1, ..., n; a, b, c = 1, ..., n – 1) — карта 
многообразия M, адаптированная к распределению D [12]. 

Векторные поля ( ) n
a a a a nP e      


 порождают систему D: 

( ).aD span e


 Таким образом, мы имеем на многообразии M 

неголономное поле базисов ( ) ( , )a ne e  
 

 и соответствующее 

ему поле кобазисов ( , ).a n n n a
adx dx dx       

Пусть   — связность Леви-Чивиты и 
  — ее коэффи-

циенты. В результате непосредственных вычислений убежда-
емся в справедливости следующего предложения. 

Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты 
субриманова многообразия в адаптированных координатах 
имеют вид 

,c c
ab ab    ,n

ba abab C    

,b b b b
an na a aC        0,n a

na nn      

где  

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
  

 ,b bc
a acg    

1
,

2ab n abC g   .b bc
a acC g C  

Предложение 2. Пусть :N TM TM  — эндоморфизм ка-
сательного расслоения субриманова многообразия M такой, 

что 0,N 
 

 ( ) .N D D  Тогда на многообразии M существует 

единственная линейная связность N  с кручением  , ,S X Y  

однозначно определяемая следующими условиями: 
1) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( ) ,S X Y X Y X NY Y NX     


  , , ;X Y Z TM  
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2) ,N
XX Y Y     , ;X Y D  

3) 0,N
X  


  .X TM  

Определим в адаптированных координатах отличные от ну-

ля коэффициенты связности ,N
X  положив  

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbcG g e g e g e g  
  

 .b b
na aG N  

Непосредственно проверяется, что определяемая тем са-
мым связность удовлетворяет условиям предложения 1. 

Из предложения 1 следует, что  

( , ) 0,N
X g Y Z    , , .X Y Z D  

Последнее замечание подтверждает целесообразность наз-

вать связность N  полуметрической.  

Положим ( , , ) ( ( , ), ),S X Y Z g S X Y Z   , , .X Y Z TM  

В адаптированных координатах возможно, что ненулевые 

компоненты тензора ( , , )S X Y Z  будут иметь следующий вид: 

( , , ) 2 ,a b n abS e e  
   

( , , ) ( , ),a n b a bS e e g Ne e  
     

( , , ) ( , ).n a b a bS e e g Ne e 
     

Как видно из полученных равенств, тензор ( , , )S X Y Z  ко-

сосимметричен тогда и только тогда, когда 2 ( , )ab a bg Ne e 
 

 

или 2 .c
ab bc ag N   Отсюда получаем 2 .c cb

a abN g   Таким 

образом, в силу равенства b bc
a acg   окончательно получа-

ем: 2 .c c
a aN   Тем самым доказана следующая теорема.  
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Теорема 1. Линейная связность N , заданная на субри-
мановом многообразии, кососимметрична тогда и только то-
гда, когда N = 2ψ. 

В дальнейшем будем полагать, что для связности N  вы-
полняется условие N = 2ψ. 

Теорема 2. Линейная связность N , заданная на субри-
мановом многообразии, метрическая тогда и только тогда, 
когда 0.L g   

Доказательство. Из предложения 2 следует, что  

0.N
c abg   

Вычислим .N
n abg  Имеем 

2 2 2

2 2 2 .

N c c cd
c ab n ab a cb ac n ab da cbb

cd
db ac n ab ab ba n ab

g g g g g g g

g g g g

  

  

        

      
 

Будем полагать в дальнейшем, что N  — метрическая 
связность с эндоморфизмом N = 2ψ. 

Пусть ( , ) ,K X Y Z   , , ,X Y Z TM  — тензор кривизны 

связности N . Вычислим ненулевые компоненты тензора 
( , ) .K X Y Z  Имеем 

4 ,d d d
ab cabc abcK R      .d d

anc a cK N   

Здесь [ ] [ | | ]2 2d d d e
aabc b c a e b cR e    


 — компоненты тензора 

кривизны Схоутена [3], определяемого равенством  

   [ , ], , , ,X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z          

Q = I – P. 
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Инвариантное представление тензора ( , )K X Y Z  имеет вид 

( , ) ( , ) ( )( )XK X Y Z R X Y Z X N Z   
( )( ) 4 ( , ) ( ),YX N Z X Y Z      

 , , .X Y Z TM  

После необходимых вычислений в адаптированных коор-
динатах убеждаемся в справедливости следующих теорем. 

Теорема 3. N-связность с кососимметрическим кручени-
ем, заданная на субримановом многообразии контактного типа, 
является плоской тогда и только тогда, когда  

( , ) 4 ( , ) ( ),R X Y Z X Y Z    0,N   , , .X Y Z D  

Теорема 4. Кручение кососимметрической линейной связно-

сти N , заданной на субримановом многообразии M, парал-
лельно тогда и только тогда, когда 0,   где   — внут-
ренняя метрическая связность.  

Пусть субриманово многообразие M является многообра-
зием Сасаки. В этом случае имеет место равенство 0,   
что позволяет в качестве следствия теоремы 4 сформулировать 
теорему 5. 

Теорема 5. Кручение кососимметрической линейной связно-

сти N  (N = – 2φ), заданной на сасакиевом многообразии M, 
параллельно. 

 
Заключение 

 
В настоящей работе приводится новый пример многообра-

зия Картана — Римана [5] с кососимметрическим параллель-
ным кручением. Таким примером служит субриманово много-
образие с заданной на нем N-связностью специального вида. 
Пока остается нерешенной следующая интересная задача: по-
лучить классификацию эндоморфизмов : ,N D D  основан-
ную на изучении алгебраической структуры тензоров круче-
ния соответствующих N-связностей. 
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On a sub-Riemannian manifold M of contact type, is considered an 

N-connection N  defined by the pair ( , N), where   is an interior 
metric connection, :N D D  is an endomorphism of the distribution 

D. It is proved that there exists a unique N-connection N  such that its 
torsion is skew-symmetric as a contravariant tensor field. A construction 
of the endomorphism corresponding to such connection is found. The 
sufficient conditions for the obtained connection to be a metric connec-
tion with parallel torsion are given. 
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1 
Нормализации Нордена — Чакмазяна 

распределений, заданных на гиперповерхности 
 

В проективном пространстве продолжаем изучать 
гиперповерхность, несущую тройку сильно взаимных 
распределений. Для оснащающих распределений гипер-
поверхности внутренним образом введена нормализа-
ция в смысле Нордена — Чакмазяна. 

 
Ключевые слова: гиперповерхность, распределение, нормализа-

ция в смысле Нордена — Чакмазяна, инвариантность нормалей 1-го 
и 2-го рода. 
 

В работе индексы принимают следующие значения: 

1,1,  n ; rqp ,1,  ; 1,1,  nrwv ; mrji ,1,  ;  

}1,1;1{,  nm,r ; mba ,1,  ; 1,1,  nm . 

Продолжаем изучать гиперповерхность nn P1 , несу-
щую тройку сильно взаимных ),,( EL -распределений [1]. 
Этот объект является элементом трехсоставного сильно взаим-
ного распределения nPVH   [2] в случае, когда H-распределе-
ние голономно, при этом основные распределения связаны со-
отношениями 

)()()( 0100 AHAMA nmr  ,  )(),()( 000 ALAAM srm  , rms  ,  
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 )(),()( 01001 AEALAФ mnsrn   , 

 )(),()( 01001 AEAA mnrsn    , 

)()()( 0001 ALAMA smrn  , )()()( 0001 AAMA rmsn   , 

где )( 01 Arn  , )( 01 Asn  , )( 01 AE mn   — характеристики ги-

перплоскости )( 0AH  при смещениях центра 0A  вдоль интег-
ральных кривых Λ-, L-, M-распределений [1].  

1. Будем говорить, что Λ-распределение, заданное на ги-
перповерхности 1nΩ , нормализовано в смысле Нордена — 

Чакмазяна [2], если в каждой точке 10  nA   к нему инвари-
антным образом присоединены поля нормалей 1-го рода 

)( 0AN r-n  и нормалей 2-го рода )( 01 ANr , определяемые, соот-
ветственно, полями квазитензоров 


 0

p
n

p
n

p
n   (а),  

 0
000
ppp  .              (1) 

Отметим, что в каждой точке 10  nA   нормаль 1-го рода 

];[)( 10 nrnr-n XAN    проходит через характеристику 1rn  

касательной гиперплоскости )( 0AH , полученную при смеще-

ниях точки 0A  вдоль интегральных кривых Λ-распределения. 

Требование инвариантности нормали )( 0AN r-n , где 

v
v
np

p
nnn AAAX   , приводит к условиям (1.а). Если потре-

бовать, чтобы прямая ],[ 01 nXA  была инвариантна, то кро-
ме (1.а) получим условия 


 0

v
n

v
n

v
n  .                               (2) 

Уравнения (2) выполняются, если охват объекта }{ v
n  

осуществить с помощью квазитензора 

qp
n

v
pq

v
n r

 1
 ,   

 0
v
n

v
n

v
n  , 

где };{  pq
i
pq

def
v
pq   [3]. 
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В дальнейшем считаем, что прямая ];[ 01 nXA инвари-

антна, а точка nX  имеет разложение вида  

v
v
np

p
nnn AAAX   . 

Итак, под полем нормалей 1-го рода )( 0AN r-n  Λ-распреде-
ления мы будем понимать поле соответствующего квазитензо-

ра }{ p
n .  

Если охваты квазитензоров }{ p
n , }{ 0

p  осуществить, 

например, по формулам p
n

p
n   , 00

pp   , где 

ji
n

p
ij

p
n s

 1
 ,   

 0
p
n

p
n

p
n  ,                 (3) 

i
pip s

 10  ,   
 0

000
ppp  ,                  (4) 

то в дифференциальной окрестности 2-го порядка к оснащаю-
щему Λ-распределению гиперповерхности 1nΩ  внутренним 

образом присоединяется нормализация Нордена — Чакмазяна 

),( 0
p

p
n  . 

Проведем аналогичные рассуждения для других оснаща-
ющих распределений гиперповерхности, что приведет нас к 
следующим результатам. 

2. В дифференциальной окрестности 2-го порядка к L-рас-
пределению, заданному на гиперповерхности 1nΩ , внутрен-

ним образом будет присоединена нормализация в смысле Нор-

дена — Чакмазяна, если охваты квазитензоров }{ i
nν  и },{ 0

iν  

определяющих соответственно нормаль 1-го рода  

];[)( 10 nsns-n YAN   , 

где ,
 AAAY ni

i
nnn   и нормаль 2-го рода  

)()( 001 ALANs  , ),(A 010 AN s  
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осуществить по формулам i
n

i
n   , 00

ii   , где 

qp
n

i
pq

i
n r

 1
 ,   

 0
i
n

i
n

i
n  ,                 (5) 

p
ipi r

 10  ,   
 0

000
iii  .                     (6) 

При этом прямая ];[ 01 nYAl   будет инвариантна, если 

охват объекта }{  n  построить следующим образом: 

ji
nijn s

L  1
 ,   


  0nnn LL  , 

где };{   ij
p
ijij   [3]. 

3. Нормализацию Нордена — Чакмазяна E-распределения, 
заданного на гиперповерхности 1nΩ , определим следующим 

образом. В каждой точке 10  nΩA  для плоскости )( 0AE  за-

даны нормаль 1-го рода ];[)( 01 nmm ZMAN  , где  

,a
a
nnnn AAAZ  

   

и нормаль 2-го рода  

)()( 002 AEAN mn  , )( 02 ANA mn0  , 

условия инвариантности которых соответственно имеют вид 



  0nnn  ,   

  0
000  .            (7) 

Соотношения (7) выполняются, если охваты квазитензоров 

}{  n , }{ 0
  представить, например, в виде  


nn Eν  ,  00

 ν ,   

где ba
nabn ΛΛ

m
E  1

 , a
am   10  . 
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Если охват квазитензора }{ a
n  осуществить, например, по 

формуле a
n

a
n Eν  , где 

 n
aa

n mn
E

1

1


 , то прямая 

];[ 01 nZA  будет инвариантна. 

4. Будем говорить, что оснащающее M-распределение ги-
перповерхности 1nΩ  нормализовано в смысле Нордена — 

Чакмазяна [2], если к нему инвариантным образом присоеди-

нены поля нормалей 1-го рода ];[)( 10 nmnm-n EAN   и норма-

лей 2-го рода )( 01 AN -m , определяемые соответственно полями 

квазитензоров: 


 0

a
n

a
n

a
n  ,   

 0
000
aaa  , 

где 
 AEAνAε na

a
nnn  . 

При этом охваты квазитензоров можно осуществить, 

например, по формулам };{ i
n

p
n

def
a
n

a
n    (3, 5), 

};{ 0000
ip

def

aa    (4, 6).  

Прямая ];[ 01 nA    является инвариантной, если охват 

объекта }{  n  представить в виде  

ba
nabn m

E  1
 ,   


  0nnn EE  . 

5. Для оснащающего Ф-распределения гиперповерхности 

1nΩ  нормализация в смысле Нордена — Чакмазяна [2] опре-

деляется следующим образом. В каждой точке 10  nΩA  для 

плоскости )Φ(A0  задается нормаль 1-го рода  

)]();([)( 0001 AAAN nrr  , 
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где ,v
n p

p
nvnn AAA    и нормаль 2-го рода )( 02 AN rn   в 

смысле Нордена [4], условия инвариантности которых имеют 
соответственно вид 


 0

v
n

v
n

v
n  ,   

 0
000
vvv  . 

Охваты квазитензоров }{ v
nν , }{ 0

v  можно осуществить, 

например, по формулам 

};{  n
i
n

def
v
n

v
n  ,   };{ 0000

 i

def

vv  , 

где i
n , 0

i  определяются соответственно соотношениями (5), 
(6) и 

qp
npqn r

  1
 ,   


  0nnn  , 

p
pr   10  ,   

  0
000  . 

Требование инвариантности прямой ];[ 01 nA    выполня-

ется, если охват объекта }{ p
nν , например, представить в виде 

wv
n

p
vw

p
n -r-n


1

1
 ,   

 0
p

n
p
n

p
n  . 

6. В дифференциальной окрестности 2-го порядка к осна-
щающему Ѱ-распределению гиперповерхности 1nΩ  внутрен-

ним образом будет присоединена нормализация в смысле 
Нордена — Чакмазяна, если охваты квазитензоров }{ μ

nν  и 

},{ 0
μν  задающих соответственно нормаль 1-го рода 

)]();([)( 0001 AALAN nss  , где ,n i
i
nnn AAA  

   и нор-

маль 2-го рода )( 01 AN sn  , представить в виде  

}
~

;{   n
p
n

def

nn  ,   }
~

;{ 0000
  p

def

 , 
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где p
n  и 0

p  определяются соответственно по формулам (3), (4) и  

ji
nijn s

  1~
 ,   


  0

~~
nnn  , 

i
is   1~0  ,   

  0
000 ~~

 . 

Прямая ];[ 01 nΨA  является инвариантной, если ,i
n

i
n Ψν   

где ημ
n

i
μη

i
n ΛΛ

n-s-
Ψ

1

1
 , 

 0
i

n
i
n

i
n  .  
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Normalization of Norden — Chakmazyan for distributions  
given on a hypersurface  

 
Submitted on May 17, 2020  
 
In the projective space, we continue to study a hypersurface with 

three strongly mutual distributions. For equipping distributions of a 
hypersurface, normalization in the sense of Norden — Chakmazyan is 
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introduced internally. The distribution of the equipping planes is normal-
ized in the sense of Norden — Chakmazyan if the fields of normals of the 
1st kind and normals of the 2nd kind are attached to it in an invariant way. 
For each equipping distribution, the fields of normals of the 1st and 2nd 
kind are defined by the corresponding fields of quasitensors. At each 
point of the hypersurface, the normal of the 1st kind of the equipping dis-
tribution of the hypersurface passes through the characteristic of the tan-
gent hypersurface. This characteristic was obtained with displacements of 
the point along the integral curves of the equipping distribution. 

For equipping distributions, the coverage of quasitensors is found un-
der which the conditions of invariance of the normals of the 1st and 2nd 
kind are satisfied. 

Coverage of quasitensors is found for which normalization in the 
sense of Norden — Chakmazyan is attached to the equipping distributions 
of the hypersurface in a second-order differential neighborhood.  

 
Keywords: hypersurface, distribution, normalization in the sense of 

Norden — Chakmazyan, invariance of normals of the 1st and 2nd kind. 
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Дифференцируемое отображение, порожденное  
комплексами эллиптических параболоидов 

 
В трехмерном эквиаффинном пространстве расс-

матривается дифференцируемое отображение, порож-
денное комплексами эллиптических параболоидов. Гео-
метрически охарактеризованы индикатриса и главное 
направление исследуемого отображения. 

 
Ключевые слова: комплекс, эквиаффинное пространство, отоб-

ражение, эллиптический параболоид, главное направление, индика-
триса отображения, система уравнений Пфаффа, координатные век-
торы, репер, характеристическое многообразие. 

 
В трехмерном эквиаффинном пространстве рассмотрим диф-

ференцируемое отображение 

33
ˆ:  qACf , 

где C — вершина эллиптического параболоида, q — эллипти-

ческий параболоид (образующий элемент) комплекса 3̂ , 

рассмотренного в работе [1], когда координатные векторы 1e  

и 2e  сопряжены и лежат в касательной плоскости эллиптиче-

ского параболоида в его вершине, координатный вектор 3e  

направлен по главному диаметру образующего элемента так, 
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чтобы концы 1P  и 2P  соответственно векторов 31 ee   и 

32 ee   лежали на параболоиде q, при этом индикатрисы век-

торов  ie (i, j, k,…= 3,1 ) описывают линии с касательными, па-

раллельными вектору 1e , а точка 1P  принадлежит характери-
стическому многообразию [2]. 

Исследование отображения f будем проводить в репере 
},{ ieAr  , где A — вершина эллиптического параболоида, 

векторы 1e  и 2e  сопряжены и лежат в касательной плоскости 

эллиптического параболоида в его вершине, вектор 3e  направ-

лен по главному диаметру образующего элемента так, чтобы 
концы 1P  и 2P  соответственно векторов 31 ee   и 32 ee   ле-

жали на параболоиде q. При этом уравнение эллиптического 
параболоида согласно [1] будет иметь вид 

                        .0)()( 32221  xxx                               (1) 

В репере r система уравнений Пфаффа отображения f, как 
показано в работах [1; 3; 4], будет иметь вид 

311
1   , 21

2   ,        

                 03
3

2
2

2
3

3
2

3
1

2
1

3   ,                 (2) 

где 11   , 22   , 1
3

3   . 
Отображение f существует и определяется с произволом 

одной функции одного аргумента [5]. 

Пусть ix  — координаты точки C, тогда согласно работе 
[6] уравнения отображения f примут вид 

 35)()()(3221 3123222131
11 xxxxxxxa , 

 3)(1 222
22 xa  ,    3)( 23

33 xa , 

 3
2

1

2

3 32212
2112 xxxxxaa  , 
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             3)(
2

3

2

3 23313
3113 xxxxaa  ,                (3) 

 332
3223 xxaa  , 

 32)()()(2 312322211
1 xxxxxxa  , 

 3212
2 xxxa  ,    331

3 xxa , 

где символ  3  означает совокупность членов порядка мало-
сти не меньше трех относительно приращений координат точ-
ки области определения. 

Теорема. Индикатриса отображения f и конус )0(fK  

главных направлений этого отображения вырождаются в 
точку, совпадающую с вершиной образующего элемента ис-
следованного в работе [1] комплекса эллиптических парабо-
лоидов. 

Согласно работе [3] система уравнений индикатрисы fI  

отображения f имеет вид 

     02 x ,   03 x ,   0)23( 11 xx ,   0)12( 11 xx .      (4) 

По методике, изложенной в работе [6], находим систему 
уравнений )0(fK  — главных направлений отображения f. Эта 

система уравнений имеет вид 

 02 x ,   03 x ,   0)53( 311  xxx ,   0)( 311  xxx .     (5) 

Из систем уравнений (4) и (5) непосредственно следует 
утверждение теоремы. 
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Differentiable mapping generated by elliptic paraboloid complexes 
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In three-dimensional equiaffine space, we consider a differentiable 

map generated by complexes with three-parameter families of elliptic 
paraboloids according to the method proposed by the author in the mate-
rials of the international scientific conference on geometry and applica-
tions in Bulgaria in 1986, as well as in works published earlier in the sci-
entific collection of Differ. Geom. Mnogoobr. Figur. The study is carried 
out in the canonical frame, the vertex of which coincides with the top of 
the generating element of the manifold, the first two coordinate vectors 
are conjugate and lie in the tangent plane of the elliptic paraboloid at its 
vertex, the third coordinate vector is directed along the main diameter of 
the generating element so that the ends are, respectively, the sums of the 
first and third, and also the sums of the second and third coordinate vec-
tors lay on a paraboloid, while the indicatrixes of all three coordinate vec-
tors describe lines with tangents, parallel to the first coordinate vector. 
The existence theorem of the mapping under study is proved, according to 
which it exists and is determined with the arbitrariness of one function of 
one argument. The systems of equations of the indicatrix and the main 
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directions of the mapping under consideration are obtained. The indicatrix 
and the cone of the main directions of the indicated mapping are geomet-
rically characterized. 

 
Keywords: complex, equiaffine space, mapping, elliptical paraboloid, 

main direction, display index, system of Pfaff equations, coordinate vec-
tors, reference, characteristic variety. 
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Как без компьютера найти простые числа, 
следующие за данным простым числом 

 
Показано, как без использования компьютера с по-

мощью нескольких арифметических прогрессий можно 
определить одно или несколько простых чисел, следу-
ющих за данным простым числом. Даны пять примеров 
нахождения таких простых чисел. 
 

Ключевые слова: простое число, составное число, арифметиче-
ская прогрессия. 
 

1. Строение множества простых чисел  3,2\PP   
 

На протяжении тысячелетий математики и философы пы-
тались найти формулу для получения простых чисел, но все 
попытки установить закон их возникновения не увенчались 
успехом. По-видимому, такой формулы не существует. В ра-
ботах [1; 2] показано, что для определения структуры множе-
ства P* простых чисел надо воспользоваться тем, что любое 
простое число 5P   может быть представлено в виде 

),(16,16 212211 NkkkPkP  .               (1) 

Значит, можно рассматривать множества 

}{},{ 2211 kAkA  , 

однозначно определяющие простые числа (1). 
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Рассмотрим подмножества составных чисел 

),(16,16 212211 Njjjgjg   

и подмножества }{},{ 2211 jBjB  , однозначно определяю-
щие эти составные числа. 

Очевидно, что 

2211 , B\NAB\NA  , 

то есть множества А1 и А2 образованы пропущенными в B1 и B2 

натуральными числами.  
В [1; 2] показано, что множества B1 и B2 определяются 

арифметическими прогрессиями: 
 

B1 B2  
1 + 5n            – 1 + 7n 
2n + 11n        – 2 + 13n 
3n + 17n        – 3 + 19n 
4n + 23n        – 4 + 25n 
   …                 … 

1 + 7n             – 1 + 5n 
2n + 13n         – 2 + 11n 
3n + 19n         – 3 + 17n 
4n + 25n         – 4 + 23n 

…                 … 

 
 

(2) 
 
 

 
2. Нахождение простых чисел,  

следующих за данным простым числом P > 5 
 

Зададим произвольное простое число P > 5. Вычитая из не-
го или прибавляя к нему единицу, получаем число, кратное 
шести. Делим его на шесть. Получаем число a. Рассматриваем 
промежуток [a, a + 3]. С помощью арифметических прогрессий 
(обычно их небольшого числа из первых строк формулы (2)) 
находим соответствующие подмножества множеств B1 и B2. Из 
пропущенных натуральных чисел в этих подмножествах нахо-
дим подмножества множеств А1 и А2. По формулам (1) нахо-
дим простые числа, следующие за числом P. 

Если в указанном промежутке не окажется ни одного про-
стого числа, расширяем промежуток: 

[a, a + 4], [a, a + 5], … 
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3. Примеры 

 
1. P = 2851. 

Имеем 475
6

12851



. Промежуток: [475, 478]. Находим с 

помощью двух первых строчек прогрессий (2) в этом проме-
жутке числа из B1 и B2: 

{475, 476, 478}; {477, 478}. 

Следовательно, подмножество чисел из A1 и A2 в этом про-
межутке {477}, {475, 476}. Используя формулы (1), находим, 
что за простым числом 2851 следуют простые числа 2857, 
2861. 

2. P = 13721. 
Промежуток: [2287, 2290]. Находим в этом промежутке 

числа из B1 и B2: 

{2288, 2289, 2290}; {2289, 2290}. 

Следовательно, числа из A1 и A2 в этом промежутке 

{2287}, {2287, 2288} 

Используя формулы (1), убеждаемся, что за простым чис-
лом 13721 следуют простые числа 13723, 13729. 

3. P = 27791. 
Промежуток: [4632, 4635]. Находим в этом промежутке 

числа из B1 и B2: {4633}; {4633, 4635}. Следовательно, числа-
ми из A1 и A2 являются числа 

{4632, 4634, 4635}, {4632, 4633}. 

Значит, за простым числом 27791 следуют простые числа 
27793, 27799, 27803, 27809. 

4. P = 64151.  
Промежуток: [10692, 10695]. Находим в этом промежутке 

числа из B1 и B2:  

{10694, 10695}; {10693, 10694}. 
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Следовательно, элементами из A1 и A2 являются числа 

{10692, 10693}, {10692, 10695}. 

Значит, за простым числом 64151 следуют простые числа 
64153, 64157, 64171. 

5. P = 99823. 
Промежуток: [16637, 16640]. Находим в этом промежутке 

числа из B1 и B2: 

{16637, 16638}; {16639, 16640}. 

Следовательно, элементами из A1 и A2 являются числа 

{16639, 16640}, {16637, 16638}. 

Значит, за простым числом 99823 следуют простые числа 
99829, 99833, 99839. 
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About finding of prime numbers 
that follow after given prime number without using computer 
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It is shown how to define one or several prime numbers following af-

ter given prime number without using computer only by calculating sev-
eral arithmetic progressions. Five examples of finding such prime num-
bers are given. 
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1 
Продолжения аффинной связности  

и горизонтальных векторов 
 

Рассмотрено расслоение линейных реперов над глад-
ким многообразием. Отображение dе, определяемое 
дифференциалами векторов репера е 1-го порядка, яв-
ляется лифтом в нормаль N, то есть пространство, до-
полняющее касательное пространство 1-го порядка до 
касательного пространства 2-го порядка к этому рас-
слоению. В частности, отображение, определяемое диф-
ференциалами вертикальных векторов этого репера, яв-
ляется вертикальным лифтом в нормаль N. Нормальный 
(вертикальный) лифт определяет нормальное (верти-
кальное) продолжение касательного пространства (то 
есть нормаль N) и его вертикального подпространства. 
Дифференциал произвольного векторного поля на рас-
слоении линейных реперов является полным лифтом из 
касательного пространства 1-го порядка в касательное 
пространство 2-го порядка к этому расслоению.  

На расслоении базисные горизонтальные векторы 
играют двойную роль: во-первых, они служат операто-
рами ковариантного дифференцирования геометриче-
ских объектов на расслоении; во-вторых, дифференци-
алы этих геометрических объектов можно рассматри-
вать как формы, значения которых на базисных гори-
зонтальных векторах дают ковариантные производные 
этих геометрических объектов.  
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Для объектов, ковариантные производные которых 
требуют привлечения связности 2-го порядка, ковари-
антные производные равны значениям дифференциалов 
этих объектов на горизонтальных векторах в продол-
женной аффинной связности. Построены продолжения 
горизонтальных векторов, то есть горизонтальные век-
торы 2-го порядка для продолженной связности. Каса-
тельное пространство 2-го порядка представлено в виде 
прямой суммы касательного пространства 1-го порядка, 
вертикальных продолжений вертикального и горизон-
тального подпространств, горизонтального продолже-
ния горизонтального подпространства. 
 

Ключевые слова: тангенциальнозначные формы, касательное про-
странство 2-го порядка, продолжение аффинной связности, горизон-
тальные векторы 1-го и 2-го порядков. 

 
1. Каноническая форма  

на расслоении линейных реперов 
 
Рассмотрим над m-мерным гладким многообразием mX  

главное расслоение касательных реперов 2-го порядка со 
структурными уравнениями [3] 

i
j

jid   ,                                      (1) 

i
jk

ki
k

k
j

i
jd   ,                            (2) 

i
jkl

ll
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjd   . 

Структурные уравнения (1, 2) задают расслоение линей-
ных реперов )( mXL . Его типовым слоем является линейная 

группа GL(m), действующая в касательном пространстве mTX . 

Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-
рует точку многообразия mX , а значит, и слой расслоения 
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)( mXL . Следовательно, касательное пространство )( mXTL  

содержит вертикальное пространство ][ j
im eXVL )( , касатель-

ное к слою в точке A.  
Каноническая (структурная [1, с. 48]) форма на многообра-

зии )( mXL  имеет вид 

j
i

i
ji

i
XL ee

m
 )( .                                (3) 

Двойственным к реперу  k
i
j eee ,  касательного простран-

ства ),()( k
i
jm eespanXLT   является корепер },{ j

k
i   про-

странства )( mXLT 
: i

jj
i e  )( , 0)( k

j
i e , 0)( k

i
j e  

k
j

i
l

k
l

i
j e  )( . Пусть текущая точка многообразия mX  в не-

которой окрестности определяется локальными координатами 
ix  (i, j, k, … = 1, …, m). Формы инвариантного корепера 

 jii  ,  относительно натурального корепера  k
j

i dxdx ,  выра-

жаются по формулам [3]
 





































 p

q

l

q
j

k
p

s
l

k
js

i
l

k
j

i

dx

dx

xxx

0x




, 

где 





 

i
j x  — матрица, обратная к матрице )( j

ix , i
kj

i
jk xx  . Бу-

дем считать, что все слоевые координаты ...,, i
jkl

i
jk xx  симмет-

ричны по нижним индексам, а значит, симметричны формы  
li

jkl
i
ml

m
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk xxxxxxdx  )(  . 

Векторы (точнее, векторные поля) репера  k
i
j eee ,  в 

натуральном репере  j
i

i
j x / , k

k x /  выражаются по 

формулам 
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k
j

i
k

i
j xe  , j

l
l
jkj

j
kk exxe 


. 

 
2. Лифты векторов из касательного пространства  

1-го порядка в касательное пространство 2-го порядка 
 
Векторы j

ie , ie  репера 1-го порядка являются дифферен-
цированиями на функциях, точнее, операторами пфаффовых 
производных этих функций. При этом дифференциал d пере-
водит касательные векторы 1-го порядка в тангенциально-
значные формы со значениями в касательном пространстве 

порядка 2 (соприкасающемся пространстве [7]) )(2
mXLT , то 

есть  

))(()(: 2
1

2
1

1
0 mm XLTXTLd   . 

Вертикальные j
ie  и невертикальные ie  векторы репера 1-го 

порядка задают отображения [5]  
k
l

jl
ik

kj
ik

j
k

k
i

j
i eeede   , 

j
k

k
ij

j
ij

k
ji

j
k

j
iji eeeeed                        

(4)
 

из касательного пространства ),()( k
i
jm eespanXLT   в каса-

тельное пространство 2-го порядка ,() i
jm

2 espanL(XT  ,ke ,j
ike

,jl
ike  )ije , причем ijij ee  , k

ji
k

ij ee  , 
lj
ki

jl
ik ee  . 

Векторы из совокупности  ij
jl

ik
j

ik eeee ,,  через операторы 

частных дифференцирований выражаются по формулам 

l
pk

p
i
s

j
s

jl
ik x

xx
xe





2

,    
si

l

s
k

j
l

jp
iq

q
pk

s
i

j
sk

j
ik

xx
xxexexe





2*

, 

k
jkl

l
i

sp
kq

q
pi

k
sj

l
jk

k
il

l
k

k
ls

s
ij

k
lijk

k
ijij x

xx
xexxexexxxexe

*2*

)(2)(



 . 
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Для линейного отображения de : )()( m
2

m XLTXTL  из 

касательного пространства 1-го порядка в касательное про-
странство 2-го порядка, определяемого по (4), имеем eede )( : 

jl
ik

l
k

j
i eede )( ,   

j
ikk

j
i eede )( ,   k

ij
k
ji eede )( ,   ijji eede )( .  

Векторы из совокупности  ij
k

il
l
kj

jl
ik eeeee  ,,,  выражаются 

по формулам [5] 

l
i

j
k

jl
ik

jl
ik eee  ,   

j
ik

j
ik ee  ,   )( k

lij
k
sj

s
li

l
kijij xxxeee  , 

)( p
qj

k
i

p
ji

k
q

k
qi

p
j

q
pj

k
i

k
ij

k
ij xxxeeee    

и удовлетворяют сравнениям на базе )( mXL   

s
lk

jl
is

j
ik eed   ,  0jl

iked ,  k
li

l
kj

l
kj

k
ilij eeed    ,  s

li
lk
sj

k
ij eed   . 

Векторы 2-го порядка образуют подпространство 

),,,( ij
k

il
l
kj

jl
ik eeeespanN  , не содержащее векторы 1-го поряд-

ка, то есть NXTLXLT mm
2  )()( . Подпространство N  яв-

ляется нормалью 1-го порядка. Векторы из совокупности e  

назовем нормальными векторами, а репер  eee  ,2    нор-

мальным репером 2-го порядка.  

Для векторов репера  k
i
j eee ,  и их дифференциалов 

 k
i
j dedede ,  имеем  

)(\)()()( 2
mm

de
m

e
m XTLXLTNXTLXL  . 

Отображение  k
i
j dedede ,  (4) является лифтом отобра-

жения е; будем называть его лифтом в нормаль N (нормаль-

ным лифтом), отображение i
jde  — вертикальным лифтом в 
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нормаль N. Лифт  k
i
j dedede ,  позволяет строить продолже-

ние касательного пространства )( mXTL  и его вертикального 

подпространства ][ j
im eXVL )(  в нормаль  

)(\)(2
mm XTLXLTN  . 

Нормаль N  содержит подпространства 

)( jl
ik

v espanV  ,   ),( l
kj

jl
ik

v eespanT  ,   ),( k
il

jl
ik

n eespanV  ; 

VTV nvv  . 

Теорема 1. Нормальный лифт de  определяет: 
1) нормаль N, то есть продолжение nT пространства 

)( mXTL , 

)(),,,()(: 2
m

n
ij

k
il

l
kj

jl
ikm XLTTeeeespanNXTLde   ; 

2) продолжение  nV пространства )( mXVL  

)(),()(: 2
m

k
il

jl
ik

n
m XLTNeespanVXVLde   . 

Теорема 2. Вертикальный лифт i
jde  определяет: 

1) вертикальное продолжение vT пространства )( mXTL  

)(),()(: 2
m

k
il

jl
ik

v
m

i
j XLTNeespanTXTLde   ; 

2) вертикальное продолжение vV пространства )( mXVL  

)()()(: 2
m

jl
ik

v
m

i
j XLTNespanVXVLde   . 

Для произвольного вектора j
i

i
ji

i eueuu  )( mXTL  функ-

ции i
j

i uu ,  удовлетворяют уравнениям  

j
k

ki
j

ji
j

i uudu  ,
,,  ,    k

l
li
kj

ki
kj

k
j

i
k

i
jk

ki
j uuuudu  ,

,,  , 
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следовательно, ),( k
l

jii xxuu  , i
jk

ki
j xuu  . При отображении 

))(()(: 2
1 mm XLTXTLd   получим 

j
i

i
j

i
i uudu  ˆˆ  ,                                   (5) 

где 
j

ki
k
jji

jj
k

k
jij

j
ii eueueueuu ˆ ,-

)()(ˆ i
k

l
j

li
kj

k
lj

i
k

i
kj

kl
k

ki
ljk

ki
j

i
j eeueeueueuu   . 

Теорема 3. Пусть )()(: mm XTLXLu   — векторное поле 

на )( mXL . Тогда дифференциал отображения u является 

полным лифтом )()(: 2
mm XLTXTLdu   из касательного 

пространства )( mXTL  в касательное пространство 2-го по-

рядка )(2
mXLT , то есть  

)(ˆˆ)(: 2
m

j
i

i
j

i
i

l
m XLTvuvuvXTLvdu  ; 

 )()()( k
j

i
k

l
k

ik
jl

ki
kj

j
i

i
j

jj
k

ik
j

ji
ji

l vuvuvuevuvuvuevduv  

ji
ij

i
j

kki
j

j
ik

k
l

i
j

jl
ik uvevuvuevue  )( . 

 
3. Горизонтальные векторы  
и ковариантные производные 

 
Зададим аффинную связность в расслоении )( mXL  каса-

тельных линейных реперов способом Лаптева — Лумисте [8] с 

помощью форм ki
jk

i
j

i
j  ~ , причем компоненты объекта 

аффинной связности i
jk  удовлетворяют уравнениям 

li
ljk

i
jk

i
jk  , .                                 (6) 
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Внося в структурные уравнения (1, 2) формы связности i
j~ , 

получим структурные уравнения Э. Картана: 
ii  D ,   i

j
i
j  ~D ,                              (7) 

где kji
jk

i T   , lki
jkl

i
j R     формы кручения и 

кривизны, D   символ внешнего ковариантного дифферен-
циала: 

i
j

jii d  ~D  ,   i
k

k
j

i
j

i
j d  ~~~~D  . 

Объекты кручения i
jkT  и кривизны i

jklR  являются тензо-

рами на базе mX  и выражаются по формулам 

)(2
1 i

kj
i
jk

i
jkT   ,   i

sl]
s
j[k

i
l]j[k

i
jklR   , . 

Дифференцируя уравнения (7) внешним образом, найдем 
тождества Бьянки в бескоординатном индексном представлении:  

ji
j

i  D ,  0D i
j ,                            (8) 

где i
j

jii d  ~D  , k
j

i
k

i
k

k
j

i
j

i
j d  ~~D   

внешние ковариантные дифференциалы форм кручения и кри-
визны. 

Отображение
0

)(


 i
j

i
i
jg deddR


  [6] осуществляет дей-

ствие структурной группы в расслоении )( mXTL , при этом 
уравнения инфинитезимального действия группы [10] для ка-
сательных векторов имеют вид 

k
ji

j
k

j
ijig eeedR  )( ,  k

i
j

k
j

ig eedR 2)(  , 

j
i

l
k

k
j

i
l

i
l

k
j

ki
ljk

ik
j

ki
jg euuueuuudR  ])()[()(  ,      

где формы 
0

 i
  являются структурными формами ли-

нейной группы GL(m) расслоения )( mXL . 
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Для произвольного вертикального вектора j
i

i
jeuv   коор-

динаты iu  и их пфаффовы производные ik
ju  равны нулю, и 

отображение gdR  переводит вертикальные векторы в верти-

кальные l
k

j
i

i
l

k
j

k
j

i
l

ki
ljg euuuvdR  )()(  .  

В аппарате, основанном на применении тангенциально-
значных форм, понятие инвариантности векторов и подпро-
странств удобно определять следующим образом. Подпро-
странство )(uspanL   является инвариантным относительно 
отображения f, если образ векторов u представляет собой 
векторнозначную 1-форму со значениями в подпространстве 
L , то есть )()( 1 Luf  .   

Применяя действие оператора 
0

)(


 i
j

i
i
jg deddR


  к век-

торам j
i

i
jkkk eee ~ , аннулирующим формы связности, полу-

чим i
kik

j
i

i
jkg eedededR i 



~)~)(()~(
0



. Следовательно, гори-

зонтальные векторы ke~  инвариантны в совокупности.  

На расслоении XY   определены формы различных ти-
пов. Форма является горизонтальной (вертикальной), если она 
аннулируется вертикальными (горизонтальными) векторами. 
Форма является горизонтальнозначной (HY-значной), если она 
принимает значения в горизонтальном подпространстве HY. 
Форма является вертикальнозначной (VY-значной), если она 
принимает значения в вертикальном подпространстве VY. 
Например, горизонтальные вертикальнозначные формы — это 
формы VYXTY   ; горизонтальные горизонтальнознач-

ные формы — это HYXTY   .  
Рассмотрим следующие тангенциальнозначные формы на 

многообразии )( mXL  с привлечением векторов ie~ , 
j

ke  про-

странства )( mXTL :  
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))(()(~~
1 mmm

i
i

h

XHLXTXHLe   
  горизон-

тальнозначная горизонтальная 1-форма связности;  

))(()()(~~
1 mmm

i
j

j
i

v

XVLXLVXVLe      вертикаль-

нозначная вертикальная 1-форма связности;  

))(()(~
2

2

mmm
i

i XHLXTXHLe      горизон-
тальнозначная горизонтальная 2-форма кручения;  

))(()( 2

2

mmm
i
j

j
i XVLXTXVLe      вертикаль-

нозначная горизонтальная 2-форма кривизны.  
Используя введенные тангенциальнозначные формы, струк-

турные уравнения (7) и тождества (8) на многообразии )( mXL  
можно записать в бескоординатном безындексном виде: 

 
h~D ,    

v~D ;   ]~,[D
h

  ,   0D  .           (9) 

Действительно, справедливо  

  i
i

i
i

h

ee ~D~~D ,   i
j

j
i

i
j

j
i

v

ee ~D~D , 

0DD  i
j

j
ie  . 

Коммутатор векторнозначных 1-форм 
1

  и 
2

  выражается 
по формуле (см., напр., [2, с. 135]):  

ji
ji

j
j

i
i YXYX

212121

],[],[],[   . 

Поэтому  

]~,[]~,[~D~D
h

k
j

i
ki

ji
j

k
ki

j
i

i eeee   . 

Замечание. Все рассмотренные выше тангенциальнознач-

ные формы заданы в репере  k
i
j eee ~,  касательного про-

странства )( mXTL , но тождества (9) также выполняются, если 
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вместо горизонтальных векторов ke~  рассматривать касательные 

векторы j
j
kk x 


  из пространства mTX . Принято исполь-

зовать в (9) каноническую форму mm
i

i XTTX    

многообразия mX  вместо горизонтальной горизонтальнознач-

ной формы mm
i

i

h

XTXHLe  )(~~  . Также обычно исполь-

зуют форму mm
i

i XTTX 
2

  вместо горизонтально-

значной формы кручения mm
i

i XTXHLe 
2

)(~ .  
Лемма 1. Внешний ковариантный дифференциал канони-

ческой формы  равен сумме форм кручения и кривизны 
 D .  

Действительно, раскладывая каноническую форму на вер-

тикальный 
v

~  и горизонтальный 
h

~  проекторы, то есть  
hv

i
i

i
j

j
i ee  ~~~~  ,  

получим  
hv ~D~DD . 

Лемма 2. Скобка горизонтальных форм связности равна 

сумме ее форм кручения и кривизны, то есть  ]~,~[
hh

.  
Действительно,  

  lki
jkl

j
i

jii
kli

ji
ji

hh

ReTeee ~]~,~[]~,~[ . 

 
4. Продолжение аффинной связности  

и горизонтальных векторов 
 
Зададим формы [3, с. 167; 7] 

li
jkl

i
jk

i
jk  ~ ; 

si
sjkl,

i
jkl

i
js

s
kl

i
sk

s
jl

s
jk

i
sl

i
jkl   . 
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Объект аффинной связности 2-го порядка },{2 i
jkl

i
jk    

задает связность в расслоении реперов 2-го порядка.  

Ковариантные производные объекта связности i
jk  отно-

сительно аффинной связности 2-го порядка 
2
  выражаются по 

формуле 
i
jkl

s
kl

i
js

s
jl

i
sk

i
sl

s
jk

i
ljk

i
jkl   ,

2           (10) 

и образуют самостоятельный тензор на многообразии Xm, то 

есть   02  i
jkl  . Альтернируя ковариантные производные (10) 

по k и l, получим 
i
jkl

s
kl

i
js

i
jkl

i
jkl TTR   ]

2
[ . 

Объект s
jl

i
ks

i
klj

i
jklT ][][    в совокупности с объектом 

s
klT  

образует кручение аффинной связности 2-го порядка 

},{2 i
jkl

i
jk TTT   [9]. Кручение 2-го порядка 2T  является тензо-

ром: i
js

s
kl

i
jkl TT   . 

В аффинной связности 1-го порядка производные тензора 
Q по направлению базисных горизонтальных векторов совпа-
дают с образами горизонтальных векторов при линейном 
отображении, определенном дифференциалом этого тензора, 
то есть )~(~ ke edQQ

k
 , и это суть ковариантные производные 

тензора Q в связности i
jk . Для ковариантных производных 

j
ki

k
jii uuu ˆˆ   произвольного вектора j

i
i
ji

i eueuu   каса-

тельного пространства 1-го порядка )( mXTL  справедливы ра-
венства )~(~ iei eduuu

i
 . В частности, для ковариантных 

производных базисных векторов 1-го порядка (вертикальных и 
горизонтальных) справедливо  

)~(~ l
i
j

i
je

i
jl edeee

l
 ,  kelkkl eeede

l

~)~(~~
~ . 
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В связности 2-го порядка аналогичное выполняется, в 

частности, для самого объекта аффинной связности i
jk : 

i
jkel

i
jk

i
jkl l

ed  ~
2 )~(  ,                           (11) 

если 
i
jkll

i
jk e  )~( .                                    (12) 

Формы i
jk  и горизонтальные векторы le~  порождают ос-

новной объект i
jkl  аффинной связности 2-го порядка. 

Равенства (12) и (11) имеют место, если 

i
jkl

0

 s
kl

i
js

s
jl

i
sk

i
sl

s
jk

i
jkl

i
sl

s
jk xxxxxx   . 

Связность },{
0

2
0

i
jkl

i
jk    является продолженной связно-

стью 2-го порядка, а компоненты i
jkl

0

  — продолжением 

связности i
jk  [4]. 

Теорема 4 [4]. Ковариантные производные объекта связ-

ности i
jk  в продолженной связности 2

0

  являются образа-

ми горизонтальных векторов при линейных отображениях, 
определенных дифференциалами объекта, а также производ-
ными по направлению горизонтальных векторов le~ , то есть 
справедливы равенства   

)(~)~(2
0

i
jkll

i
jk

i
jkl eed   . 

Теорема 5. Нормальный лифт  k
i
j dedede ,  (4) порожда-

ет горизонтальные векторы 2-го порядка для продолженной 

связности },{
0

2
0

i
jkl

i
jk L  , то есть 

)()~,~(~)(}~{~: m
n

ik
i
jk

n
mk XHLeespaneXHLeede  . 
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Применяя отображения k
i
j dede ,  к горизонтальным векто-

рам ke~ , получим продолжения горизонтальных векторов ke~ , 
то есть горизонтальные векторы 2-го порядка для продол-
женной связности [5; 11] 

l
sk

is
jl

i
lk

l
j

i
jkk

i
j

i
jk eeeedee   )~(~ ,     

s
ljk

l
s

l
jkl

l
sk

s
jljkkjjk eeeeedee   )~(~ , 

причем инвариантными на )( mXL  являются совокупности 

векторов }~{ i
jke , }~,~{ jk

i
jk ee . 

В частности, отображение  

)()~(~)(}~{~: m
vi

jk
v

mk
i
j XHLespaneXHLeede   

порождает вертикальное продолжение )~(~ i
jk

v espane   горизон-

тальных векторов, то есть пространство )( m
v XHL .         

Отображение [11] 

)()
~~(~)(}~{~:~

m
h

kl
h

mlk XHLespaneXHLeeed   

порождает горизонтальное продолжение )
~~(~

kl
h espane   горизон-

тальных векторов, где  
j

i
i
jkl

j
il

i
jkkllkkl eeeeede   ~~)~(~~~ , 

причем i
i

kl
j

i
i
jklkl eTeRe ~~~

][  . 

Утверждение. Для касательного пространства 2-го по-

рядка )(2
mXLT  справедливо разложение 

)()()()()(2
m

h
m

v
m

v
mm XHLXHLXVLXTLXLT  , 

где  

)~,()( k
i
jm eespanXTL  ,   )()( ik

jlm
v espanXVL  , 

)~()( i
jkm

v espanXHL  ,     )
~~()( klm

h espanXHL  . 
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Действительно, для горизонтального пространства 2-го по-

рядка )( m
n XHL  имеем 

)()()( m
h

m
v

m
n XHLXHLXHL  . 

Принимая во внимание  

NXTLXLT mm  )()(2
,  )()( m

n
m

v XHLXVLN  , 

получаем требуемое разложение. 
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The linear frame bundle over a smooth manifold is considered. The 

mapping dе defined by the differentials of the first-order frame e is a lift 
to the normal N, i. e., a space complementing the first-order tangent space 
to the second-order tangent space to this bundle. In particular, the map-
ping defined by the differentials of the vertical vector of this frame is a 
vertical lift into normal N. 

The lift dе allows us to construct a prolongation both of the tangent 
space and its vertical subspace into the second-order tangent space, more 
precisely into the normal N. The normal lift dе defines the normal prolon-
gation of the tangent space (i. e. the normal N) and its vertical subspace. 
The vertical lift defines the vertical prolongation of the tangent space and 
its vertical subspace. The differential of an arbitrary vector field on the 
linear frame bundle is a complete lift from the first-order tangent space to 
the second-order tangent space to this bundle. 

It is known that the action of vector fields as differential operators on 
functions coincides with action of the differentials of these functions as 1-
forms on these vector fields. Horizontal vectors played a dual role in the fibre 
bundle. On the one hand, the basic horizontal vectors serve as operators for 
the covariant differentiation of geometric objects in the bundle. On the other 
hand, the differentials of these geometric objects can be considered as forms 
(including tangential-valued ones) and their values on basic horizontal 
vectors give covariant derivatives of these geometric objects. 

For objects which covariant derivatives require the second-order con-
nection, the covariant derivatives are equal to the values of the differen-
tials of these objects on horizontal vectors in prolonged affine connectivi-
ty. Prolongations of the basic horizontal vectors, i. e., the second-order 
horizontal vectors for prolonged connection, were constructed. The sec-
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ond-order tangent space is represented as a straight sum of the first-order 
tangent space, vertical prolongations of the vertical and horizontal sub-
spaces, and horizontal prolongation of the horizontal subspace. 

 
Keywords: tangent-valued forms, second-order tangent space, pro-

longation of affine connection, covariant derivatives, first- and second-
order horizontal vectors. 
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Поля геометрических объектов,  
ассоциированных со скомпонованным гиперплоскостным  

n 2 1( ,L ) H -распределением аффинного пространства  
 

В данной работе рассмотрены фокальные многооб-
разия, ассоциированные с ( ,L )H -распределением аф-
финного пространства. В нормальных и касательных 
расслоениях L-, -, H-подрасслоений введены аффин-
ные (внутренние) связности и нормальные центроаф-
финные связности соответственно. Найдены тензоры 
кривизны полученных связностей. 

 
Ключевые слова: расслоение, подрасслоение, фокальное много-

образие расслоения, 2-форма кривизны, тензор кривизны, нормаль-
ная центроаффиная связность, внутренняя аффинная связность. 

 
В работе используется следующая схема индексов: 

.,2,;1,1,,

};,1{,;1,2,,;,1,,

nbankji

nnnKJI



 
 

1. Фокальные многообразия, ассоциированные  
с ( ,L )H -распределением аффинного пространства 

 
Известно [1], что скомпанованное распределение-

n 2 1( ,L ) H  аффинного пространства (в дальнейшем кратко 

( ,L )H -распределение) задается системой уравнений 
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n n K K n n K 1 1 K
1 1K 1 1K K K, , , 

                  ,    (1) 

коэффициенты которой удовлетворяют соответственно урав-
нениям 

n n L n L
1K 1KL 1K 1K n 1KL
n n L 1 n 1 1 L

K KL K K n KL

, ,

, .

  

    

       
       

    
                    

(2) 

Имеет место теорема существования ( ,L )H -распреде-

ления: 
Теорема 1. ( ,L )H -распределение существует с произ-

волом (3n  5) функций n аргументов. 
Действительно, с одной стороны, утверждение теоремы 1 

непосредственно следует из уравнений (1). С другой стороны, 
теорема 1 является при m n 2   следствием теоремы 1 [1]. 

Определение 1. Фокальной точкой текущего элемента 
H( L ) -распределения с центром в точке А, соответствующей 

определенному направлению смещения центра А, называется 
точка F этого элемента, которая принадлежит также (с точно-
стью до величины первого порядка малости) соседнему эле-
менту этого распределения, получаемого смещением центра А 
в данном направлении (фокальном направлении, соответству-
ющем данной точке F) [2]. 

Среди фокальных многообразий, ассоциированных с L-рас-
пределением, выделим прежде всего характеристику гипер-
плоскости H( L )  при смещении центра по кривым, принадле-

жащим L-распределению. Найдем уравнения, определяющие 
это фокальное многообразие. Относительно репера 0R , присо-

единенного к текущей точке А ( ,L )H -распределения, конеч-

ное уравнение плоскости имеет вид 
ny 0 .                                           (3) 

Точка F H( A )  определяется координатами Jy , удовле-
творяющими уравнению (3). При смещении Н-плоскости 
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вдоль некоторого направления точка F перейдет в новую точ-
ку F , координаты Jy  которой относительно исходной систе-
мы координат определяются соотношениями [2] 

J J J K
Ky y y  . 

Потребовав, чтобы точки F  принадлежали исходной плос-
кости Н(А), получим 

1 n n n
1y y 0, y 0

    . 

Систему уравнений теперь представим в виде 
1 n K n K n

1K Ky y 0, y 0
      . 

При смещении центра вдоль кривых, принадлежащих L-рас-
пределению, многообразие фокальных точек F гиперплоско-
сти Н(А) определяется системой уравнений 

1 n n n
11 1y y 0, y 0

    .                            (4) 

Разделив уравнение (41) на объект 
11
n , получим 

1 1 ny y 0, y 0
   ,                                (5) 

где 11
n

n
1

1 /    . 

В репере 1R  величины 1
  удовлетворяют уравнениям 

K1
K

1 M    .                                    (6) 

В общем случае, то есть когда ранг системы (4) макси-
мальный (ранг системы равен двум), эта система в гиперплос-
кости Н(А) определяет (n  2)-мерную плоскость (А), прохо-
дящую через центр А. Плоскость (А) (5) является характери-
стикой гиперплоскости Н(А) при смещении центра А по кри-
вым, принадлежащим L-распределению. Таким образом, тен-

зор  1
  первого порядка является структурным объектом по-

ля плоскостей (А), и система (6) дифференциальных урав-
нений определяет поле -плоскостей. 
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Определение 2. Геометрические образы, принадлежащие 
текущей плоскости Н, которые ассоциируются с L-распределе-
нием, будем называть НL-виртуальными геометрическими 
образами [3]. 

Поскольку плоскость (А) и прямая L(А) имеют лишь одну 
общую точку А, то плоскость (А) можно интерпретировать 
как Н(L)-виртуальную нормаль 1-го рода прямой L(А) внутри 
гиперплоскости Н(А). 

Итак, поле тензора  1
  определяет поле Н(L)-виртуаль-

ных нормалей 1-го рода L-распределения. 
Поле нормалей 1-го рода (поле прямых ) ( ,L )H -рас-

пределения в аффинном пространстве nA  определяется полем 

квазитензора  in , компоненты которого в репере 0R  удовлет-

воряют дифференциальным уравнениям 

i i i K
n n nK      .                                 (7) 

Таким образом, произвольную инвариантную одномерную 
нормаль  1-го рода гиперплоскости Н(А) относительно ло-
кального репера 1R  можно задать системой уравнений 

i i n
ny y 0  .                                      (8) 

Плоскость  n 1( A) ,    , натянутая на инвариантную 

прямую ( А )  и характеристику (А) гиперплоскости Н(А), яв-

ляется инвариантной нормалью 1-го рода прямой L(А) в каж-
дом центре А ( ,L )H -распределения пространства nA . В ло-

кальном репере 1R  плоскость n 1( A )   определяется уравне-

нием вида 

1 1 1 1 n
n ny y ( )y 

       .                           (9) 
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Следуя работам [2; 4], построим фокальные многообразия 

n 2F ( ,L ) , n 3F ( ,L )  соответственно в n 1   и n 2   при сме-
щении центра А по кривым, принадлежащим L-распределе-
нию, то есть по кривым 

 11y,0  , где  1
1

11 ~
 .             (10) 

Точка n 1F ( A )   является фокальной точкой при сме-
щении центра А по кривым, принадлежащим L-распределению 
(9), когда координаты точки F удовлетворяют системе уравне-
ний 

n
n

1 1 1 1 n
n n

1 y y 0,

y y ( )y ,




 
 

 
   

   


  

 

                          
 (11) 

где  
1 n 1 1 1 n 1 1 1 1

1 1 n n 11 n n 11( ) ( )  
                          , 

1 1 1 1 1 1
n n1 1 n n1 11 n n

n 1 1 1 1
11 n n n n

( )

( )( ),

   
   

 
 

          

      

     

  


 

K K
K n nK, .              

Система (11) определяет в плоскости n 1( A )   алгебраиче-

ское (n  2)-многообразие порядка один — фокальное много-
образие n 2F ( ,L ) , соответствующее прямой L. Многообразие 

n 2F   есть плоскость размерности (n  2), которую в дальнейшем 

будем обозначать через n 2F ( А ) , причем n 2 n 1F ( А ) ( A )  , 

n 2А F ( А ) . 

Плоскость n 2   пересекает фокальное многообразие 

n 2F ( А ) по плоскости n 3F ( А )  размерности (n  3), которая в 

репере 1R  задается системой уравнений 

n 1 1y 0, y y , 1 y 0 
      .                   (12) 
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Плоскость n 3F ( А ) , определяемая системой уравнений 

(12), есть фокальное многообразие n 3F ( ,L )   плоскости , 
соответствующей прямой L, то есть полученное при смещении 
центра А вдоль кривых, принадлежащих L-распределению. 

В результате приходим к следующему предложению. 
Теорема 2. Геометрический объект 1{ , }    — тензор  

2-го порядка ( ,L )H -распределения определяет в -плоско-

сти (n  3)-мерную плоскость n 3F ( ,L )  (12), не проходящую 
через центр А, которая является аналогом плоскости Кенигса 
[5; 6] для пары распределений (L, ). 

 
2. Задание нормальных и внутренних аффинных  
связностей на оснащенном ( ,L )H -распределении 

 
1. Адаптируем репер 1R  полю нормалей 1N ( A ) 1-го рода 

Н-распределения, выбирая вектор )A(N||e 1n


. В этом случае 

1 1 K K
n nK n nK, ,                               (13) 

а поле нормалей 1-го рода 1N ( A )Н-подрасслоения определя-
ется уравнениями 

1 1 L L
nK nKL nK nKL, .                             (14) 

Таким образом, уравнения (1, 2, 13, 14) задают оснащенное 
полем нормалей 1-го рода 1N ( A )  ( ,L )H -распределение. 

При фиксации точки 
def

A x  (центра ( ,L )H -распределения) 

плоскости 1 n 1 2N ( x ), N ( x ), N ( x )  и n 1 1 n 2T ( x ), T ( x ), T ( x )   ос-
таются неподвижными. Следовательно, ( ,L )H -распределе-

ние индуцирует нормальные )A(N),A(N),A(N 21n1   и 

)A(T),A(T),A(T 2n11n   касательные подрасслоения [7]. 

Структурные уравнения касательного расслоения )A(T 1n  
в силу формул (1, 2, 13) имеют следующий вид: 
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K L K
L

1 1 1 i 1 1
1 1 i

i
1 1 i 1

d , d ,

d , d ,

d ,

   
   

  
  

      
     

   

    
   

  
 

где  
n 1 n 1 L K

n 1 [ L [ Ln K ] 1 K ]

L K
LK

( )

1
R ,

2

    
    




          

 

       

 
 (15) 

1 1 n 1 L K 1 L K
1 1[ L 1[ L 1LKK ] n K ]

1
( ) R ,

2


            
     

(16) 

1 n 1 L K 1 L K
[ L LKn K ]

1
R ,

2           
               

(17) 

n L K L K
1 1[ L 1LKn K ]

1
R ,

2
           

                
(18) 

n 1
LK [ L [ Ln K ] 1 K ]R 2( ),  

      
                          

(19) 

1 1 n 1
1LK 1[ L 1[ LK ] n K ]R 2( ),

                             (20) 

1 n 1
LK [ L n K ]R 2 ,  

                                 
 (21) 

n
1LK 1[ L n K ]R 2 .                                      (22) 

Следуя работе [7], приходим к выводу, что в касательном 
расслоении )A(T 1n  возникает аффинная связность  без кру-

чения с формами связности K i
j{ , }  , которую назовем внут-

ренней (касательной) аффинной связностью оснащенного 
( ,L )H -распределения.  

Теорема 3. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение (полем нормалей 1-го 

рода 1N ( x )   Н-подрасслоения) индуцирует внутреннюю аф-
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финную связность  в касательном расслоении )A(T 1n  с фор-

мами связности K i
j{ , }   и 2-формами кривизны (15—18). 

Компоненты тензора кривизны i 1 1
jKL 1KL KL 1KL KLR { R , R , R , R } 

   

связности  имеют строение (19—22). 
2. Структурные уравнения нормального расслоения )A(N1  

с учетом уравнений (1, 2) и (13) можно представить в виде 
n n
n nd  , 

где  
n 1 n n 1 n n L K
n n 1 n n[ L n[ L1 K ] K ]

n L K
nLK

( )

1
R ,

2

 
           

 

       

 
 (23) 

n 1 n n
nLK n[ L n[ L1 K ] K ]R 2( )

     .                  (24) 

Согласно работе [7] получаем, что в нормальном расслое-
нии )A(N1  возникает центроаффинная связность    с фор-

мой связности n
n{ }  и 2-формой кривизны (23), которую 

назовем нормальной центроаффинной связностью оснащенно-
го ( ,L )H -распределения. 

Теорема 4. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение индуцирует в расслое-

нии )A(N1  нормалей 1-го рода Н-подрасслоения нормальную 

центроаффинную связность    с формой связности n
n{ }  и 

2-формой кривизны (23). Компоненты тензора кривизны n
nLKR  

связности    имеют строение (24). 
3. Аналогично можно построить нормальную центроаф-

финную связность   в расслоении )A(N 1n   нормалей 1-го 

рода базисного L-подрасслоения данного ( ,L )H -распреде-
ления. 
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Структурные уравнения нормального расслоения )A(N1  

имеют следующий вид: 

d    
         , 

n n n n 1 n a n n
n 1 ad 

                        , 

a
n n a nd         , 

n n
n nd  , 

где 

1 L K L K
n n[ L nLK1 K ]

1
R ,

2
           

               
(25) 

n 1 n L K n L K
[ L LK1 K ]

1
R ,

2           
               

(26) 


  (15), n

n  (23), 

  ]K|1|
1

L[nnLK 2R  ,                               (27) 

n 1 n
LK [ L 1 K ]R 2 ,  

                                   
(28) 

LKR
  (19), n

nLKR  (24). 

Теорема 5. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение индуцирует в расслое-

нии )A(N1  нормалей 1-го рода нормальную центроаффинную 

связность   с формой связности a
b{ }  и 2-формами кривиз-

ны (15, 23, 25, 26). Компоненты тензора кривизны a
bLKR  связ-

ности   имеют строение (19, 24, 27, 28). 

Связность   назовем в дальнейшем нормальной центро-

аффинной связностью L-подрасслоения. 
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4. Структурные уравнения соответствующего касательного 
расслоения )A(T1  в силу формул (1, 2, 13) имеют следующий 

вид: 
K L K 1 1

L 1 1d , d ,        

где 1
1 (16), 1

1LKR  (20). 

Теорема 6. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение (полем нормалей 1-го 

рода 1N ( x ) ) индуцирует внутреннюю аффинную связность  
в касательном расслоении )A(T1   с формами связности 

К 1
1{ , }   и 2-формой кривизны (16). Компоненты тензора 

кривизны 1
1LKR  связности  имеют строение (20). 

5. Построим нормальную центроаффинную связность 
 в 

расслоении )A(N2 нормалей 1-го рода -подрасслоения дан-

ного ( ,L )H -распределения и связности  в касательном 

расслоении )A(T 2n . 

Структурные уравнения нормального распределения 
)A(N2  имеют следующий вид: 

1 1 n n
1 1 n n

1 1 1 1 n 1 1 1
n n 1 n n n n n
n 1 n n n n n n
1 1 1 1 1 n 1 1

d , d ,

d ,

d ,

 
 

 
 

   
         
         

 
        
        

 

где 1
1 (16), n

n (23), 

1 1 L K 1 L K
n n[ L nLKK ]

1
R ,

2


                        (29) 

n n L K n L K
1 1[ L 1LKK ]

1
R ,

2


         
                

(30) 

1
1LKR  (20), n

nLKR (24), 
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1 1
nLK n[ L K ]R 2 ,

 
                                   

(31) 

n n
1LK 1[ L K ]R 2 .

 
                                    

(32) 

Теорема 7. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение индуцирует внутрен-

нюю нормальную центроаффинную связность   в расслое-
нии )A(N2  нормалей 1-го рода -подрасслоения с формами 

связности { }
  и 2-формами кривизны { }

 , компоненты 

тензора кривизны LKR
 которой имеют строение (20, 24, 31, 32). 

6. Структурные уравнения касательного расслоения 

n 2T ( x )  имеют вид 

K L K
Ld , d ,   

               

где 
  (15), LKR

  (19). 

Теорема 8. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное ( ,L )H -распределение индуцирует внутрен-

нюю аффинную связность  в касательном расслоении 
)A(T 2n   с формами связности К{ , }

   и 2-формами кри-

визны (15). Компоненты тензора LKR
   связности  имеют 

строение (19). 
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A compiled hyperplane distribution n 2 1( ,L ) H  is considered in an 

n-dimensional projective space nP . We will briefly call it a ( ,L )H -

distribution. Note that the plane (A) is the distribution characteristic 
obtained by displacement in the center belonging to the L-subbundle. The 
following results were obtained: 

a) The existence theorem is proved: ( ,L )H -distribution exists with 
arbitrary (3n – 5) functions of n arguments. 

b) A focal manifold n 2F ( ,L )  is constructed in the normal plane 

n 1   of the 1st kind of L-subbundle. It was obtained by shifting the cen-
ter A along the curves belonging to the L-distribution. A focal manifold 

n 3F ( ,L )  is also given, which is an analog of the Koenigs plane for the 

distribution pair (, L). 
c) It is shown that a framed ( ,L )H -distribution in the 1st kind 

normal field of H-distribution induces tangent ),A(T),A(Tn 11  

)A(Tn 2  and )A(N),A(N),A(N 21n1   normal bundles. 

https://orcid.org/0000-0002-5840-6447


Ю. И. Попов 

d) Six connection theorems induced by a framed ( ,L )H -distribu-

tion in these bundles are proved. 
In each of the bundles ))A(N),A(T( 11n , ))A(N),A(T( 1n1  , 

))A(N),A(T( 22n  the framed ( ,L )H -distribution induces an intrin-

sic torsion-free affine connection in the tangent bundle and a centro-affine 
connection in the corresponding normal bundle. 

e) In each of the bundles (d) in the differential neighborhood of the 
2nd order, the covers of 2-forms of curvature and curvature tensors of the 
corresponding connections are constructed. 

 
Keywords: bundle, subbundle, focal bundle manifold, 2-form of cur-

vature, curvature tensor, normal centro-affine connection, inner affine 
connection. 
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On the Tachibana numbers of closed manifolds  
with pinched negative sectional curvature  

 
Conformal Killing form is a natural generalization of 

conformal Killing vector field. These forms were extensi-
vely studied by many geometricians. These considerations 
were motivated by existence of various applications for the-
se forms. The vector space of conformal Killing p-forms on 
an n-dimensional  11  np  closed Riemannian mani-

fold M has a finite dimension  Mt p  named the Tachibana 

number. These numbers are conformal scalar invariant of M 
and satisfy the duality theorem:    MtMt pnp  . 

In the present article we prove two vanishing theorems. 
According to the first theorem, there are no nonzero Tachi-
bana numbers on an n-dimensional  4n  closed Rie-

mannian manifold with pinched negative sectional curva-

ture such that 1sec1    for some pinching con-

stant   1
1

 n . From the second theorem we conclude 
that there are no nonzero Tachibana numbers on a three-
dimensional closed Riemannian manifold with negative 
sectional curvature.  

 
Keywords: Riemannian manifold, conformal Killing — Yano tensor, 

sectional curvature, vanishing theorem. 
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1. Introduction and results 

 
Conformal Killing p-forms or, in other words, conformal Kil-

ling — Yano p-tensors have been defined on n-dimensional Rie-
mannian manifolds  11  np  more than fifty years ago by 

S. Tachibana and T. Kashiwada (see [1; 2]) as a natural generaliza-
tion of conformal Killing vector fields. Since then these forms 
were extensively studied by many geometricians. These considera-
tions were motivated by existence of various applications for these 
forms (see, for example, [3; 4]).  

The vector space of conformal Killing p-forms on an n-di-
mensional closed (i. e. compact without boundary) Riemannian ma-
nifold  gM ,  has a finite dimension  Mtp  named the Tachibana 

number (see [5—7] and etc.). These numbers    MtMt n 11 ,,   are 

conformal scalar invariant of  gM ,  and satisfy the duality theo-

rem:    MtMt pnp  . The theorem is an analog of the well 

known Poincaré duality theorem for the Betti numbers of closed 
 gM , . Moreover, we proved in [7] that Tachibana numbers 

   MtMt n 11 ,,   are equal to zero for an n-dimensional (n ≥ 2) 

closed Riemannian manifold  gM ,  with negative curvature oper-

ator MSMSR 2
0

2
0: 



 defined on the vector bundle of traceless 

symmetric tensor fields of order 2 (see [8]). Based on this theorem, 
we prove here the following theorem. 

Theorem 1. Let  gM ,  be an n-dimensional (n ≥ 4) closed Rie-
mannian manifold with pinched negative sectional curvature. Sup-

pose that 1sec1    for an arbitrary   11  n , then Ta-
chibana numbers    MtMt n 11 ,,   of  gM ,  are equal to zero. 

Remark. We recall here that for every n ≥ 4 there exists a 
closed n-dimensional Riemannian manifold  gM ,  such that its 
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sectional curvatures satisfy the inequalities 1sec  H  for 
some pinching constant H, but M does not admit a metric g of con-
stant negative sectional curvature (see [9]). 

For the case when 3n  the following theorem is true. 
Theorem 2. If  gM ,  is an 3-dimensional closed Riemannian 

manifold with negative sectional curvature then its Tachibana 
numbers  Mt1  and  Mt2  are equal to zero. 

 
2. Proofs of Theorems 

 
Let  gM ,  be an n -dimensional  2n  Riemannian manifold 

and MS 2
0  is a vector bundle of symmetric traceless 2-forms. For 

any point Mx  there exists an orthonormal eigen-frame nee ...,,1  

of MTx  such that   ijijixij ee   ,  for any  MSC 2
0

  and 

for the Kronecker delta ij . Then we have the formula (see [10, 

p. 388])  

   22 ji
ji

ji
jkli

ijkl
j
k

ki
ij eeRR   


sec      (2.1) 

where    jijiji eee,eRee ,,sec  is the sectional curvature 

xsec  of  gM ,  in the direction of the tangent two-plane section 

 jix ee ,span  at Mx . In turn, the components of the curva-

ture tensor R and the Ricci tensor Ric  are denoted by 
 lkjiijkl eee,eRR ,,  and  jiij e,eRicR  , respectively. 

If in addition, suppose that there is a point Mx where all sec-
tional curvatures satisfies the double inequality BA  sec  for 
some constant 0 BA , then from equation (2.1) we obtain the 
inequality (see [11]) 

ij
ijjkli

ijkl
j
k

ki
ijij

ij BnRRAn        (2.2) 
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for an arbitrary nonzero  MTS x
p

x
 0 . In addition, we have the 

double inequality 

    ij
ijj

k
ki

ijij
ij BnRAn  11          (2.3) 

If we suppose that ij
ij 2

, then from (2.2) and (2.3) we 

obtain the following inequalities 

    2
1 BnAn  g (    ,



R )    2
1 AnBn  , 

where g(    ,


R )  jkli
ijklR   for the curvature operator  

   MTSMTSR xx
  2

0
2
0:



. 

Let BA  , then we have g(    ,


R ) < 0 for any nonzero 

 MSC 2
0

  for an arbitrary   1110  n . Theorem 1 is 
proved.  

In dimension three we have (see [12]) 

 jkiljlikikjliljkjkiljlikijkl ggggsRgRgRgRgR  2
1 . 

On the other hand, we can always diagonalize the Ricci tensor 
Ric  at an arbitrary point Mx , so that ijiijR   where 321 ,,   

are its eigenvalue. Then in three dimensions the only nonzero compo-
nents of the curvature tensor R  are components of the form 

 3212
1

1212  R ;   2312
1

1313  R ;  

 1322
1

2323  R . 

Thus, the condition for negative sectional curvature in three 
dimensions is that each eigenvalue of the Ricci tensor is bigger 
than sum of other two. Then we have the proposition (compare this 
statement with Corollary 8.2 of [12]). 

Proposition. In dimension three a metric g has negative sec-
tional curvature if and only if  gsRic 2

1   for the scalar curva-

ture Rictraces g .  
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Then in dimension three we can deduce the inequalities 

g(    ,


R ) 0
2

2
1  s  

for a nonzero  MSC 2
0

 . In this case, the curvature operator 

MSMSR 2
0

2
0: 



 is negative definite. At the same time, the vani-
shing theorem from the paper [7] is the stating that Tachibana 
numbers     0,,0 11   MtMt n  for an n-dimensional (n ≥ ) clo-
sed Riemannian manifold  gM ,  with negative curvature operator 

MSMSR 2
0

2
0: 



. Then in dimension three we have   Mt1  

  .02  Mt  Thus, Theorem 2 is proved. 
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Числа Тачибаны замкнутых многообразий  
с защемленной отрицательной секционной кривизной 

 
Поступила в редакцию 22.02.2020 г. 

 
Конформная форма Киллинга является естественным обобщени-

ем конформного векторного поля Киллинга. Эти формы широко 
изучались многими геометрами, что было мотивировано существо-
ванием различных приложений для этих форм. Векторное простран-
ство конформных p-форм Киллинга имеет на замкнутом n-мерном 
 11  np  римановом многообразии М конечную размерность 

 Mt p , называемую числом Тачибана. Эти числа являются кон-

формными скалярными инвариантами многообразия и удовлетворя-
ют теореме двойственности    MtMt pnp  . 

В данной статье мы доказываем две «теоремы исчезновения». 
В соответствии в первой теоремой не существует ненулевых чисел 
Тачибаны на n-мерном  4n  замкнутом римановом многообразии 

с защемленной отрицательной секционной кривизной такой, что 

1sec1    для постоянной   1
1

 n . Согласно второй тео-
реме не существует ненулевых чисел Тачибаны на трехмерном за-
мкнутом римановом многообразии с отрицательной секционной 
кривизной. 

 
Ключевые слова: риманово многообразие, конформный тензор 

Киллинга — Яно, секционная кривизна, теорема исчезновения. 
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1  

Линии на поверхности  

в квазигиперболическом пространстве 1
3

11S  

 
Квазигиперболические пространства являются про-

ективными пространствами с распадающимся абсолю-
том. Данная работа продолжает работу [7], в которой 
рассмотрены поверхности в одном из этих пространств 
методами внешних форм и подвижного репера. Изуче-
ны получебышевские и чебышевские сети линий на по-

верхности в пространстве 1
3

11S .  

Доказаны три теоремы. В теореме 1 получено нату-
ральное уравнение негеодезических линий, входящих в 
сопряженную получебышевскую сеть на поверхности 
так, что вдоль них параллельно переносятся касатель-
ные к линиям другого семейства. В теореме 2 получено 
натуральное уравнение негеодезических линий, входя-
щих в чебышевскую сеть. В теореме 3 доказано, что со-
пряженные чебышевские сети, одно семейство которых 
не является ни геодезическими линиями, ни евклидовы-
ми сечениями, имеются на поверхностях с произволом 
четырех функций одного аргумента. 

 
Ключевые слова: квазигиперболическое пространство, абсолют, 

поверхность, канонический репер, инварианты, линии на поверхно-
сти, геодезические линии, получебышевские и чебышевские сети. 

                                                           
Поступила в редакцию 26.04.2020 г. 
© Цыренова В. Б., 2020 

 

http://orcid.org/0000-0003-1891-9202


Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

124 

 
Введение 

 
Квазиэллиптическое и квазигиперболические пространства 

изучались многими учениками Б. А. Розенфельда и Р. Н. Щер-
бакова (напр., [3; 4]). Во всех указанных пространствах нами 
изучены линейчатые поверхности и конгруэнции, построены и 
геометрически характеризованы их канонические реперы, по-
лучены геометрические характеристики инвариантов и про-
стейшие классы.  

В данной работе продолжим рассмотрение поверхности в 

трехмерном квазигиперболическом пространстве 1
3

11S , сетей 

линий на поверхности. 
 

1. Квазигиперболическое пространство 1
3

11S  
 

Квазигиперболическое пространство 1
3

11S  — это проектив-
ное 3-пространство, в котором метрика определяется абсолю-
том, заданным совокупностью пары действительных плоско-
стей и пары действительных точек на прямой их пересечения.  

Будем пользоваться такой системой координат, в которой 
абсолютные плоскости 1q , 2q , абсолютная прямая 0T  и абсо-

лютные точки на ней 1Q , 2Q  имеют соответственно уравнения 

1020
1 2)(),( хххХХ  =0, 010  хх , 

0)()(),( 2322
2  ххХХ . 

Абсолютные плоскости пространства 1
3

11S  разбивают мно-
гообразие точек проективного пространства, не принадлежа-
щих абсолюту, на две связные области. Мы рассматриваем ту 
область, для точек которой 0),( 1 ХХ , а их координаты и ко-
ординаты точек абсолютной прямой будем нормировать соот-
ветственно условиям 1),( 1 ХХ  и 1),( 2 ХХ . 
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Расстояния 0 , d  и 1  между точками Х  и У  с нормиро-

ванными координатами гиперболической, абсолютной и ев-
клидовой прямых находятся по формулам 

10 ),( УХch  , 21 ),( УХch  , 2
2 ),( УXd  . 

Деривационные формулы наиболее общего репера про-

странства 1
3

11S  имеют вид 

.,

,

,)(

2
3
233

3
22

3
3
12

2
11

0
01

3
3
02

2
010

0
00

AdAAdA

AAAdA

AAAАdA













 

 

2. Поверхности в пространстве 1
3

11S  

 
В работе [7] автором был построен полуканонический  и 

два канонических репера поверхности. При этом поверхность 

задается параметрическим уравнением ),( 21 uuAA  . Точка 

поверхности и касательная плоскость (а следовательно, и нор-
маль) включены в репер в качестве точки 0A  и плоскости 

)( 210 AAA . Деривационные формулы полуканонического репе-

ра поверхности получены в виде  

.)(

,)(

,)()(

,

3
2
0

0
03

3
2
0

0
02

3
2
0

0
02

2
0

0
01

0
01

2
2
01

0
00

0
00

AdA

AdA

AAAdA

AAAdA

















          (2.1) 

Для базисных форм 0
0  и 2

0  имеем ,00
0 D  

,)1( 2
0

0
0

2
0  D  а основная система дифференциальных 

уравнений [7] имеет вид 
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;)1(( 2
0

0
0

2
0

0
0   dd  

;)1( 2
0

0
0

2
0

0
0   dd            (2.2) 

.)2( 2
0

0
0

222
0

0
0   dd  

Решение этой системы существует с произволом в две 
функции двух аргументов, что соответствует произволу суще-
ствования поверхности, отнесенной к произвольному семей-
ству линий [7]. 

Полную систему инвариантов поверхности образуют ин-

варианты  2, 2 I  и значения   и   при какой-либо 
канонизации репера. 

При 0,0    и 0,0   получаются канонические 

реперы 1R  и 2R . 

Полную систему инвариантов линии 02
0   на поверхно-

сти составляют значения коэффициентов ,,,   вычислен-

ных вдоль этой линии. Линии 00
0   высекаются на поверх-

ности евклидовыми плоскостями и называются евклидовыми 
сечениями [5]. В [4] они названы изотропными линиями кри-
визны. 

На поверхности определены две первые квадратичные формы:  
22

0200
'
1

20
01001 )(),(;)(),(   dAdAdAdA . 

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид  

),,,( 2100
2

2 AAAAd .)(2)( 22
0

2
0

0
0

20
0    

Геометрическое значение второй квадратичной формы по-
лучается из соотношения  22  , где   — расстояние меж-

ду точками 0A  и ])3[
2

1
( 0

2
00

3

210
 AddAAprB A

AAA . 

Уравнения торсов конгруэнции { 30 AA } нормалей поверх-

ности имеют вид 00
0   и 02

0
0
0   , фокусами образую-
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щих являются точки 301
1

AAF


  и 32 AF  , это означает, 

что одна из эволют вырождается в абсолютную прямую. 

Инвариант 
1

2




a  называют нормальной кривизной линии 

2
0

0
0 :  на поверхности [7]. Для линии 00

0   форма 01  , 

а нормальная кривизна 




'
1

2a . 

Поверхности 0  характеризуются тем, что евклидово се-

чение 00
0   является горловой линией регулюса  10 AA  ка-

сательных к асимптотической линии 02
0   и существуют с 

произволом трех функций одного аргумента. 
 
 

3. Линии на поверхности 
 

Полагая 02
0  , bamds   ,,,0

0 , получим де-

ривационные формулы канонического репера линии на по-
верхности:  

2
3

3
2

321
1

10
0 ,,, bA

ds

dA
bA

ds

dA
aAmAA

ds

dA
AA

ds

dA
 . 

Формулы Френе пространственной кривой можно полу-
чить в виде 

2
3

3
2

21
1

10
0 ,,, A

ds

dA
A

ds

dA
kAA

ds

dA
AA

ds

dA   . 

Сравнивая эти формулы, видим, что s  есть длина дуги ли-

нии на поверхности, а для кривизн **,k  линии на поверхно-

сти получаем   bmak  *222* , . Из деривационных фор-
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мул канонического репера линии на поверхности получаются 
вычислительные формулы для инвариантов линии на поверх-
ности:  

 

30
0

0
0

2
0

2
0

0
0

0
0

2
0

0
0

0
0

2
0

0
0

20
0

22
0

2
0

0
0

20
0

)(:)(:))1((

,:)(

,)(:)(2)(







ddm

b

a







 

Видим отсюда, что только инвариант m  является инвари-
антом второго порядка. 

Нами выделены следующие три основных класса линий на 
поверхности: 

1) 0a  — асимптотические линии, для них репер совпа-

дает с каноническим репером 1R , а также может служить ка-

ноническим репером пространственной кривой, рассматрива-
емой независимо от поверхности; 

2) 0b  — конические линии (конусы, описываемые каса-
тельными к этим линиям, имеют вершины на абсолютной 
прямой); нормаль 30 AA  также описывает такой конус; 

3) 0m  — квазигиперболические геодезические линии с 
гиперболическими касательными.  

 
4. Получебышевские и чебышевские сети линий 

на поверхности 
 
В нашем репере )( 210 AAA  — касательная плоскость к по-

верхности )( 0A  в точке 0A . Будем говорить [6], что гипербо-

лическая прямая 210 ),( xAAMMA   «переносится параллель-

но» вдоль некоторой линии 02
0

0
0   zy  на поверхности, ес-

ли вдоль этой линии 0),,)(( 0
* MAdM , где точка 20

0

*

)(1

)(



 dMM
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есть проекция точки 20
0 )(1

)(



 dMM
 из несобственной точки 3A  

квазигиперболической нормали на касательную плоскость 
)( 210 AAA , причем дифференциал dM здесь находится вдоль 

линии 02
0

0
0   zy . 

Пусть )( 210 AAA  — касательная плоскость к поверхности в 

точке 0A . Будем говорить, что гиперболическая прямая ),( 0MA  

где 21 xAAM  , «переносится параллельно» вдоль некото-

рой линии 02
0

0
0   zy  на поверхности, если вдоль этой 

линии  

0),,)(( 0
* MAdM ,   (4.1) 

где точка 
*)(dMM  является проекцией точки 

02
0

0
0

)(


  zy
dMM  из несобственной точки 3A  квазигипербо-

лической нормали на плоскость )( 210 AAA . 

Условие (4.1) для линий 02
0

0
0   zy  имеет вид 

00
0

0
0 


 

z

yz
xdx .                     (4.2) 

Если переносится прямая )( 10 AA , то равенство (4.2) в тер-

минах любого из наших реперов дает  

yz   .                                     (4.3) 

Теперь, учитывая, что 2
02

0
01  xxdx  , получаем усло-

вие (4.2) параллельного перенесения прямой )( 0MA  вдоль ли-

нии семейства 02
0   в виде 

.01  xx     (4.4) 
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Если прямая )( 0MA  переносится вдоль геодезической ли-

нии, то (4.4) имеет вид 01  xx . При этом вдоль них каса-
тельные к геодезическим переносятся параллельно. 

В работе [6] по аналогии с евклидовой геометрией получебы-
шевской сетью линий на поверхности называется сеть, у которой 
касательные к линиям одного семейства переносятся параллель-
но вдоль линий другого семейства, а сеть, у которой касательные 
к линиям каждого семейства переносятся параллельно вдоль ли-
ний другого семейства, называется чебышевской. 

Если семейство негеодезических линий 02
0   включено в 

получебышевскую сеть так, что касательные )( 10 AA  к его ли-
ниям переносятся параллельно, то второе семейство в силу 
(4.3) имеет уравнение 

02
0

0
0  .                               (4.5) 

При 0  касательные к негеодезическим линиям перено-
сятся параллельно вдоль евклидовых сечений. 

Если же семейство 02
0   включено в получебышевскую 

сеть так, что вдоль его линий параллельно переносятся линии 
другого семейства, то уравнение последнего можно записать в 
виде 

02
0

0
0   q ,                              (4.6) 

При этом функция q  удовлетворяет уравнению 

qqq  2
1  .                                (4.7) 

Теорема 4.1. Линии семейства 02
0  , входящие в со-

пряженную получебышевскую сеть так, что вдоль них парал-
лельно переносятся касательные к линиям другого семейства, 
имеют натуральное уравнение 

abmb
ds

da
b

ds

db
a  2 . 
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Доказательство. Получебышевская сеть линий на поверх-

ности 0)(
2

0

*0

0

*
2
0   q  будет сопряженной, если 




q , так 

как уравнение сопряженной сети имеет вид  

0)(
2

0

*0

0

*
2
0   .  

Тогда условие (4.7) дает искомое натуральное уравнение. 
Теорема 4.2. Если семейство негеодезических линий 

02
0   можно включить в чебышевскую сеть, то 

.011
2                           (4.8) 

Доказательство. Искомое соотношение получается из 
(4.5), (4.6) и (4.7). Этих семейств на поверхности имеется бес-
численное множество. 

Теорема 4.3. Если семейство линий 02
0  , не являющих-

ся ни геодезическими линями, ни линиями 0 , можно вклю-
чить в сопряженную чебышевскую сеть, то 

.011
2     (4.9) 

Такие сети имеются на поверхностях, определяемых с про-
изволом четырех функций одного аргумента. 

Доказательство. Объединяя условие сопряженности сети 
с условием теоремы 4.2, получаем соотношение (4.9).  

Присоединяя эти соотношения, а также замыкания равенств 
2
02

0
01

2
02

0
01 ,   dd  к основной системе (2.2), 

получаем систему, состоящую из внешних уравнений 
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2
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0
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и следующих трех конечных соотношений: 
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,0,0
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Обозначив здесь и далее буквами iQ  выражения, не имею-

щие значения для определения произвола решения системы, 
из этих конечных соотношений при 0 находим 
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Подставив полученные значения дифференциалов в систе-
му (4.10), получаем стандартную систему внешних дифферен-
циальных уравнений 
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Qdd
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dd

Qdd

 

со старшим характером 41 s . Теорема доказана. 
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Lines on the surface in the quasi-hiperbolic space 1

3
11S  
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Quasi-hyperbolic spaces are projective spaces with decaying abso-

lute. This work is a continuation of the author's work [7], in which surfac-
es in one of these spaces are examined by methods of external forms and 
a moving frame. The semi-Chebyshev and Chebyshev networks of lines 

on the surface in quasi-hyperbolic space 1
3

11S  are considered. In this pa-

per we use the definition of parallel transfer adopted in [6]. By analogy 
with Euclidean geometry, the semi-Chebyshev network of lines on the 
surface is the network in which the tangents to the lines of one family are 
carried parallel along the lines of another family. A Chebyshev network is 
a network in which tangents to the lines of each family are carried parallel 
along the lines of another family.  

http://orcid.org/0000-0003-1891-9202
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We proved three theorems. In Theorem 1, we obtain a natural equa-
tion for non-geodesic lines that are part of a conjugate semi-Chebyshev 
network on the surface so that tangents to lines of another family are 
transferred in parallel along them. In Theorem 2, the natural equation of 
non-geodesic lines in the Chebyshev network is obtained. In Theorem 3 
we prove that conjugate Chebyshev networks, one family of which is nei-
ther geodesic lines, nor Euclidean sections, exist on surfaces with the lati-
tude of four functions of one argument. 

 
Keywords: quasi-hyperbolic space, absolute, surface, canonical fra-

me, invariants, lines on the surface, geodesic lines, semi-Chebyshev and 
Chebyshev networks. 
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1 
Преобразование Бианки волчка Миндинга 

 
Работа посвящена изучению преобразования Биан-

ки для поверхностей вращения постоянной отрицатель-
ной гауссовой кривизны — волчка Миндинга, катушки 
Миндинга и псевдосферы (поверхности Бельтрами). 
Изучение поверхностей постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны (псевдосферических поверхностей) 
имеет большое значение для  интерпретаций планимет-
рии Лобачевского. Установлена связь геометрических 
характеристик псевдосферических поверхностей с тео-
рией сетей, теорией солитонов, нелинейными диффе-
ренциальными уравнениями и уравнениями синус-Гор-
дона. Уравнение sin-Гордона играет важную роль в со-
временной физике. Преобразования Бианки позволяют 
по данной псевдосферической поверхности получить 
новые псевдосферические поверхности. Построено пре-
образование Бианки для волчка Миндинга. Волчок Мин-
динга и его преобразование Бианки строятся с исполь-
зованием математического пакета.  

 
Ключевые слова: гауссова кривизна, поверхность вращения, 

волчок Миндинга, преобразование Бианки. 
 

В евклидовом пространстве 3E  рассмотрим поверхность 
вращения М, полученную вращением плоской кривой вокруг 
оси. 
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Обозначим через )1,0,0(k  орт оси, а через 

)0),sin(),(cos()( vvve   — радиус-вектор единичной окружно-
сти, расположенной в плоскости, ортогональной оси. Тогда 
поверхность M  можно задать в виде 

                     ,)()( kufvuer                                 (1) 

где f  — дифференцируемая функция, uv,  — параметры. 

Обозначим через n  орт нормали к поверхности М. Тогда 

           
1)( 2 




f

kef
n .                                    (2) 

Главные кривизны 21, kk  поверхности M  имеют вид 

.

1)(

,
1)(
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221
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Гауссова кривизна 21kkK   равна 

K

f
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fu
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3

22
1)(1)(
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Требуя constK  , получим два решения: 

1

0
2

2 )1(
)( cdt

Ktc

cKt
uf

u





  , 

1

0
2

2 )1(
)( cdt

Ktc

cKt
uf

u





  ,                        (3) 

где cc ,1  — произвольные константы.  

В [1, c. 100] форма меридиана )(uff   исследована без ис-
пользования вычисления эллиптического интеграла. Мы по-
строим данные поверхности, используя математический пакет.  
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Рассмотрим случай, когда 1,0 2  acK . Для опреде-
ленности полагаем 1K . Из (3) имеем 

1
0

22

22 1
)( cdt

ta

at
uf

u





  . 

При 10  c  имеем волчок Миндинга. 

Требуя, чтобы 1 с 0, получим ]0,1[ cu  . 

Полагая 
4

1
c , c использованием математического пакета 

находим решение (3). 
Имеем 

,))3
3

32
EllipticE(

2

1
)3

3

32
(2EllipticF()( Ci

u
i

u
uf   

.

4
1
4
3

)(
2

2

u

u
uf




  

Выбираем знак плюс и 0С . 
Введем обозначение 

)3cE(1/2Ellipti)3(2EllipticK1( iicfb   

и рассмотрим поверхности 

2b),-f(u) usin(v),(ucos(v),v)r(u,:V4

f(u)),-usin(v),(ucos(v),v)r(u,:V3

2b),f(u)-usin(v),(ucos(v),v)r(u,:V2

f(u)),usin(v),(ucos(v),v)r(u,:V1







 

].,[],0,
4

3
[  vu  

Эта поверхность называется волчком Миндинга. 
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Построим волчок Миндинга (4 секции) (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Волчок Миндинга (4 секции) 
 

Рассмотрим две гладкие поверхности MM ,  и диффеомор-

физм MMf : . Касательные плоскости в соответствующих 

точках MpfMp  )(,  пересекаются по прямой ))(,( pfp , 

образуя прямой двугранный угол, причем вектор ,)( pVpfp 


 

где pV  — орт, const . Обозначим через n  орт нормали к 

поверхности M  в точке .Mp  Тогда касательная плоскость 

к поверхности M  в точке Mpf )(  имеет вид   

),),(()( VnpfMT pf  . 

Теорема Бианки утверждает, что если поверхность M  

имеет гауссову кривизну 2

1


K , то и поверхность M  име-

ет ту же кривизну. 
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Обозначим через r  радиус-вектор поверхности М, а через 

R  — радиус-вектор поверхности M . Полагаем 1K  и рас-
смотрим отображение MMf :  [2, с. 489]. Имеем 

.VrR   

Из условия 0],[  VnRi  получим 

.)()( nrVrVr iiii    

Так как ,0,,1,  VVVV i  то  

.)(,,)( VrrVVrr iiiii    

Имеем 
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1
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.,,, 21 rrrrrrgrVV vujiiji
i                   (4) 

Следуя Миндингу [3, c. 175], введем обозначение  
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1
aash(t),u  . 
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Определим символы Кристоффеля 

. 
sh(t)

ch(t)
 cth(t)cth(t),(t),1/4sh(t)ch 2

21
2

12
1

22    

Остальные k
ij  равны нулю. Формулы (4) примут вид 

,)(1 211 VVt                                    (5.1) 

,
)(

)( 2122 VVV
tsh

tch
Vt                           (5.2) 

,V(t)V4sh
4

1
-Vch(t)sh(t)

4

1
-V 21221
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.)(t)(Vsh
4

1
-1V

tsh

tch
V 22212

v 
)(

)(
                   (5.4) 

Чтобы определить решение, рассмотрим равенства (5.1), (5.3).  
Имеем 

.
ch(t)F(v))sh(t)th(t-

F(v)/sh(t)4F(v))F(v)th(t4-
V  ,F(v))th(t V v
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Потребуем, чтобы 1 V,V . Тогда 

const.Cv/4)),-tg(C/4 ln(  F(v)  :)(2
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2e-e1

1-e
arcth  t   F(v) :)(1
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Если выполняется (1*), то 1
2 rV0,V  . Нормаль к поверхно-

сти M  имеет вид (v). e|r|/rV][n,n 22   Тогда 0(v) e t  , 

поверхность M  вырожденная. Остается случай (2*). 
Имеем 

,
e-v/4)-(C/41)cos-(e

e-v/4)-(C/41)cos(e
V

2t22t

2t22t
1 
                             (6) 
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e - ) v/4) -(C/4cos 1) - ((e

v/4) -cos(C/4 v/4) -  sin(C/4e 8 
V

2t22t

2t
2  , 

.rV-rV-f(t)ksh(t)e(v)v)R(u,:M 2
2

1
1

2

1
            (7) 

Равенства (5.2), (5.4) в силу (6) выполняются. 

При 0(t)ch
4

1
-1 2   имеем arcch(2)][0, t  . 

Построим преобразования Бианки волчка Миндинга (7) 
(рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Преобразования Бианки волчка Миндинга 
 
При этом мы выбрали 2V  со знаком плюс при 

arcch(2)],[0, t,C   ]2,[-2v  .   
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Transformation of Bianchi for Minding Top 
 

Submitted on May 8, 2020 
 

The work is devoted to the study of the Bianchi transform for surfac-
es of revolution of constant negative Gaussian curvature. The surfaces of 
rotation of constant negative Gaussian curvature are the Minding top, the 
Minding coil, the pseudosphere (Beltrami surface). The study of surfaces 
of constant negative Gaussian curvature (pseudospherical surfaces) is of 
great importance for the interpretation of Lobachevsky planimetry. The 
connection of the geometric characteristics of pseudospherical surfaces 
with the theory of networks, with the theory of solitons, with nonlinear 
differential equations and sin-Gordon equations is established. The sin-
Gordon equation plays an important role in modern physics. Bianchi 
transformations make it possible to obtain new pseudospherical surfaces 
from a given pseudospherical surface. The Bianchi transform for the 
Minding top is constructed. Using a mathematical package, Minding's top 
and its Bianchi transform are constructed.  

 
Keywords: Gaussian curvature, surface of revolution, Minding top, 

Bianchi transform. 
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1 
Классификация трехмерных алгебр Ли  

над полем комплексных чисел 
 

В данной работе изучен вопрос о классификации 
трехмерных алгебр Ли над полем комплексных чисел с 
точностью до изоморфизма. Предложенная классифи-
кация основана на рассмотрении объектов, инвариант-
ных относительно изоморфизма, а именно таких вели-
чин, как производная подалгебра и центр алгебры Ли. 
Приведенную классификацию отличает от других более 
подробное и простое изложение. 

 
Ключевые слова: алгебры Ли, поле комплексных чисел, алгебра 

Гейзенберга. 
 
Утверждение 1. Для произвольной двумерной неабелевой 

алгебры Ли 2L  над полем C  найдется базис },{ yx  такой, что 
xyx ],[  [2, р. 20]. 

Доказательство. Пусть 2L  — производная подалгебра 
алгебры Ли L . Для 2L  возможны следующие случаи:  

,0dim 2L  ,1dim 2L  2dim 2L . 

Пусть 0dim 2L . Тогда все структурные уравнения равны 
нулю, значит L  — абелева. Возникло противоречие с услови-
ем, значит, .0≠dim 2L  
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Пусть 1dim 2 L , 2∈Lx  , а 2Ly  . Тогда  

,∈],[ 2Lyx   xyx ],[ , 

где .∈,0≠ C  Преобразуем  

xyxxyx  ]~,[⇔],[  , 

где yy

1~  .  

Таким образом, если 1dim 2L , то найдется базис },{ yx  

такой, что xyx ],[ . 

Пусть 2dim 2L  и 2, Lyx  , тогда 2],[ Lyx  . Рассмотрим 

все возможные структурные уравнения от этих элементов 
.0],[],[],,[],[  yyxxxyyx  Откуда следует, что 1dim 2L . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Пусть C  — поле комплексных чисел. Сущест-

вует единственная (с точностью до изоморфизма) двумерная 
неабелева алгебра Ли 2L  над полем C . При этом 2L  облада-

ет базисом },{ yx  таким, что xyx ],[ . 

Утверждение 2 [1, c. 21]. Если L  — трехмерная алгебра Ли 
над полем C , где 1dim L , то: 

1) )L(ZL   либо ;0)(  LZL  

2) если )L(ZL ⊂′ , то существует базис },,{ hgf  такой, что 

hgf ],[ , );(LZh  

3) если 0)L(ZL =∩′ , то CLL 2  . 

Доказательство.  
1. Покажем, что .1)(dim LZ  Пусть },,{ zyx  — базис L  и 

Lx  , тогда структурные уравнения от базисных элементов 
примут вид 

.],[,],[,],[ xzyxzxxyx    



Е. Р. Шамардина 

145 

Рассмотрим произвольный элемент Lu : zyxu   . 

Элемент )(LZu  тогда и только тогда, когда он коммутирует 
со всеми базисными элементами алгебры Ли L , то есть 

0],[],[],[  zuyuxu . Рассмотрим систему этих скобок Ли:  

,0],[ xu  ,0],[ yu  0],[ zu     

  ,0)(  x  ,0)(  x  .0)(  x  

Отсюда в силу 0x  имеем следующие уравнения:  

,0   ,0   .0   

Примем за неизвестные  ,, , а за числовые коэффици-

енты   и  . Тогда матрица данной системы однородных ли-
нейных уравнений примет вид  




















0

01

10





A . 

Так как определитель матрицы A  нечетной размерности и 
сама матрица имеют кососимметрический вид, то 0det A . 

Минор матрицы A : 0
01

10
33 


M , значит, 2rankA  и си-

стема линейных уравнений будет иметь бесконечно много ре-
шений. Найдутся такие коэффициенты ,,,   одновременно 

не равные нулю, следовательно, 1)(dim LZ . 

Поскольку 1)(dim LZ , то пусть )0)((  zLZz , а 

)(, LZyx  . Если )(LZL   и )(dimdim LZL  , значит 

)(LZL  , тогда  

,],[ zyx   ,0],[ zx  .0],[ zy  

Если 0)(  LZL , то имеем  

,],[ xyx   ,0],[ zx  ,0],[ zy  ,C  0 . 
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2. Пусть },,{ hgf  — базис L , где )(LZh . Модифицируем 

этот базис. Основываясь на первом пункте, запишем струк-
турные уравнения в виде  

,],[ hgf   ,0],[ hg  0],[ fh     

 ,]~,[ hgf   ,0],~[ hg  ,0],[ fh  

где ggC


 1~,,0  . В результате имеем базис },,{ hgf  

такой, что )(,],[ LZhhgf  . 

3. Пусть },,{ hgf  — базис L , где LfLZh  ),( . Тогда, 

основываясь на первом пункте, структурные уравнения от 
этих базисных элементов запишем в виде  

,],[ fgf   ,0],[ hg  ,0],[ fh  C  ,0 .  

Модифицировав этот базис, имеем  

,]~,[ fgf   ,0],~[ hg  ,0],[ fh   

где gg

1~  . 

Двумерную алгебру Ли 2L  можем представить как линей-

ную оболочку, натянутую на векторы },{ gf . Так как fgf ],[

, то 2L  будет идеалом. Поле комплексных чисел C  изоморфно 

)(LZ , который также является идеалом. Так как 0)( 2  LLZ

, то алгебру Ли L  можем представить в виде  

CLLLZLL  22 )( . 

Теорема 2. Пусть C — поле комплексных чисел. Сущест-
вуют ровно две (с точностью до изоморфизма) трехмерные 
алгебры Ли L  над полемC  такие, что 1dim L : 

1) алгебра Гейзенберга: )(LZL  ; 

2) CLL  2 , причем 0)(  LZL . 
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Утверждение 3 [2, р. 22]. Если L  — трехмерная алгебра Ли 
над полем C  такая, что 2dim L , то: 

1) L  — абелева; 
2) LLad Lx :|  — изоморфизм )( Lx  . 
Доказательство.  
1. Пусть Lx  . Составим структурные уравнения базиса 

},,{ zyx : 

,],[ zyyx    ,],[ zyzy    .],[ zyzx             (1) 
Для элементов базиса рассмотрим тождество Якоби  

0]],[,[]],[,[]],[,[  yxzxzyzyx . 

Подставим соответствующие разложения скобок Ли от ба-
зисных элементов и упростим .0 zyyz   

Сгруппируем слагаемые двумя способами: 

,0)()(  zyyz   (2) 

.0)()(  yz   (3) 

Так как z  и y  линейно независимы, то для (3) справедливо  

,0  ,0    

то есть 0det 










, 0det 










. 

Составим матрицу коэффициентов системы (1):  












.  

Поскольку размерность L  равна 2, ее ранг будет равен двум. 
Так как два ее минора второго порядка равны нулю, то третий 
минор будет отличен от нуля, а именно 

0det 












. 
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Введем новые обозначения в (2): yzz,yzy   . 

Составим матрицу коэффициентов правой части и найдем, че-
му будет равен ее определитель: 

0det 















. 

Значит, y  и z  линейно независимы и в (2) коэффициенты 

  и   равны нулю. Тогда система (1) примет вид 

,],[ zyyx    zyzx  ],[ , .0],[ zy           (4) 

Так как Lzy ,  и 0],[ zy , то L  — абелева. 

2. Пусть },,{ zyx  — базис L . В силу предыдущего пункта 

структурные уравнения от базисных элементов примут вид 
(4). Так как 0],[,0],[  zxyx  и Lzxyx ],[],,[ , то 

],[],,[ zxyx  — линейно независимы, где ],[)(| yxyad Lx   и 

],[)(| zxzad Lx  . Значит, LLad Lx :|  — изоморфизм 

)( Lx  . 

Утверждение 4. Если L  — трехмерная алгебра Ли над 
полем C , 2dim L , и найдется Lh   такой, что оператор 

LLad Lh :|  диагонализируем, то: 

1) L  имеет вид L  для некоторого С  ,0 , где L  — 

трехмерная алгебра Ли над полем С , в которой существует 
базис },,{ wvu  со структурными уравнениями  

0],[,],[,],[  wvwwuvvu  ; 

2) для любого Lx ~  присоединенный оператор 
LLad Lx :|~  также диагонализируем; 

3)  LL 
 
тогда и только тогда, когда    либо 


 1
 . 
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Доказательство.  
1. Так как 3dim L  и 2dim L , то из утверждения 3 

(п. 1) следует, что L  — абелева. Пусть },{ yx  — базис L , то-
гда 0],[ yx . 

Рассмотрим присоединенный оператор )( Lhadh  , дейст-

вующий на элементы yx, . Так как по условию LLad Lh :|  
диагонализируемый, то  

yxxhxad Lh  0],[)(|   и yxyhyad Lh  0],[)(| . 

Матрица присоединенного оператора had  является диаго-

нальной и имеет вид 










0

0
, где 0,0    ввиду изомор-

физма had , доказанного в утверждении 3 (п. 2). 
Рассмотрим базис },,{ hyx  алгебры Ли L  и модифицируем 

его:  

,0],[ yx  xxh ],[ , yyh ],[    

  0],[ yx , ,],
~

[ xxh  ,],
~

[ yyh   

где изоморфизм   задается следующим образом  

,
1~

,,: uhhwyvx 


   

где 0

 . Отсюда следует, что LL  . 

2. Представим Lx ~  в виде whx  ~ , где ,,0 C   
LwLh  , . Тогда подействуем присоединенным оператором 

на данное равенство whx adadad  ~ . За счет линейности 

оператора имеем whx adadad  ~ . Рассмотрим его сужение 

по L  LwLhLx adadad   |||~  . Так как L  — абелева и Lw  , 

то ,0| Lwad  исходя из чего перепишем предыдущее равен-

ство следующим образом: LhLx adad   ||~  . 
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Так как оператор Lxad |~  является по условию диагонали-

зируемым, то Lhad |  также будет диагонализируемым и они 

оба будут задаваться диагональными матрицами, собственные 
значения которых отличаются друг от друга лишь на коэффи-
циент  . 

3. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть  LL  . Покажем, что 

   либо 


 1
 , 0,0   . 

Рассмотрим L  и L . Пусть },,{ zyx  — базис L . Тогда 

структурные уравнения от базисных элементов примут вид 
,],[ yyx   zzx ],[ , 0],[ zy . Аналогично и для L . Пусть 

},,{ wvu  — базис L , тогда ,],[ vvu   ,],[ wwu   .0],[ wv  

Рассмотрим производные подалгебры  LL  , . 

Пусть  LzyLx  ,, , тогда, опираясь на предыдущий 

пункт, мы можем утверждать, что существует присоединен-
ный оператор  LLadx : , причем он является диагонализи-

руемым и задается диагональной матрицей ),1( diag  с соб-

ственными значениями ,1 . 

Пусть Lu   и Lwv , , тогда существует присоединен-

ный оператор  LLadu : , являющийся диагонализируемым 

и задаваемый диагональной матрицей ),1( diag  с собствен-

ными значениями ,1 . 

Так как  LL  , то существует изоморфизм ,:  LL   

)(xx  . Запишем u  в виде sxu  )( , где ,)(  Lx   

., CLs    Тогда рассмотрим действие присоединенного 

оператора на это равенство su adxadad  ))((  и сузим его 

на :L


 LsLLu adxadad   ||))((| . Так как L  — абелева и-

Ls  , то 0| Lsad
 
и получим следующее равенство: 
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 LLu xadad   |))((| . Так как 

Luad |  диагонализируемый 

оператор, то и 


 Lxad |))((
 
также диагонализируем. Тогда, ис-

ходя из доказанного выше, их собственные значения отлича-

ются лишь на  , откуда имеем    либо 


 1
 . 

Д о ст ат о ч н о ст ь .  Пусть    либо 


 1
 . Покажем, 

что  LL  . В случае когда ,   изоморфизм очевиден. 

Рассмотрим второй случай, когда 



1
. Запишем для 

каждой из алгебр их систему структурных уравнений от базис-
ных элементов.  

L : ,],[ yyx   ,],[ zzx   ;0],[ zy  

L : ,],[ vvu   ,],[ wwu   .0],[ wv  

Преобразуем первую систему структурных уравнений:  

,],[ yyx   ,],[ zzx   0],[ zy     

  ,],~[ yyx   ,],~[ zzx   .0],[ zy  

Отсюда имеем, что  LL  , где   — искомый изоморфизм 

.,,~: vzwyuxx   
Утверждение 5. Если L  — трехмерная алгебра Ли над 

полем C , 2dim L , и оператор LLadx :  не диагонализи-

руем ни для какого Lx  , то найдется такой Lx  , что xad  

задается матрицей 







10

11
. 

Доказательство. Так как оператор LLadx : не диаго-

нализируем ни для какого элемента Lx  , значит, и матрица 
оператора не приводится к диагональному виду. Следователь-
но, ее собственные значения равны друг другу и жорданова 
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нормальная форма этой матрицы имеет вид [1, c. 264] 










0

1
, 

где 0 . Нужно показать, что xad  можно задать матрицей 

вида 







10

11
, то есть что существует изоморфизм  :  

,],[ yyx   ,],[ zyzx   0],[ zy     

 ,],[ yyx   ,],[ zyzx   .0],[ zy  

Модифицируем исходную систему структурных уравнений:  

,],[ yyx   ,],[ zyzx   0],[ zy     

  ,],~[ yyx   ,~]~,~[ zyzx   .0]~,[ zy   

Получили искомый изоморфизм  :  

,~1
: xxx 




 

.~, zzzyy    

Теорема 3. Существует бесконечно много (с точностью 
до изоморфизма) трехмерных комплексных алгебр Ли L  над 
полем комплексных чисел таких, что 2dim L : 

1) алгебра Ли вида L , где 1||,   C ; 

2) алгебра Ли, описанная в утверждении 5. 
Утверждение 6 [1, c. 24]. Если L  — трехмерная ком-

плексная алгебра Ли и LL  , то: 
1) для любого ненулевого элемента Lx  ранг оператора 

LLadx :  равен двум; 

2) существует Lh такой, что had  обладает ненулевым 

собственным значением; 
3) собственные значения оператора had  имеют вид 

,,0,    где 0 ; 
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4) элемент h  можно дополнить до базиса },,{ yxh  алгеб-
ры L  такого, что ;],[,],[,],[ hyxyyhxxh    

5) ),2( CslL  . 
Доказательство.  
1. Так как 0x , можем дополнить его до базиса простран-

ства L : },,{ zyx . Так как ,LL   то ]},[],,[],,{[ xzzyyxSpan . 

Найдем образ оператора xad : ]}.,[],,{[)Im( xzyxSpanadx   
Так как ],[],,[],,[ xzzyyx  — линейно независимая система, то 
и ее подсистема ],[],,[ xzyx  будет также линейно независимой. 

Отсюда имеем, что 2))dim(Im( xad , тогда и 2)( xadrank . 

2. Если для Lx  оператор xad  обладает ненулевым соб-
ственным значением, то положим xh  . Пусть для 0x  опе-
ратор xad  имеет лишь нулевые собственные значения. 

Тогда жорданова форма его матрицы имеет вид 

















000

100

010

. 

Пусть },,{ zyx  — соответствующий базис L . Тогда поло-
жим yh  . 

3. LLh  . Из предыдущего пункта известно, что 
0)( hadtr  и что хотя бы одно из собственных значений от-

лично от нуля. Пусть нам даны собственные значения ,,,0   

одно из которых отлично от нуля. Так как 0)( hadtr , то 

00   , то есть 0  . Значит, оператор had  имеет 
следующие собственные значения: },,0{   . 

4. Пусть zx,  — собственные элементы оператора had , 
отвечающие собственным значениям   и   соответственно. 
Тогда в силу тождества Якоби 0]],[,[]),([  zxhzxadh , отку-

да имеем .0,],[  hzx  Полагая zy 1  , получаем иско-
мый базис. 
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5. Пусть дан базис  

Lzyx },,{ : ,],[ xxh 

 

 ,],[ yyh   hyx ],[   

и базис  

),2(},,{ Cslegf  : ,2],[,],[ egegfe 

 

.2],[ fgf    

Установим изоморфизм между L и sl(2, C):  

,],[ xxh   ,],[ yyh   hyx ],[     

  ,2],
~

[ xxh   ,~2]~,
~

[ yyh   .
~

]~,[ hyx    

Таким образом, задан изоморфизм  

,
~2

: ghh 




 

fxeyy  ,~2


.  

Значит, ),2( CslL  . 

Теорема 4. Каждая трехмерная комплексная алгебра Ли 
L  такая, что LL  , изоморфна ),2( Csl . 

На основе рассмотренных объектов, инвариантных отно-
сительно изоморфизма, представим классификацию трехмер-
ных алгебр Ли над полем комплексных чисел в виде следую-
щей таблицы. 

 
Классификация трехмерных алгебр Ли  

над полем комплексных чисел 
 

Класс над С Ldim  Признаки класса 
1 0 Абелева алгебра Ли 
2 1 ZL   алгебра Гейзенберга 

3 1 CLLZL  2,0

4 2 
Диагонализируемый оператор Ladh , , где 

1||,   C  

5 2 Оператор had  не диагонализируемый 

6 3 LL 
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Квазитензор кривизны-кручения  
фундаментально-групповой связности Лаптева  

 
Рассмотрено пространство с фундаментально-груп-

повой связностью Лаптева, обобщающее пространства 
со связностями Картана. Структурные уравнения Лап-
тева приведены к более простому виду. Продолжение 
приведенных структурных уравнений позволило найти 
дифференциальные сравнения для коэффициентов в 
этих уравнениях. Доказано, что одна часть этих коэф-
фициентов образует тензор, а другая часть — квазитен-
зор, что обосновывает название «квазитензор кривиз-
ны-кручения» для всей совокупности. Из дифференци-
альных сравнений для компонент этого квазитензора 
получены сравнения для компонент тензора кривизны-
кручения Лаптева, который содержит 9 подтензоров, 
входящих в неприведенные структурные уравнения. 

В двух особых случаях пространство с фундамен-
тально-групповой связностью является пространством 
со связностью Картана, обладающим квазитензором 
кривизны-кручения, который содержит квазитензор 
кручения. В редуктивном случае пространство картано-
вой связности превращается в такое главное расслоение 
со связностью, которое имеет не только тензор кривиз-
ны, но и тензор кручения. 

 
Ключевые слова: фундаментально-групповая связность, связ-

ность Картана, квазитензор кривизны-кручения, тензор кривизны-
кручения. 
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1. Преобразование структурных уравнений Лаптева 
 
Понятие связности Картана используется в трех смыслах: 

1) главная связность — связность в главном расслоении; 2) не-
главная связность, например, классическая проективная связ-
ность; 3) общая связность — объединяющая оба предыдущих 
случая. Рассмотрим фундаментально-групповую связность Лап-
тева, которая включает общую связность Картана. Запишем 
структурные уравнения пространства фундаментально-группо-
вой связности [4, c. 311, 316, 339, 342] в подробном виде: 
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  (3) 

где индексы принимают следующие значения: 

.,1,...;,1,...;,1,...

;,1,...;,1,...;0,1,...

0121201

210

rnmsrnsnms

rnnsnsms




 

Здесь 12
1212

s
qpC  — постоянные (n + r)-мерной группы Ли 

,rnG   содержащей r-членную подгруппу rH . Они антисим-

метричны и удовлетворяют тождествам Якоби, причем часть 
постоянных равна нулю: 

0,0,0 1

22

12

1212

12

1212

12

1212 }{)(  s
qp

p
tr

s
qp

s
qp CCCC ,            (4) 

где круглые скобки обозначают симметрирование, а фигурные 

скобки — циклирование. Коэффициенты ,012

0101

s
qpR  удовлетворя-
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ющие условию антисимметрии ,0012

0101 )( s
qpR  образуют тензор 

кривизны кручения [4, c. 339, 340, 342]. Если тензор кривиз-

ны-кручения }{ 012

0101

s
qpRR   обращается в нуль, то уравнение (1) 

принимает вид ,00 sd  а уравнения (2, 3) превратятся в струк-

турные уравнения группы rnG   с подгруппой rH  (ср. [1, c. 320]), 

иначе говоря, в уравнения главного расслоения )( nr EH с базой — 

однородным пространством rrnn H/GE   и типовым слоем 

rH . 

Обозначим пространство фундаментально-групповой связ-

ности Лаптева через r,n,mL . Система уравнений 001 s  впол-

не интегрируема, поэтому пространство r,n,mL  имеет базу — 

(m + n)-мерное многообразие nmV   со структурными уравне-

ниями (1, 2). Уравнения (1—3) пространства r,n,mL  показыва-

ют, что оно есть главное расслоение )( nmr VH   над многообра-

зием nmV   с типовым слоем rH . Если выполняется условие 
редуктивности (см., напр., [1, с. 176; 2, с. 357; 6, c. 456]) 

02

21
s

qpC ,                                          (5) 

то расслоение )V(H nmr   становится пространством с главной 

связностью nm,rH  . 

Замечание 1. Для подмножеств форм связности 012s  мож-
но использовать следующие названия (названия Лаптева [4, 
c. 305, 306] приведены в скобках): 

0s  — чисто базисные (побочные) формы, 
1s  — базисно-слоевые (главные) формы, 
2s  — чисто слоевые (вторичные) формы, 
01s — базисные (первичные) формы, 
12s  — слоевые (специализированные) формы. 
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Структурные уравнения (2, 3) запишем короче: 

,2

2
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1

qps
qp

qps
qp

qps
qp

qps
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                  (6) 
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qp

qps
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qps
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s
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       (7) 

где  

2

11

2

11

2

11

1

11

1

11

1

11
, s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp CRKCRK  .          (8) 

Назовем },,{ 12

11

12

010

0

0101

s
qp

s
qp

s
qp KRRK   преобразованным объ-

ектом кривизны-кручения. Найдем дифференциальные срав-
нения, которым удовлетворяют компоненты объекта К.  
 

2. Побочный тензор кручения 
 
Дифференцируя уравнения (1) внешним образом и исполь-

зуя уравнения (6), получим уравнения следующего вида: 
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s
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где 

21

21

1

1
2 rt

rq
t
q C   .                                   (9) 

Для справедливости этих кубичных уравнений необходи-
мо, чтобы выражения в квадратных скобках являлись линей-
ными комбинациями базисных форм: 
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t
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s
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Такие дифференциальные уравнения используются в обоб-
щенных тождествах Бьянки [4, c. 339]. Запишем эти уравнения в 
виде дифференциальных сравнений по модулю базисных форм: 

.0

,0),(mod0
1

1

0

11

1

1

0

11

0

11

1

1

0

10

0

10

010

00




t
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s
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t
q

s
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t
q

s
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           (10) 

Значит, на базе nmV   пространства r,n,mL  заданы )1(2
2
1 mm  

однокомпонентных тензоров, или абсолютных инвариантов, 
0

00

s
qpR  (см.: [4, c. 299, 331]), 2m  одновалентных тензоров 

}{ 0

10

0

0

s
qp

s
p RR   и m двухвалентных кососимметрических тензо-

ров }{ 0

11

0 s
qp

s RR    (см.: [4, c. 297, 331]). Отметим, что тензоры 

Лаптева не являются классическими тензорами. 

Замечание 2. Поскольку объект 0

0101

s
qpR  состоит из тензоров 

00

0

0

00
,, ss

p
s

qp RRR , он является тензором, который назовем по-

бочным тензором кручения (см.: [5]). Инвариантные равенства 

00

0101
s

qpR  делают уравнения (1) тривиальными: ,00 sd  но 

не меняют уравнения (2, 3), то есть приводят к специализиро-
ванной фундаментально-групповой связности [4, c. 331].    

 
3. Главный квазитензор кручения 

 
Замыкая уравнения (6) с помощью уравнений (1, 7), получим 
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  (11) 

где 1
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s
qp KKKdKK   . 
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Последнее слагаемое в уравнениях (11) равно нулю со-
гласно тождествам Якоби. Действительно, соответствующая 
этому слагаемому часть тождеств (42) имеет вид 

012

22

1

112 }{ t
rq

s
pt CC . 

Раскрывая циклирование, записывая подробнее суммирова-
ние и учитывая условие (43), выделяющее подгруппу rH , по-
лучим тождество 

,02

22

1

12

1

21

1

21

1

12

1

21
 t

rq
s

pt
t

qp
s
rt

t
pr

s
qt CCCCCC  

левая часть которого находится в скобках последнего слагае-
мого уравнений (11). Следовательно, эти уравнения принима-
ют вид 
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Эти кубичные уравнения могут выполняться лишь тогда, 
когда выражения в скобках являются линейными комбинаци-
ями базисных форм, что приводит к дифференциальным срав-
нениям 
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                  (12) 

Итак, получили )1(
2
1 mm  одновалентных тензоров 

},{ 1

0000

s
qpqp RR   m двухвалентных тензоров }{ 1

100

s
qpp RR   и ко-

сосимметрический квазитензор 1
11

s
qpK   (см.: [4, c. 297, 330]). 

Квазитензор станет тензором при выполнении условия 

.02

21

1

12 ][ t
rq

s
pt CC                                   (13) 
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Составной объект },{ 1

11

1

010

s
qp

s
qp KR  назовем главным квазитен-

зором кручения. 
 

4. Квазитензор кривизны-кручения 
 
Дифференцируем внешние уравнения (7), используя урав-

нения (1, 6): 
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(14) 

где  
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2
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s
t CC   ,                    (15) 
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В уравнениях (14) два последних слагаемых равны нулю в 
силу тождеств Якоби и условия существования подгруппы 

.rH  В самом деле, запишем соответствующие части тождеств 
(42) и учтем условие (43): 
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Левые части этих тождеств, среди которых присутствуют 
тождества Якоби для подгруппы rH , являются множителями в 
слагаемых уравнений (14), поэтому уравнения принимают вид 
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Отсюда вытекают дифференциальные сравнения 
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         (16) 

Таким образом, имеем )1(2
1 mm  одновалентных тензоров 

}{ 12

0000

s
qpqp RR , содержащих подтензоры ,

00qpR  m двухвалент-

ных тензоров }{ 1

100

s
qpp RR  с подтензорами 

0pR и квазитензор 

,12

11

s
qpK  включающий подквазитензор .1

11

s
qpK  Если выполняется 

условие 

02

21

12

12 ][ t
rq

s
pt CC ,                                 (17) 

содержащее условие (13), то квазитензор 12

11

s
qpK  становится 

тензором с подтензором .1

11

s
qpK  

Теорема 1. Преобразованный объект кривизны-кручения 

},,{ 12

11

12

010

0

0101

s
qp

s
qp

s
qp KRRK   пространства фундаментально-

групповой связности Лаптева r,n,mL  с приведенными струк-

турными уравнениями (1, 6, 7) образует квазитензор, компо-
ненты которого удовлетворяют дифференциальным сравне-
ниям (10, 12, 16). Квазитензор кривизны-кручения K распада-

ется на )1(2
2
1 mm  инвариантов 0

00

s
qpR , )13(2

1 mm  однова-

лентных тензоров ,0

10

s
qpR ,12

00

s
qpR  2m двухвалентных тензоров 

,0

11

s
qpR  12

10

s
qpR  и квазитензор .12

11

s
qpK  При условии (17) K превра-

щается в тензор приведенной кривизны-кручения. 
Следствие. Квазитензор кривизны-кручения K имеет под-

квазитензор кручения },,,{ 1

11

1

010

0

0101

s
qp

s
qp

s
qp KRRK   состоящий из 
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побочного тензора кручения и главного квазитензора круче-
ния. Если выполняется условие (13), то квазитензор кручения 
K  становится тензором приведенного кручения. 

 
5. Тензор кривизны-кручения 

 
Получим дифференциальные сравнения для компонент  

тензора кривизны-кручения R из сравнения для компонент 
квазитензора. Подставим выражения (8) в сравнения (123, 163): 
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Подействуем дифференциальным оператором Δ на посто-
янные 12

11

s
qpC  и раскроем альтернирования: 
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Воспользуемся обозначениями (9, 15): 
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Записывая соответствующие части тождеств Якоби (42), 
используя условия антисимметрии (41) и существования под-
группы (43), получаем, что выражения в скобках равны нулю, 
поэтому сравнения принимают вид 
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Теорема 2. Компоненты тензора кривизны-кручения 

}{ 012

0101

s
qpRR   пространства фундаментально-групповой связ-

ности Лаптева r,n,mL  с неприведенными структурными урав-

нениями (1—3) удовлетворяют дифференциальным сравнени-
ям (10, 121, 2, 161, 2, 18). Тензор R состоит из абсолютных ин-

вариантов 0

00

s
qpR , одновалентных тензоров 0

10

s
qpR , 12

00

s
qpR , двух-

валентных тензоров 0

11

s
qpR , 12

10

s
qpR  и тензора 12

11

s
qpR . Тензор кри-

визны-кручения R содержит тензор кручения 01

0101

s
qpR . 

Замечание 3. Тензор R имеет 23 подтензора [4, c. 340], из 
которых только 8 не являются составными: 

12

11

12

10

12

00

1

11

1

10

1

00

0

11

0

10
,,,,,,, s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp
s

qp RRRRRRRR . 

Компоненты этих тензоров вместе с особым тензором 

,0

00

s
qpR  состоящим из инвариантов, служат коэффициентами в 

структурных уравнениях (1—3). 
 

6. Пространства со связностями Картана 
 
Если тензорная часть квазитензора кривизны-кручения К 

равна нулю: 

0,0 12

010

0

0101
 s

qp
s

qp RR ,                            (19) 

то уравнения (1) вырождаются: 00 sd , а уравнения (6, 7) 
принимают вид (см.: [1, c. 175; 4, с. 356]) 

)2( 11

11

21

21

11 qs
qp

qs
qp

ps KCd   ,                 (20) 

112

11

212

21

222

22

2 2 qps
qp

qps
qp

qps
qp

s KCCd   .   (21) 

Эти же уравнения получаются тогда, когда побочные фор-

мы 0s  отсутствуют.  
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Если выполняется условие редуктивности (5), то структур-
ные уравнения (21) становятся проще (см. [1, c. 176; 4, с. 357]): 

112

11

222

22

2 qps
qp

qps
qp

s KCd   .               (22) 

В этом случае справедливо условие тензорности (17) и в 

силу обозначения (152) аннулируются формы ,02

1
s

t  поэтому 

дифференциальные сравнения (123, 163) принимают простей-
ший вид: 

0,0 2

11

1

11
 s

qp
s

qp KK  . 

Значит, квазитензор кривизны-кручения 12

11

s
qpK , содержа-

щий квазитензор кручения 1

11

s
qpK , превратился в тензор, кото-

рый распался на 2 подтензора 1

11

s
qpK  и 2

11

s
qpK . 

 
Выводы 

 
1. Если в пространстве фундаментально-групповой связно-

сти Лаптева r,n,mL  с приведенными уравнениями (1, 6, 7) вы-

полнится условие (19), то оно станет пространством картано-
вой связности со структурными уравнениями (20, 21), причем 
побочные формы превратятся в полные дифференциалы, не 
играющие существенной роли. 

2. С другой стороны, если побочных форм нет, то имеем 
особое пространство Лаптева r,n,0L  с теми же структурными 

уравнениями (20, 21), являющееся пространством со связно-
стью Картана. 

3. Пространство картановой связности есть специальное 
главное расслоение )V(H nr  над n-мерным многообразием nV  

с типовым слоем — подгруппой nrr GH  , причем расслоение 

)V(H nr  не обладает главной связностью [3, c. 167]. 
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4. В общем случае пространство со связностью Картана 
имеет квазитензор кривизны-кручения, содержащий квазитен-
зор кручения (ср. [8; 9]). При выполнении условия тензорно-
сти (17) квазитензоры становятся тензорами. Так происходит в 
случае классической проективной связности (см.: [7]).  

5. В редуктивном случае главное расслоение )V(H nr  явля-

ется пространством главной связности n,rH  со структурными 

уравнениями (20, 22), причем это пространство наряду с тен-

зором кривизны 2

11

s
qpK  имеет тензор кручения ,1

11

s
qpK  то есть 

непосредственно обобщает пространство аффинной связности. 
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We consider a space with Laptev's fundamental group connection 

generalizing spaces with Cartan connections. Laptev structural equations 
are reduced to a simpler form. The continuation of the given structural 
equations made it possible to find differential comparisons for the coeffi-
cients in these equations. It is proved that one part of these coefficients 
forms a tensor, and the other part forms is quasitensor, which justifies the 
name quasitensor of torsion-curvature for the entire set. From differential 
congruences for the components of this quasitensor, congruences are ob-
tained for the components of the Laptev curvature-torsion tensor, which 
contains 9 subtensors included in the unreduced structural equations. 

In two special cases, a space with a fundamental connection is a spa-
ce with a Cartan connection, having a quasitensor of torsion-curvature, 
which contains a quasitensor of torsion. In the reductive case, the space of 
the Cartan connection is turned into such a principal bundle with connec-
tion that has not only a curvature tensor, but also a torsion tensor. 
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