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Заметка об аксиомах почти контактных метрических 

гиперповерхностей для почти эрмитовых многообразий 
 

Рассматривается вопрос о так называемых аксиомах 
почти контактных метрических гиперповерхностей для 
почти эрмитовых многообразий, то есть об условиях, 
при которых через каждую точку почти эрмитова мно-
гообразия проходит почти контактная метрическая ги-
перповерхность с заданными свойствами.  
 

Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, по-
чти эрмитово многообразие, аксиома почти контактных метрических 
гиперповерхностей, ориентируемая гиперповерхность 

 
1. О том, что на всякой ориентируемой гиперповерхности 

почти эрмитова многообразия индуцируется почти контактная 
метрическая структура, известно с середины прошлого века. 
До последней четверти ХХ века наиболее содержательные ра-
боты о почти контактных метрических гиперповерхностях по-
чти эрмитовых многообразий выполнили известные японские 
и американские геометры: М. Окумура, С. Сасаки, С. Танно, 
Й. Таширо, Х. Янамото, К. Яно, Д. Блэр, С. Голдберг. С 1980-х го-
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дов этой тематикой занимался замечательный отечественный 
геометр В. Ф. Кириченко, а затем и некоторые его ученики. 
Среди последних мы выделим Л. В. Степанову, чей фундамен-
тальный труд [1], по нашему мнению, не только содержит 
множество глубоких результатов, но и задал целое направле-
ние в геометрии почти контактных метрических гиперповерх-
ностей почти эрмитовых многообразий. 

В своем исследовании Л. В. Степанова неоднократно рас-
сматривала ситуацию, когда через каждую точку некоторого 
почти эрмитова многообразия проходит почти контактная мет-
рическая гиперповерхность с определенными свойствами. Так 
сложилось, что эту ситуацию чаще всего как в отечественных, 
так и в зарубежных источниках описывают следующим обра-
зом: рассматриваемое почти эрмитово многообразие удовле-
творяет аксиоме соответствующих (то есть обладающих за-
данными свойствами) почти контактных метрических гипер-
поверхностей. Скорее всего, В. Ф. Кириченко был первым, кто 
стал использовать такую терминологию в отечественных жур-
налах (см.: [2]). Наши попытки установить, кто именно из за-
рубежных авторов впервые стал употреблять данную терми-
нологию, успехом не увенчались. Отметим только, что очень 
многие известные геометры использовали выражение «аксио-
ма почти контактных метрических гиперповерхностей» еще до 
выхода в свет упомянутой выше статьи В. Ф. Кириченко [2]. 
В качестве примера приведем работу известнейшего бельгий-
ского специалиста в области эрмитовой геометрии Л. Ванхеке 
[3]. 

 
2. Нам представляется достаточно очевидным, что сам 

термин «аксиома» не очень уместен в данном контексте. Осо-
бенно если речь идет о русскоязычном читателе, для которого 
термин «аксиома» традиционно означает совсем иное. Такой 
читатель, скорее всего, познакомился с этим понятием в шко-
ле, когда изучал геометрию по учебнику А. Н. Колмогорова, 
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А. В. Погорелова или Л. С. Атанасяна. Потом он узнал о раз-
личных  системах аксиом во время обучения в вузе (например, 
при изучении курсов оснований геометрии, числовых систем и 
т. д.). В самом деле, ведь если существуют почти эрмитовы 
многообразия, удовлетворяющие аксиоме тех или иных почти 
контактных метрический гиперповерхностей, то, следователь-
но, возможна и ситуация, когда многообразие не удовлетворя-
ет той или иной аксиоме. К сожалению, случаев с неудачной 
терминологией в эрмитовой и контактной геометриях (под ко-
торыми мы, естественно, понимаем геометрические теории 
почти эрмитовых и почти контактных метрических многооб-
разий соответственно) в научной литературе немало. Намного 
больше, чем должно было бы быть. Не будем приводить кон-
кретные примеры (некоторые из них можно было бы назвать 
вопиющими), а ограничимся лишь замечанием о том, что на 
начальном этапе, то есть на этапе введения того или иного 
иностранного термина в отечественный оборот, следует гораз-
до более внимательно и продуманно подходить к этому вопро-
су. В качестве же положительного момента напомним читате-
лю о первом выдающемся русском ученом М. В. Ломоносове, 
который  не только внес огромный вклад в науку (будучи и 
государственным деятелем, и поэтом, и изобретателем), но и 
обогатил русский язык новыми научными терминами, новыми 
словами. Слово «равновесие» — один из самых известных 
примеров такого рода. Без этого точного перевода латинского 
термина не обходится не только отечественная наука, но и со-
временный русский язык.  

 
3. Закончив критиковать термин «аксиома» (на наш взгляд, 

более удачным было бы использовать слово «условие» для со-
ответствующей ситуации), остановимся на математическом 
аспекте этой проблемы. Будучи более 30 лет связанными с те-
матикой геометрии почти контактных метрических гиперпо-
верхностей почти эрмитовых многообразий, будучи хорошо 
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знакомыми со множеством работ современных геометров в 
данной области и, наконец, будучи авторами нескольких работ 
по данной тематике, мы возьмем на себя смелость сделать ряд 
выводов.  

Во-первых, отметим, что в современной дифференциаль-
ной геометрии рассматриваются самые разнообразные виды 
аксиом (то есть характеристических условий) для почти кон-
тактных метрических гиперповерхностей почти эрмитовых 
многообразий. Часть таких аксиом связана с внутренней гео-
метрией гиперповерхностей, например со свойством эйнштей-
новости (вместе с частными случаями и обобщениями). Одним 
из первых примеров может служить работа [4]. 

Но гораздо чаще такого рода аксиомы связаны со свой-
ствами вложения гиперповерхностей в объемлющее многооб-
разие. Самый очевидный пример — когда аксиома требует, 
чтобы через каждую точку многообразия проходила вполне 
геодезическая гиперповерхность, или вполне омбилическая, 
или минимальная, или гиперповерхность с заданным типовым 
числом (в терминологии Такаги — Курихары). По этому пово-
ду можно привести множество разнообразных примеров. Мы 
ограничимся лишь упоминанием исследования Л. В. Степано-
вой [1] и обзора В. Ф. Кириченко и М. Б. Банару [5], которые 
содержат десятки таких примеров.  

И наконец, самая важная, на наш взгляд, группа аксиом 
требует, чтобы почти контактная метрическая структура на 
гиперповерхности почти эрмитова многообразия имела опре-
деленный вид. Например, принадлежала одному из наиболее 
важных в контактной геометрии классов почти контактных 
метрических структур: классу косимплектических, слабо ко-
симплектических, сасакиевых, квазисасакиевых, кенмоцевых 
и т. п. структур. Непременно следует подчеркнуть, что нали-
чие почти контактной метрической структуры определенного 
вида на гиперповерхности не может быть истолковано как 
внутреннее свойство гиперповерхности — такая почти кон-
тактная метрическая структура, как следует из дифференци-



А. Абу-Салим, М. Б. Банару, Г. А. Банару 

9 

ально-геометрических построений В. Ф. Кириченко и Л. В. Сте-
пановой, порождается почти эрмитовой структурой на объем-
лющем многообразии [1]. Различные примеры, в которых ак-
сиома требует, чтобы структура на гиперповерхности почти 
эрмитова многообразия принадлежала определенному классу 
почти контактных метрических структур,  можно также найти 
в обзоре [5]. А вот работ, в которых исследуются более слож-
ные случаи так называемых комбинированных аксиом (см., 
например, [4; 6; 7]), к сожалению, опубликовано не слишком 
много. 

Второй важный пункт — это вопрос о том, насколько кор-
ректно наложение на почти эрмитово многообразие условия о 
прохождении через каждую его точку почти контактной мет-
рической поверхности специального вида. Очевидно, что вы-
полнение такого рода условий часто означает требование од-
нородности и (или) изотропности многообразия, причем не в 
дифференциально-геометрическом, а в физическом смысле 
этих понятий. Если говорить о близкой нам тематике 6-мер-
ных почти эрмитовых многообразий, то при рассмотрении по-
добных аксиом для 6-мерной сферы с канонической прибли-
женно келеровой структурой (не говоря уже о тривиальном 
примере келерова многообразия — комплексного евклидова 
пространства) вопросов не возникает. Однако некоторые по-
чти эрмитовы 6-мерные многообразия устроены не столь про-
сто. Например, приближенно келерова структура реализуется 
на произведении двух трехмерных сфер. А эрмитовым 6-мер-
ным многообразием является многообразие так называемого 
скрученного произведения. Существуют и гораздо более слож-
ные примеры. 

Третье наше замечание, основанное на близком знакомстве 
со многими результатами в данной области, заключается в 
том, что выполнение той или иной аксиомы почти контактных 
метрических гиперповерхностей практически всегда сущест-
венно упрощает почти эрмитову структуру объемлющего мно-
гообразия. Например, структура Вайсмана — Грея может 
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стать приближенно келеровой, структура класса  может ока-
заться эрмитовой, а эрмитова структура — келеровой и т. д. 
Такого плана результаты, разумеется, часто выглядят весьма 
красиво, они влекут за собой множество интересных след-
ствий, тесно связанных с фактами, ранее доказанными други-
ми геометрами. В свете полученных результатов эти факты 
можно развивать, обобщать, детализировать. Но, с другой сто-
роны, в этом случае выполнение той или иной аксиомы озна-
чает существенное обеднение теории более сложных классов 
почти эрмитовых многообразий в смысле изучения собствен-
ных представителей таких классов. К примеру, если многооб-
разие Вайсмана — Грея (многообразие класса ⊕  в тер-
минологии Грея — Хервеллы [8]), удовлетворяющее некото-
рой аксиоме почти контактных метрических гиперповерхно-
стей, окажется приближенно келеровым, то результат, полу-
ченный для такого многообразия, будет содержать не слишком 
много информации о геометрии собственных многообразий 
Вайсмана — Грея. Если еще учесть проблемы, изложенные 
выше, то подобные результаты уже не будут выглядеть столь 
значительными, как может показаться на первый взгляд. 

 
4. Окончательный вывод, который следует из всего вышеска-

занного, таков: теория аксиом почти контактных метрических 
гиперповерхностей для почти эрмитовых многообразий нуж-
дается в глубокой систематизации, основательной методиче-
ской проработке, упорядочении вопросов терминологии и т. п. 

Примером (на наш взгляд, отличным примером) преодоле-
ния определенного кризиса и своего рода наведения порядка в 
одном из разделов контактной геометрии стал выход в свет 
монографии Г. Питиша [9] о многообразиях Кенмоцу. Эта 
книга не только содержит практически все результаты в дан-
ной области, известные на момент ее опубликования; она так-
же сняла многие методологические вопросы. Еще более из-
вестный пример наведения порядка такого рода, на этот раз  в 
эрмитовой геометрии — уже упоминавшаяся нами статья 
А. Грея и Л. М. Хервеллы [8]. 
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From 1950s, it is known that an almost contact metric structure is in-

duced on an arbitrary oriented hypersurface in an almost Hermitian mani-
fold. In accordance with the definition, an almost Hermitian manifold 
satisfies the axiom of almost contact hypersurfaces endowed with a some 
property, if an almost contact hypersurface with this property passes 
through every point of considered almost Hermitian manifold. 

In the present note, we discuss some problems related to almost con-
tact metric hypersurfaces axioms for almost Hermitian manifolds. In par-
ticular, we select some special types of almost contact metric hypersur-
faces axioms for almost Hermitian manifolds. We mark out the axioms 
consisting of the conditions for the almost contact metric structure on the 
hypersurface of an almost Hermitian manifold to belong to a special class 
(for example, to the class of Sasakian or quasi-Sasakian structures). We 
also mark out the axioms that are related to the second fundamental form 
of the immersion of the almost contact metric hypersurface into an almost 
Hermitian manifold. 
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О двух структурных тензорах acm-структуры 
 

Доказано, что обращение в нуль пятого и шестого 
структурных тензоров (в терминологии Кириченко) 
произвольной почти контактной метрической структу-
ры является условием, необходимым и достаточным 
для замкнутости контактной формы этой структуры. 
 

Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, струк-
турные уравнения Картана, структурные тензоры, контактная форма, 
структура Кириченко — Ускорева  

 
1. Важными и содержательными примерами дифференци-

ально-геометрических структур на многообразиях являются 
почти контактные метрические (almost contact metric, acm-) 
структуры. Такие структуры интенсивно изучались с середины 
прошлого века, причем за некоторыми важнейшими видами 
acm-структур закрепились названия структур Сасаки, Кенмоцу 
и Эндо — так отмечены заслуги этих выдающихся японских 
геометров. В XXI веке большой вклад в теорию acm-структур 
внесли и вносят математики из многих стран. Особенно выде-
лим результаты американского специалиста Дэвида Блэра — 
основателя теории квазисасакиевых структур [1], а также отече-
ственного геометра В. Ф. Кириченко, который вместе с неко-
торыми своими учениками получил значительные результаты в 
самых разных направлениях теории acm-структур — от геомет-
рии упомянутых выше квазисасакиевых структур [2] до общей 
теории почти контактных метрических многообразий [3]. 

                                                 
Поступила в редакцию 26.03.2024 г. 
© Банару М. Б., 2024 
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В данной статье рассматривается первая группа структур-
ных уравнений Картана acm-структуры общего вида и иссле-
дуется вопрос о замкнутости контактной формы. Показано, 
что необходимым и достаточным условием замкнутости кон-
тактной формы произвольной acm-структуры является обра-
щение в нуль ее пятого и шестого структурных тензоров.  

 
2. Как известно (см.: [3]), почти контактной метрической 

структурой на ориентируемом многообразии  нечетной 
размерности называют четверку тензорных полей Φ, , , , 
где через Φ обозначено поле тензора типа 1,1 ,  — вектор-
ное поле,  — ковекторное поле, ⋅, ⋅  — риманова метри-
ка. Обычно векторное поле  называют характеристическим,  
называют контактной формой, а Φ — структурным эндомор-
физмом. При этом должны выполняться такие условия [3]: 

1;   Φ 0;   ∘ Φ 0; 

 Φ ⊗ ; 

Φ ,Φ , , 

, ∈ , 

где  — модуль гладких векторных полей на много-
образии . 

Воспользуемся записанной в репере, адаптированном acm-
структуре, первой группой структурных уравнений римановой 
связности на пространстве присоединенной G-структуры [3]: 

∧ ∧ ∧  

∧ ∧ , 

∧ ∧ ∧  

∧ ∧ , 

∧ ∧ ∧  

∧ ∧ . 

(1)



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

16 

Здесь и далее через  и  обозначены компоненты 
форм смещения ( ̑ , ); через  — компонен-
ты форм римановой связности; символ ⋅,⋅  означает альтерни-
рование; 

,     1 , … ,  2 ;  ,    , 1 , … ,   ;  . 

Коэффициенты равенств (1) выражаются через компоненты 
ковариантного дифференциала структурного эндоморфизма: 

Φ , ;   Φ , ̂ ;   	Φ , ; 

Φ , ̂;   Φ , ;   	Φ , ; 

Φ , Φ , ;    Φ , Φ , ; 

Φ , Φ , ;     Φ , ;   Φ , ; 

Φ , ;     Φ , . 

Обычно равенства (1) называют первой группой структур-
ных уравнений Картана acm-структуры. Их иногда более, 
иногда менее подробный вывод содержится в нескольких ра-
ботах В. Ф. Кириченко и его учеников, связанных с почти кон-
тактными метрическими многообразиями; в частности, такие 
выкладки можно найти в статье [2] и в монографии [3]. 

Введем обозначения: 

С Φ , ̂;   С Φ , ;  

	Φ , ;   Φ , . 

Следующие системы функций определяют тензоры на 
многообразии : 

1) , где , , а все прочие компо-
ненты семейства  нулевые; 

2) ,  где , , 0.  
В терминологии В. Ф. Кириченко [3] системы функций  и 

 — пятый и шестой структурные тензоры почти контактной 
метрической структуры соответственно. 
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Замкнутость контактной формы  выполнится тогда и толь-
ко тогда, когда окажутся справедливыми равенства 

Φ , Φ , 0,  

Φ , Φ , 0,  Φ , Φ , 0. 

Следовательно,  

0,  0,  0,  С 0,  0.  

Отсюда, среди прочего, получаем 

0,  0, 

а пятый и шестой структурные тензоры рассматриваемой acm-
структуры обращаются в нуль. 
 

3. Обратим внимание на то, что замкнутость контактной 
формы acm-структуры связана с инвариантностью этой acm-
структуры относительно так называемых канонических кон-
формных преобразований. Впервые эту связь обнаружили и 
изучили В. Ф. Кириченко и И. В. Ускорев [4]. Более того, ока-
залось, что acm-структуры с замкнутой контактной формой 
обладают и многими другими интересными свойствами. Кро-
ме того, эти структуры являются естественным обобщением 
таких важнейших почти контактных метрических структур, 
как косимплектическая структура и структура Кенмоцу. Нако-
нец, отметим, что в последнее время такого типа acm-струк-
туры изучались чаще всего под названием структур Киричен-
ко — Ускорева (см., например, [5]).  
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On two structural tensors of an acm-structure 
 

Submitted on March 26, 2024 
 
Almost contact metric structures on odd-dimensional manifolds are 

considered. The first group of the Cartan structural equations of an arbi-
trary almost contact metric structure written in an A-frame (i. e., in a fra-
me adapted to this almost contact metric structure) is studied. It is proved 
that the fifth and sixth Kirichenko structural tensors of the almost contact 
metric structure vanish if and only if the structural contact form is closed. 
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Оснащенное гиперполосное распределение 
аффинного пространства 

 
В аффинном пространстве рассматривается гипер-

полосное распределение, которое в каждой точке ба-
зисной поверхности оснащено касательной плоскостью 
и сопряженной касательной прямой. Приведены зада-
ние изучаемого гиперполосного распределения в аф-
финном пространстве относительно репера 1-го поряд-
ка и теорема существования. Построены поля аффинных 
нормалей 1-го рода Бляшке и Трансона и найдены ус-
ловия их совпадения. Приведено задание нормальной 
аффинной и нормальной центроаффинной связностей на 
изучаемом оснащенном гиперполосном распределении. 

 
Ключевые слова: гиперполоса, регулярная гиперполоса, гипер-

полосное распределение, аффинные нормали, нормальная аффинная 
связность 
 

§ 1. Задание оснащенного гиперполосного распределения  
 аффинного пространства  

 
В работе используется следующая схема индексов: 

, , 1, ;   , , , , 2, ;   , , 1, 1; 

, , , 1, ;   , 1, . 
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Применяются метод внешних дифференциальных форм 
Э. Картана [1; 11; 15] и теоретико-групповой метод Г. Ф. Лап-
тева [4; 5]. 

Пусть , ̅  — подвижной репер аффинного про-
странства , где  

̅ ̅ ,   ̅ ̅ ,                        (1.1) 

а инвариантные формы ,  аффинной группы преобразо-
ваний удовлетворяют уравнениям 

∧ ,   ∧ .                 (1.2) 

В аффинном пространстве  рассмотрим гиперполосное 
распределение [4; 6; 8; 10; 13], в каждой точке ≝  базис-
ной поверхности  которого задана касательная плоскость 
Λ ≝ ∆  и сопряженная ей касательная прямая 

≝ ∆∗ .  
Гиперполосное распределение в , несущее сопряженную 

систему ∆, ∆∗ , назовем кратко распределением . 
Совместим вершину  репера  с текущей точкой  ба-

зисной поверхности ⊂ . Векторы ̅  поместим в каса-
тельную плоскость ∆ , а вектор ̅  выберем параллельно 
прямой . Векторы ̅  поместим в характеристику 

 распределения , а вектор ̅  пусть занимает 
произвольное положение, образуя с векторами ̅ , ̅ , ̅  
репер , ̅  пространства . Канонизированный таким об-
разом репер , ̅  является репером 1-го порядка , относи-
тельно которого распределение  задается уравнениями 

0, 0, 0,                           (1.3) 

, , , ,  (1.4) 

, , , .     (1.5) 

Продолжая уравнения (1.4, 1.5), получим соответственно 

, ,                    (1.6) 
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, ,     (1.7) 

, ,       (1.8) 

,   . 

Замыкание уравнений (1.3) приводит к соотношениям 

0,  0,  0,                (1.9) 

		⟺		 .        (1.10) 

Мы рассматриваем регулярные распределения , для 
которых характеристика  и касательная плоскость 

 базисной поверхности  в каждой точке ∈  нахо-
дятся в общем положении:  

⋂ , , . 

Система функций  образует невырожденный тензор 1-го 
порядка — главный фундаментальный тензор распределения 

 [14], который распадается на два невырожденных сим-
метрических тензора 1-го порядка , : 

0
0

. 

Тензор 1-го порядка  назовем главным фундаменталь-
ным тензором распределения , ассоциированным с рассло-
ением плоскостей ∆  (∆-подрасслоением), а тензор  — 
главным фундаментальным тензором распределения , ас-
социированным с расслоением плоскостей ∆∗  (∆∗-подрас-
слоением). 

Для невырожденных тензоров  и  введем обратные 

им тензоры  и , компоненты которых удовлетворяют ус-
ловиям: 

,  ,      (1.11) 

1,  .                     (1.12) 
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Известно [14], что необходимым и достаточным условием 
сопряженности плоскости ∆  и прямой ∆∗  является об-
ращение в нуль тензора : 

0.                                 (1.13) 

Итак, имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Регулярное распределение ⊂ , несущее 

сопряженную систему ∆, ∆∗ , в репере  первого порядка 
задается дифференциальными уравнениями (1.3—1.8) и соот-
ношениями (1.11—1.13). 

Также имеет место теорема 2. 
Теорема 2. Распределение  аффинного пространства, 

несущее сопряженную систему ∆, ∆∗ , существует и опреде-
лено с произволом 2 1 1  функций  аргу-
ментов. 

 
 

§ 2. Аффинные нормали гиперполосного распределения  
 

Главный фундаментальный тензор  гиперполосного рас-
пределения  удовлетворяет уравнениям [7]: 

.                                (2.1) 

Замыкание уравнений (2.1) приводит к условиям 

.                    (2.2) 

Используя уравнения (2.2), найдем дифференциальные 
уравнения для функций , , придавая индексам , ,  
значения , , , 1. В результате в силу соотношений (1.3—1.5, 
1.13) получим: 

, 

,         (2.3) 

, 

2 . 
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Замечание. Уравнения (2.3) можно получить, непосред-
ственно дифференцируя (1.6) и учитывая (1.13, 1.3—1.5, 1.9, 
1.10). 

Введем в рассмотрение функции 1-го порядка 

                                    (2.4) 

и функции 2-го порядка 

, 

,  ,       (2.5) 

,  . 

Замечание. Здесь порядок функций определяем старшим 
порядком компонент, из которых они построены. 

С учетом уравнений (1.6, 1.7, 1.11, 1.12, 2.1—2.3) убежда-
емся, что функции (2.4, 2.5) являются квазитензорами: 

,  , 

,   ,            (2.6) 

,  . 

Прежде всего отметим, что квазитензоры ,  в диффе-
ренциальной окрестности 2-го порядка задают нормаль Бляш-
ке , ̅ ,  гиперполосного распределения  
[7], где 

̅ ̅ ̅ . 

Нормаль Бляшке  не зависит от подрасслоений ∆ и 
∆∗, а определяется гиперполосным распределением . 

Прямую ,  назовем прямой Бляшке гиперполос-
ного распределения . Таким образом, нормаль Бляшке 

, , 	  в каждой точке ∈  натя-
нута на характеристику  гиперполосного распреде-
ления  и прямую Бляшке . 
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Для регулярных гиперполос аффинные нормали всех плос-
ких сечений гиперповерхности  -мерными плоскостями, 
проходящими через плоскость ∆ , лежат в 1 -мер-
ной плоскости 

, ̅ , ̅ , ̅ ̅ ,                 (2.7) 

то есть в нормали Трансона ∆-подрасслоения [3]. 
Аналогично нормаль Трансона ∆∗-подрасслоения есть 
1 -мерная плоскость (гиперплоскость) 

, ̅ , ̅ , ̅ ̅ .                    (2.8) 

В формулах (2.7, 2.8) квазитензоры  и  имеют 
строение (2.5). 

Определение. Нормалью Трансона гиперполосного распре-
деления  в каждой точке ∈  назовем -мерную 
плоскость ∩  — плоскость пере-
сечения нормалей Трансона ∆-подрасслоения и ∆∗-подрассло-
ения.  

Определение. Прямую , , где  

̅ ̅ ̅ ̅ , 

назовем прямой Трансона распределения  в точке . 
Нормаль Трансона 1-го рода распределения  в каждой 

точке ∈  имеет вид , ̅ , . 
Введем в рассмотрение прямую , ̅ , где 

̅ ̅ ̅ ̅ ̅ . 

Учитывая (1.1, 2.6), убеждаемся, что ̅ ̅ . Таким 
образом, прямая , ̅  есть инвариантная прямая, внут-
ренним образом присоединенная к распределению  во 
второй дифференциальной окрестности. Прямую  назовем 
аффинной прямой ∆-подрасслоения (или ∆∗-подрасслоения). 
Соответственно, плоскость , ̅ , ̅ , ̅  назо-
вем аффинной нормалью ∆-подрасслоения, а плоскость 

, ̅ , ̅  — аффинной нормалью гиперполосного 
распределения . 
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Из формул (2.5) получаем соотношения 

,                             (2.9) 

.                        (2.10) 

Из (2.9, 2.10) вытекает, что компоненты квазитензора 
,  являются линейными комбинациями компо-

нент квазитензоров  и . 
В результате приходим к следующим предложениям. 
Теорема 3. Аффинные нормали 1-го рода ∆∗-подрассло-

ения гиперполосного распределения  образуют однопара-
метрический пучок гиперплоскосктей, определяемый пучком 
квазитензоров 

,                       (2.11) 

причем нормаль Бляшке  высекается из пучка (2.11) 

при . 

Теорема 4. Нормали 1-го рода  ∆-подрасслое-
ния образуют однопараметрический пучок, определяемый пуч-
ком квазитензоров  

, 

причем нормаль Бляшке  ∆-подрасслоения соот-

ветствует параметру . 

Отметим еще одну особенность тройки нормалей 1-го рода 
Бляшке, Трансона и аффинной нормали . 

Теорема 5. Нормали 1-го рода Бляшке 
, ̅ , , Трансона , ̅ , , аффинная нормаль 

, ̅ ,  гиперполосного распределения  при-
надлежат одному однопараметрическому пучку: 

.                     (2.12) 
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Если нормаль Трансона  совпадает с аффинной нор-
малью гиперполосного распределения , то, как следует из 
формул (2.9, 2.10), нормаль Бляшке  тоже совпадает с 
нормалью Трансона, то есть все три нормали совпадают. 

Аналогично при совпадении любых двух нормалей гипер-
полосного распределения  из указанных трех ( , 
	 , ) все три нормали совпадают. 

Определение. Гиперполосное распределение  назовем 
коинцидентным [9], если пучок нормалей (2.12) вырождается 
в одну нормаль. 

В результате приходим к следующему утверждению. 
Теорема 6. Гиперполосное распределение  коинцидент-

но тогда и только тогда, когда любые две его нормали из 
трех , ,  совпадают. 

 
 

§ 3. Задание нормальной аффинной связности 
на оснащенном регулярном распределении  

 
1. Адаптируем репер полю нормалей  1-го рода ги-

перполосного распределения , выбирая вектор ̅ ∥ . 
В этом случае 

,  ,  ,             (3.1) 

а поле нормалей 1-го рода  определяется уравнениями 

,  .                    (3.2) 

Таким образом, уравнения (1.3—1.8, 3.1, 3.2, 1.9, 1.10, 
1.13) задают оснащенное полем нормалей 1-го рода  
гиперполосное распределение ⊂ .  

При фиксации точки ≝  базисной поверхности ⊂
 нормаль 1-го рода  гиперполосного распределения 
 в точке ∈  и касательная плоскость  базисной по-

верхности  остаются неподвижными. Следовательно, на ба-
зисной поверхности  возникает нормальное  и каса-
тельное  расслоения [12]. 
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Структурные уравнения касательного расслоения  в 
силу формул (1.2, 1.3—1.10, 1.13, 3.1) имеют следующий вид: 

∧ ,  ∧ Ω ,  Ω , 

∧ Ω ,  ∧ Ω ,         (3.3) 

где 

Ω ∧ ∧ ∧ ( | |  

	 | | | | ∧ ∧ , 

Ω ∧ ∧ ∧ ( | |  

	 | | | | ∧ ∧ , 

Ω ∧ ∧ ( | |  

| | ∧ ∧ ,            (3.4) 

Ω ∧ ∧ ( | |  

	 | | ∧ ∧ ; 

 

2 | | | | | | , 

2 | | | | | | , 

2 | | | | ,                (3.5) 

2 | | | | . 

Следуя работе [12], приходим к выводу, что в касательном 
расслоении  возникает аффинная связность  без круче-
ния с формами связности ,  (3.3), которую, следуя рабо-
те [7], назовем внутренней (касательной) аффинной связно-
стью оснащенного гиперполосного распределения . 

Теорема 7. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное гиперполосное распределение  индуцирует 
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внутреннюю аффинную связность  в касательном расслоении 
 с формами связности ,  (3.3) и 2-формами кривиз-

ны (3.4). Компоненты тензора , , ,  связ-

ности  имеют строение (3.5). 
 
2. Структурные уравнения нормального расслоения  

[12] с учетом уравнений (1.2, 1.3—1.10, 1.13, 3.1) можно пред-
ставить в виде: 

∧ Ω   (а),   0, 

∧ ∧ Ω ,  Ω ,      (3.6) 

где 

Ω ∧ ∧ ∧   (а), 

Ω ∧ ∧ ∧ , 

Ω ∧ 0,                      (3.7) 

Ω ∧ ∧ ∧ ; 

 

2   (а),   2 ,              (3.8) 

2 , 2 . 

Согласно работе [12], получаем, что в нормальном рассло-
ении  возникает центроаффинная связность , которую 
назовем нормальной центроаффинной связностью оснащенно-
го гиперполосного расслоения . 

Теорема 8. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное гиперполосное распределение  индуцирует 
в расслоении  нормалей 1-го рода нормальную центро-
аффинную связность  с формами связности  и 2-фор-

мами кривизны (3.7), компоненты тензора кривизны  ко-

торой имеют строение (3.8). 
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Поскольку в каждой точке ∈  определена характери-
стика  гиперполосного распределения  [7; 14], 
причем ⊂ , то на базисной поверхности  опре-
делено расслоение характеристик , которое представляет 
собой нормальное 1 -мерное подрасслоение 

 [12]. 
Структурные уравнения расслоения  определяются 

уравнениями (3.6, а), 2-форма Ω  определена уравнением (3.7, а), 

а тензор кривизны  имеет вид (3.8, а). Связность в рассло-
ении характеристик  назовем нормальной центроаффин-
ной характеристической связностью  оснащенного гиперпо-
лосного распределения . 
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mathematics and physics. A special place is occupied by regular hyper-
strips, for which the characteristic planes of families of principal tangent 
hyperplanes do not contain directions tangent to the base surface of the 
hyperstrip. In this work, we use E. Cartan’s method of external differen-
tial forms and the group-theoretic method of G. F. Laptev. 

In affine space, a hyperstrip distribution is considered, which at each 
point of the base surface is equipped with a tangent plane and a conjugate 
tangent line. The specification of the studied hyperstrip distribution in an 
affine space with respect to a 1st order reference and an existence theorem 
are given. The fields of affine normals of the 1st kind for Blaschke and 
Transon are constructed and the conditions for their coincidence are 
found. The definition of normal affine connection and normal centroaffine 
connection on the studied framed hyperstrip distribution is given. 

 
Keywords: hyperstrip, regular hyperstrip, hyperstrip distribution, af-

fine normals, normal affine connection 
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О скалярных компонентах канонической формы  
на расслоениях реперов высших порядков 

 
Произведен подробный вывод выражений для скаляр-

ных компонент канонической формы на расслоениях 
реперов высших порядков над гладким многообразием. 
Каноническая форма на расслоении реперов порядка 
p + 1 над n-мерным гладким многообразием является 
векторнозначной дифференциальной 1-формой, прини-
мающей значения в касательном пространстве к рассло-
ению реперов порядка p над n-мерным арифметическим 
пространством, в единице дифференциальной группы. 
Ее скалярные компоненты являются дифференциальны-
ми 1-формами и представляют собой коэффициенты ее 
разложения по натуральному базису данного касатель-
ного пространства. Поскольку каждый репер представ-
ляется некоторым полиномиальным отображением в за-
данной локальной карте на гладком многообразии, то 
касательный вектор к расслоению реперов представля-
ется разложением однопараметрического семейства по-
линомиальных отображений по формуле Маклорена 
первого порядка относительно параметра. Искомые фор-
мулы получаются приравниванием коэффициентов двух 
разложений для одного и того же касательного вектора. 

 
Ключевые слова: гладкое многообразие, струя, расслоение репе-

ров, каноническая форма 
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1. Введение. В статье [4] нами дано подробное доказатель-
ство корректности построения канонической формы Θ на рас-
слоении реперов p-го порядка, где ∈ . Цель настоящей ра-
боты — произвести настолько же подробный вывод выраже-
ний для ее скалярных компонент в локальных координатах. 
Необходимость в такой работе вызвана тем, что в имеющейся 
литературе (см., напр., [1; 2; 5—9]) таковой вывод, по всей ви-
димости, отсутствует. Так, например, в статье [1] лишь указа-
но, что искомые выражения получаются из формулы, имею-
щей в наших обозначениях вид (20), однако последняя приве-
дена без обоснования. Наша работа призвана восполнить по-
добные пробелы. 

 
2. Список обозначений [4]: 

 — гладкое многообразие, dim ; 
 — p-струя гладкого отображения : →  с нача-

лом 0 ∈  (  — отображение, представляющее репер ); 
 — дифференциальная группа порядка p с единицей  и 

алгеброй Ли ; 
 — расслоение p-реперов («p-й этаж») над гладким 

многообразием  со структурной группой ⊂  и ка-
нонической проекцией : → ; 

: →  — проекция p-го этажа на q-й; 
 — касательное пространство к расслоению 

 в точке ∈ ; 
 — касательное расслоение к ; 

: →  — p-е продолжение отображения 
: → , действующее по правилу ↦ ∘ , где 
∈ ; 
Φ : →  — дифференциал отоб-

ражения  в точке ∈ ; 
, … ,  — локальные координаты на многообразии 

; 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

36 

, , , … , …  — соответствующие локальные коор-

динаты на расслоении , симметричные по всем нижним 
индексам, пробегающим значения от 1 до n; 

, … ,  — стандартные координаты на ; 
, , , … , …  — соответствующие глобальные ко-

ординаты на расслоении , симметричные по всем ниж-
ним индексам; 

… :
!
∑ …	  — симметрирование по индек-

сам , …,  (здесь суммирование производится по всевоз-
можным перестановкам  данных индексов); 

: ∑  — суммирование по повторяющемуся ин-
дексу. 

 
3. Пусть ∈ . Напомним [7], что каноническая форма Θ 

на расслоении  — это векторнозначная дифференци-
альная 1-форма 

Θ: → ≅ ⊕ , 

определенная следующим образом.  
Пусть ∈ , где ∈ , и пусть 

: ∈ , где . Тогда по опреде-
лению полагают 

 Θ : Φ . (1) 

Обозначим через , 	 , 	 … , 	 …  локальные координа-

ты репера , т. е. положим 

 : , 			 : , … , 	 … : … . (2) 

Разложим вектор  по натуральному базису касательного 
пространства : 

⋯ …
…

, 
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где 

 : , 	 : , 	 … 	, 	 … : … . (3) 

Тогда 

 ⋯ …
…

. (4) 

Разложим форму Θ по скалярным компонентам 
, 	 , 	 … , 	 …  относительно натурального базиса каса-

тельного пространства : 

Θ ⊗ ⊗ ⋯ … ⊗
…

, 

где  

, 	 , 	 … , 	 … : 	 → . 

Обозначим вектор : Θ , тогда  имеет следующее 
разложение по данному базису: 

 ⋯ …
…

, (5) 

где 

 : , 	 : , 	 … , 	 … : … . (6) 

При этом равенство (1) можно представить в виде 

 Φ . (7) 

Дальнейший ход действий следующий: используя (7), мы 
получим соотношения, связывающие коэффициенты (3) и (6). 
Эти соотношения определят в неявной форме искомые выра-
жения для скалярных компонент , 	 , 	 … , 	 …  канониче-

ской формы Θ. 
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4. Разложим гладкое отображение : 	 → , представ-
ляющее репер , по формуле Маклорена порядка 1 в ло-
кальных координатах на . Коэффициентами такого разложе-
ния являются координаты данного репера: 

1
2!

⋯  

 
! … …

! … … , (8) 

где 

⋯ . 

Очевидно, что полиномы 

:
1
2!

⋯
1
1 ! … … , 

фигурирующие в правой части (8), зависят лишь от репера , 
но не от выбора его представителя . Рассматривая их с точ-
ностью до , получим 

, 

где 

 :
!

⋯
! … … . (9) 

Действие p-го продолжения  можно выразить следую-
щим образом. Пусть ∈ , причем 

 ,  

где  — многочлены от , 	 … , 	  степени не выше p каж-
дый. Тогда образ репера  при отображении  есть p-струя 
композиции ∘  с началом 0 ∈ , координатное представ-
ление которой имеет вид 

 ∘ , 	 … , 	 . (10) 
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5. Как известно (см., напр., [3; 7]), всякий касательный век-
тор к гладкому многообразию есть вектор скорости некоторо-
го пути на этом многообразии. Тогда вектор ∈  
можно описать следующим образом. Пусть 

: 	 → , 	 ↦  

— путь на  такой, что V — его вектор скорости при 
0. Пусть уравнения пути  в глобальной карте на  

имеют вид 

 , 	 , 	 … , 	 … … . (11) 

Заметим, что, поскольку ∈ , то 0 . Еди-
ница  имеет координаты 0, ,  0, 

…, … 0. Тогда в силу (5) уравнения (11) с точностью 

до бесконечно малых высших порядков относительно  можно 
представить в виде 

, 			 , 

 , 	 … , 	 … … . (12) 

Пусть , тогда в силу (11) имеем 

1
2!

⋯  

 
! … … . (13) 

Формула (13) с учетом (12) принимает вид 

 , (14) 

где 

 :
! !

⋯
! … … . (15) 

Поскольку Φ  — дифференциал отображения , то век-
тор Φ  является касательным вектором к пути 

∘ : 	 →  
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на . Тогда в силу (10) координатное выражение для 
композиции : ∘  получается путем замены в формуле 
(8) каждой из переменных  на  с последующей подста-
новкой выражения (14): 

∘  

1
2!

⋯  

1
! … …  

. 
Раскрывая скобки и используя симметрию всех 

, …, …  по всем нижним индексам, получим с учетом 
(9), что 

1
2 1 !

1
3 1 !

 

⋯
1
! … …  

1
! … …  

 . (16) 

 
6. Представим координатное выражение  для пути  в 

другой форме, используя равенство (7). А именно, в силу ра-
венства (7) касательный вектор к пути  при 0 равен . 
Координатное выражение для  имеет вид (4), причем 
0 , а значит, уравнения пути  в локальных координатах 

на  имеют вид 

, 

 … … … , 			 1, . (17) 
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Тогда путь  имеет следующее координатное представление: 

   

 
!

⋯
! … …   

 
!

⋯   

 
! … … …   

 , (18) 

где 

 
!

⋯
! … … . (19) 

Приравняем в (16) и (18) члены при первой степени : 

 ∑
! … … .  

Распишем полученное равенство подробнее с учетом фор-
мул (15) и (19): 

1
2!

⋯
1
! … …  

1
1!

1
2!

⋯
1
! … …  

 
!

⋯
! … … . (20) 

Раскрывая скобки в правой части (20) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых мономах вида … , получим 

 … ∑ !

! ! … … , (21) 

где 0, . С учетом обозначений (2, 3) и (6) формула (21) 
принимает вид 

 … ∑ !

! ! … 	 … ,  



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

42 

и в силу произвола выбора вектора X получаем окончательно: 
Теорема ([1; 2]). Скалярные компоненты , , … , …  

канонической формы Θ на расслоении 	 определяют-
ся по следующим неявным формулам: 

 … ∑ !

! ! … … , 			 0, . (22) 

Замечание. Последовательно придавая индексу s значения 
0, 	1, 	2, … , 	 , получаем из (22) следующие хорошо известные 
формулы для , 	 , 	 … , 	 … , имеющие рекуррентный вид: 

 , 			 ,  

… … … … , 	 2, , 

где матрица  — обратная к матрице , т. е. . 
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On the scalar components of the canonical form  
on higher order frame bundles 

 
Submitted on June 5, 2024 
 
A detailed obtaining of the expressions for the scalar components of 

the canonical form on higher order frame bundles over a smooth manifold 
has been done. The canonical form on the frame bundle of order p + 1 over 
an n-dimensional smooth manifold is a vector-valued differential 1-form 
with values in the tangent space to the p-th order frame bundle over the n-di-
mensional arithmetical space at the unit of the p-th order differential 
group. The scalar components of the canonical form are its coefficients 
with respect to natural basis of the tangent space. For every frame, there 
exists a polynomial mapping representing the frame in a given local chart 
on the manifold. Therefore, for any tangent vector to the frame bundle 
there is a first order Taylor expansion of one-parametric family of poly-
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of the scalar components from the equations for coefficients of the two 
expansions for some tangent vector. 
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Об аффинных движениях с одномерными орбитами  

в общих пространствах путей 
 

Понятие общего пространства путей ввел Дж. Дуг-
лас. Аффинные и проективные движения в этих про-
странствах первым начал рассматривать М. С. Кне-
бельман. Общее пространство путей является обобще-
нием пространства аффинной связности. В статье ис-
следуются пространства путей, допускающие группы 
аффинных движений с одномерными орбитами. Для 
каждого представления абелевой алгебры Ли и алгеб-
ры Lr, содержащей абелев идеал Lr-1, в виде алгебры 
векторных полей составляется система уравнений ин-
финитезимальных аффинных движений. Векторные 
поля каждого из этих представлений являются опера-
торами группы преобразований с одномерными орби-
тами. Путем интегрирования системы определяются 
общие пространства путей, допускающие группу аф-
финных движений с одномерными орбитами, операто-
рами которой являются векторные поля этих пред-
ставлений. Установлен максимальный порядок этих 
групп. Показано, что пространства путей, допускаю-
щие группу аффинных движений с одномерными ор-
битами максимального порядка, являются проективно 
плоскими. Приводятся условия, необходимые и доста-
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точные для того, чтобы пространство путей допускало 
группу аффинных движений с одномерными орбитами 
максимального порядка. 

 
Ключевые слова: касательное расслоение, общее пространство 

путей, проективно плоское пространство, производная Ли, инфини-
тезимальное аффинное преобразование 

 
Пусть M — n-мерное дифференцируемое многообразие, 

T(M) — его касательное расслоение, : 	 →  — канони-
ческая проекция [3]. 

Общее пространство путей есть пара (M, H) [1; 8], где H — 
дифференциально-геометрический объект, заданный на каса-
тельном расслоении. Пусть , где 1, , — система коор-
динат окрестности ⊂ . В окрестности  относи-
тельно индуцированных координат ,  объект имеет ком-

поненты , … , , 	 , … , , однородные второй степени 
относительно слоевых координат 	 , … , 		 . 

При допустимых преобразованиях координат 

̅ 	 , … , , 	  

окрестности  компоненты , … , , 	 , … ,  объекта H 
преобразуются по закону 

̅ ̅
						 , , 1, . 

На многообразии  пространства путей задаются кривые 
(пути), которые в окрестности  определяются системой диф-
ференциальных уравнений 

	 , … , , , … , 	 0, 

t — аффинный параметр. 
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Локальная однопараметрическая группа преобразований 
, , , порожденная векторным полем 

∈ , называется группой аффинных движений про-
странства путей, если при любом  путь : 	  перево-
дит в путь 	: , , сохраняя аффинный параметр 
пути. 

Векторное поле ∈ , 		 , … ,  [5], явля-

ется инфинитезимальным аффинным движением в простран-
стве путей тогда и только тогда, когда 

0,                                          (1) 

где  — символ производной Ли [2] вдоль полного лифта 
	векторного поля . Условие (1) равносильно условию 

0, где ∙ ∙  — компоненты объекта аффинной 

связности  пространства путей, тензор кручения которой ра-

вен нулю, ∙ ∙ 	. 

Дифференциальные уравнения 0 в координатах 

, 	  окрестности  запишутся в виде 

	 	 		 

∙ 0, 

где ∙ . 

Обозначим через , … ,  алгебру Ли группы 
преобразований  многообразия . В работе [4] показано, 
что если 0 для каждого , то группа  является 
группой аффинных движений пространства путей. 

Теорема 1. Максимальный порядок групп  аффинных 
движений в пространствах путей с одномерными орбитами 
равен n + 1. Пространства (M, H), допускающие группу аф-
финных движений с одномерными орбитами максимального 
порядка, являются проективно плоскими. 
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Доказательство. Пусть  — алгебра Ли группы  аф-
финных движений с одномерными орбитами в пространстве 
путей. В работе [6] показано, что алгебра  либо абелева, ли-
бо имеет структуру 

, , 		 , 0				 , , 1, 3, 4, … , .	       (2) 

В работе [7] приводятся все представления абелевой ал-
гебры  и алгебры  со структурой (2) в виде алгебры Ли 

инфинитезимальных преобразований 	, 1, , 

1, , в координатной окрестности , когда 1. 
Приведем эти представления. Представления абелевой ал-

гебры : 

, 	 , … , 	 			 ;					(3) 

, 	 , … , 		 , 

, … , , … , 		 , … , 	 (4) 

1, 		 . 
Представление алгебры  со структурой (2): 

, 	 , 	 … , 	 				(5) 

( 1); 

, 		 , … , 		 	, 

			 , … , , … , , … , 				(6) 

( 1). 
Найдем компоненты  дифференциального геометриче-

ского объекта H общего пространства путей, допускающего 
алгебру  инфинитезимальных аффинных движений (3) при 

. Запишем для каждого векторного поля из (3) уравнения 
аффинных движений (1): 
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∙ 0, 																		

0			 2, ; 	 1, .
                   (7) 

Из уравнений (7) получим, что 

, … , , 	 , … , , … , , 	 , … , ,	 

, … , , 	 , … , . 

Покажем, что пространства (M, H) не допускают в качестве 
группы аффинных движений группу  с алгеброй  (4). Пред-
положим, что группа  является группой аффинных движе-
ний. Запишем уравнения инфинитезимальных движений для 
алгебры  (4):  

														

∙ 0,						 0,																													

∙ 0												 9

1, ; 		 , , 2, ; 		 1, . 																													

 

Из уравнений (8) получим, что 

, … , , … , , 	 , … , , 

, … , , 	 , … , . 

Учитывая это, из уравнений (9) при 1 получим 

0, . 

Поскольку ∑ , то пришли к противо-
речию. По условию инфинитезимальные преобразования ли-
нейно независимы. 

Найдем теперь составляющие объекта  общего про-
странства путей, допускающих алгебру Ли инфинитезималь-
ных аффинных движений  (5). Так как алгебра Ли  (3) 
является идеалом алгебры , то составляющие объекта H 
пространства (M, H) определим из уравнений 

0,                                          (10) 

(8)

(9)
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где  

, … , , 	 , … , , … , , 	 , … , , 

, … , , 	 , … , , ,   2, . 

Из дифференциальных уравнений (10) относительно 
	получим, что , … , , 	 , … , 0. Следовательно, 

, … , , 	 , … , , а компоненты объекта аффин-
ной связности  

1
2 ∙ ∙ Ф∙ Ф∙ Ф∙ ∙ 	, 

где Ф ,… , , 	 , … ,  — однородная функция пер-

вой степени относительно слоевых координат 	 , … , . Зна-
чит, пространства (M, H) с алгеброй инфинитезимальных дви-
жений  (5) являются проективно плоскими. 

Нетрудно показать, что инфинитезимальные преобразова-
ния алгебры  (6) не являются аффинными движениями про-
странства путей. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пространство путей (M, H) допускает группу 
G аффинных движений с одномерными орбитами максималь-
ного порядка тогда и только тогда, когда оно является про-
ективно плоским и тензор , 		 ∙ 	: 

Ф Ф Ф Ф , 		Ф Ф∙ ∙ , 

и тензор кривизны 

Ф , Ф , Ф , Ф Ф Ф  

Ф , Ф Ф Ф 	 Ф , Ф ,  

удовлетворяют условию: существует такое векторное поле 

, … , 	, что 

Ф∙ 0, 				 Ф 0.                              (11) 

Доказательство. Пусть пространство путей (M, H) допус-
кает группу  аффинных движений с одномерными орбитами 
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максимального порядка. Из теоремы 1 следует, что r = n + 1 и 
пространство является проективно плоским. Объект аффинной 
связности 

Ф Ф Ф 	, 

где Ф не зависит от , , Ф Ф∙ , Ф Ф∙ ∙ . Тогда тензор 

Ф Ф Ф Ф 	, 	Ф Ф ∙ , 

а тензор кривизны 

Ф , Ф , Ф , Ф Ф Ф  

Ф , Ф Ф Ф 	 Ф , Ф ,  

, , , 1, . 

Рассмотрим векторное поле ,	ставляющие которого 

. Поскольку функция Ф не зависит от , , то  

Ф∙ 0,		 Ф 0. 

Пусть теперь пространство путей (M, H) проективно плос-
кое и выполняются условия (11). Существует система коорди-
нат  окрестности U, в которой компоненты . Тогда 
из условий (11) следует, что Ф не зависит от , . Общий 
оператор группы G аффинных движений с одномерными ор-
битами в пространстве (M, H) возьмем в виде  

, … , 	. 

Запишем уравнения инфинитезимальных аффинных дви-

жений для векторного поля , … , : 

		

∙ 							

0, 				

∙ 0			 2, .

		(12) 
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Введем новые функции . Тогда система (12) равно-
сильна системе дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка относительно φ и : 

,																																																																																								

∙ 0,

∙ 0					 2, .

			(13) 

Первая серия условий интегрируемости [9] системы (13) 

0, 			 0 

выполняется тождественно. 
Действительно, 

∙  

Ф  

Ф 			 Ф Ф Ф  

Ф Ф 	 Ф 0. 

Аналогично можно показать, что 	 0. 
Поскольку первая серия условий интегрируемости выпол-

няется тождественно, то составляющая φ векторного поля X, 
являющаяся решением системы (13), содержит n + 1 постоян-
ных. Придавая последовательно одной из постоянных значе-
ние 1, а остальным 0, получим базис алгебры Ли группы аффин-
ных движений с одномерным орбитами в пространстве (M, H) 
порядка n + 1. Теорема доказана. 
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The concept of a common path space was introduced by J. Duqlas. 

M. S. Knebelman was the first to consider affine and projective move-
ments in these spaces. The general path space is a generalization of the 
space of affine connectivity. In this paper, we study spaces of paths that 
admit groups of affine motions with one-dimensional orbits. For each 
representation in the form of algebra of vector fields of the abelian Lie 
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algebra and the Lr algebra containing the abelian ideal Lr-1, a system of 
equations of infinitesimal affine motions is compiled. The vector fields of 
each of these representations are operators of a group of transformations 
with one-dimensional orbits. Integrating this system, general spaces of 
paths are defined that admit a group of affine motions with one-
dimensional orbits, the operators of which are the vector fields of these 
representations. The maximum order of these groups is set. It is shown 
that the spaces of paths admitting a group of affine motions with one-
dimensional orbits of maximum order are projectively flat. The conditions 
that are necessary and sufficient for the space of paths to admit a group of 
affine motions with one-dimensional orbits of maximum order are given. 

 
Keywords: tangent bundle, general path space, a projectively flat 

space, Lie derivative, infinitesimal affine transformation 
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Левоинвариантная параконтактная  
метрическая структура на группе Sol 

 
В известном списке восьми трехмерных геометрий 

Тёрстона находится геометрия многообразия Sol. Мно-
гобразие Sol — связная односвязная группа Ли веще-
ственных матриц специального вида. На многообразии 
Sol имеется левоинвариантная псевдориманова метри-
ка, для которой группа левых сдвигов является максималь-
ной просто-транзитивной группой изометрии. В насто-
ящей работе доказано, что на многообразии Sol суще-
ствует левоинвариантная дифференциальная 1-форма, 
которая вместе с левоинвариантной псевдоримановой 
метрикой определяют на Sol параконтактную метриче-
скую структуру. Найдено трехпараметрическое семей-
ство левоинвариантных параконтактных метрических 
связностей, то есть линейных связностей, инвариант-
ных относительно левых сдвигов, в которых структур-
ные тензоры параконтактной структуры ковариантно 
постоянны. Среди этих связностей выделена плоская 
связность. Установлено, что часть геодезических плос-
кой связности являются геодезическими усеченной связ-
ности, представляющей собой ортогональную проек-
цию исходной связности на 2 -мерное контактное рас-
пределение. Это означает, что данная связность согла-
сована с контактным распределением. Таким образом, 
на многообразии Sol имеется псевдосубриманова струк-
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тура, определяемая вполне неголономным контактным 
распределением и ограничением на него исходной 
псевдоримановой метрики. 

 
Ключевые слова: группа Sol, параконтактная метрическая струк-

тура, параконтактная метрическая связность, усеченная связность 
 

1. Введение 
 

В известном списке восьми трехмерных геометрий Тёрсто-
на находится геометрия многообразия Sol [1]. Многообразие 
Sol — это односвязная группа Ли матриц следующего вида: 

0
0
0 0 1

,       (1) 

где определяющие ее элементы x, y, z — действительные чис-
ла. Умножая матрицу (1) на такую же матрицу с определяю-
щими элементами , , , заключаем, что левые сдвиги на 
Sol определяются формулами 

̅ , , ̅ .  (2) 

Дифференцируя (2) по параметрам , , , находим лево-
инвариантные векторные поля — базис алгебры Ли группы Ли 
Sol: 

, , ,  (3) 

где , 	 ,  — естественный базис вектор-

ных полей на Sol. 
Структурные уравнения группы имеют вид 

, 0, 		 , , 		 , . 

Здесь ,  — коммутатор векторных полей X, 
Y. 
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Левые сдвиги образуют полную разрешимую просто-тран-
зитивную группу изометрий многообразия Sol с левоинвари-
антной римановой метрикой [1] 

	 	 . 

 
2. Параконтактная метрическая структура 

 
В настоящее время продолжается исследование контакт-

ных и параконтактных метрических структур [2—12]. Если 
исходное многообразие является группой Ли, то, как прави-
ло, исследуются левоинвариантные структуры. 

Параконтактной метрической структурой на (2 	 	1 -
мерном гладком многообразии M называется четверка тен-
зорных полей (η, ξ, , g), где η — линейная дифференциаль-
ная форма, ξ — векторное поле,  — эндоморфизм модуля 
векторных полей на M , g — псевдориманова метрика, удо-
влетворяющие следующим условиям: 

⊗ ,        (4) 

, , ,   (5) 

, , .   (6) 

Из (6) следует, что  

∧ 0.    (7) 

Условие (7) означает, что форма  является контактной, а 
ранг дифференциальной 2-формы  равен 2 .  

В равенствах (4—7) использованы следующие обозначе-
ния: ⊗ — тензорное произведение, ∧ — внешнее дифферен-
цирование,  — внешний дифференциал, X, Y — произволь-
ные векторные поля на . 

Для параконтактной метрической структуры выпол-
няются следующие равенства: 

1, , 0, 0, 

∘ 0, ,       (8) 
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Отметим также, что 2 -мерное контактное распределение 
ker  называется горизонтальным, а 1-мерное распреде-

ление ker  — вертикальным. 
Пусть 	  — однопараметрическая подгруппа 

группы левых сдвигов на Sol, порожденная векторным полем 
X. Если  — левоинвариантная форма, то производная Ли 
вдоль X от формы  равна нулю: 0. В координатах име-
ем следующую систему дифференциальных уравнений: 

0.   (9) 

Интегрируя уравнения (9) для базисных левоинвариантных 
векторных полей (3), находим общее решение: 

,  (10) 

где , ,  — произвольные постоянные. Поскольку 

∧ ∧ , 

∧ ∧ ∧ , 

то при 0 формы вида (10) являются контактными. 
Анализируя алгебраические условия на структурные тензоры 
(4—6, 8) и условия их левоинвариантности, нетрудно убедить-
ся, что справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. На группе Ли Sol существует левоинвариант-
ная параконтактная структура. Определяющие ее тензоры 
имеют следующий вид: 

√ √ 0 ,   

√

√

0

, 

0 0 √

0 0 √

√ √ 0

,  
0 0

0 0
0 0 1

. 
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Замечание. Левоинвариантную псевдориманову метрику g 
можно получить, сдвинув псевдоевклидову метрику  
	  касательного пространства единицы груп-
пы в произвольную точку. Заметим, что контактная форма  и 
метрика g однозначно определяют инвариантные векторное 
поле  и структурный эндоморфизм . 

 
3. Левоинвариантные параконтактные метрические связности 

 
Пусть Γ  — связность Леви-Чивиты, то есть линейная 

метрическая связность без кручения. Линейная связность 
Γ  называется параконтактной метрической связностью, 

если 0, 0. Так как разность двух связностей являет-
ся тензором, то , где  — тензор деформации 

связности . Связность  является метрической тогда и только 
тогда, когда ковариантный тензор деформации  кососим-
метричен по последним двум аргументам, то есть 

0,			 . 

Связность Леви-Чивиты  псевдоримановой метрики g 
определяется коэффициентами 

Γ
0 0 1
0 0 0
1 0 0

,   Γ
0 0 0
0 0 1
0 1 0

,   

Γ
0 0

0 0
0 0 0

. 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. На многообразии Sol существует трехпара-

метрическое семейство левоинвариантных параконтактных 
метрических связностей. Ковариантный тензор деформации 
таких связностей имеет вид 

⊗ ⋀ ⨂ ⋀  
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⊗ ⋀ ⨂ ⋀  

⊗ ⋀ ⨂ ⋀ , 

где постоянные  удовлетворяют условиям 

1 с с 0, 			1 с с 0, 			с с 0. 

Доказательство. Ковариантное постоянство контактной 
формы принимает следующий вид: 

Γ Γ  

1
2

 

1
2

0. 

Здесь мы учли, что , 0, . 
Расписывая полученные равенства для различных индек-

сов, находим, что  

0, 0,
0,			 0.

     (11) 

Поскольку связность Леви-Чивиты  инвариантна относи-
тельно левых сдвигов, то  инвариантна тогда и только тогда, 
когда инвариантен тензор деформации T, следовательно, про-
изводная Ли вдоль базисных левоинвариантных векторных 
полей (3) равна нулю, а значит, компоненты  должны быть 
решением следующей системы уравнений: 

0,			 1, 2, 3. 

Интегрируя данную систему и учитывая (11), находим: 

, 		 , 		 , 

, 			 , 		 , 

что и доказывает данное утверждение. 
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Если тензор кривизны  связности  равен нулю (связ-
ность плоская, но с кручением), то 

Γ
0 0 0
0 0 0
1 0

,    Γ
0 0 0
0 0 0
0 1

, 

Γ
0 0 0
0 0 0

0
. 

 
4. Связность, согласованная с контактным распределением 

 
Линейная связность  называется согласованной с распре-

делением H, если через каждую точку в каждом направлении, 
принадлежащем H, проходит единственная геодезическая 
связности , касающаяся распределения H [13]. Горизонталь-
ная кривая : x = x(s), y = y(s), z = z(s), s — канонический пара-
метр, называется геодезической усеченной связности 	 , если 

0, где  — ортогональная проекция связности  на рас-

пределение H,  — касательный вектор кривой   [14; 15]. 
Теорема 3. Контактная метрическая связность  с нену-

левыми компонентами 1,			 1	 согласована с кон-
тактным распределением . 

Доказательство. Для доказательства теоремы необходимо 
установить, что часть геодезических связности  совпадает с 
геодезическими усеченной связности . Общее решение диф-
ференциальных уравнений геодезических  

0, 			 0, 			 0 

имеет следующий вид: 

, 			 , 		 				 0 . 
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В силу однородности многообразия Sol можно ограничить-
ся геодезическими, выходящими из единицы группы. В этом 
случае при 0		x, y, z должны обращаться в нуль. Поэтому 

, 			 ,			 0, 

а уравнения геодезических примут вид 

,				 ,			 . 

Для нахождения геодезических усеченной связности рас-
смотрим неголономное поле ортонормированных реперов 
, , адаптированное к структуре почти произведения ⨁ : 

,
√2
2

√2
2

, 

√ √ ,                          (12) 

где  и  принадлежат контактному распределению: 

0, 

а ;		 

, 1, 	 , , 1, 

, 0, 			 . 

Дуальный реперу ,  корепер ,  определяется ус-

ловием  и имеет следующие координатные формы: 

,
√2
2

√2
2

, 

√2
2

√2
2

. 

Вычисляя неголономные коэффициенты связности Леви-Чи-
виты , находим 

, , , 

0, 
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откуда следует, что  

0, , 1, 2, 	 ∈ . 

Пусть  — естественные координаты векторного поля , 
 — неголономные: 

. 
Из (12) получим  

√2
2

√2
2

, 

	
√2
2

√2
2

, 

, 
поэтому 

 
√ √ 	 √ √ . 

Если ∈ , , то условие горизонтально-
сти векторного поля  примет вид 

0, 

а 

,
√2
2

√2
2

. 

Заменяя неголономные координаты в уравнениях геодези-
ческих усеченной связности естественными, получаем те же 
дифференциальные уравнения геодезических, что и для связ-
ности  с дополнительным условием горизонтальности каса-
тельного поля . В результате получаем параметрические 
уравнения геодезических усеченной связности, выходящих из 
единицы группы Sol: 

1 ,			 1 ,			 , 

которые являются частью геодезических связности  при 
, что и доказывает данное утверждение. 
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Заметим, что при √ , | | 0 имеем две изотропные 
геодезические, выходящие из единицы группы, — изотропный 
конус. 

Псевдориманову метрику g на многообразии Sol запишем 
следующим образом: 

 

√2
2

√2
2

√2
2

√2
2

. 

Так как контактное распределение H определяется уравне-
нием 0, то ограничение метрики g на распределение H 
имеет вид 

| 	
√2
2

√2
2

. 

Нетрудно убедиться, что связность , указанная в теореме 3, 
согласована с метрикой, то есть | 0, и если векторные 
поля X, Y горизонтальные, то и векторное поле  также 
является горизонтальным. 

Таким образом, на многообразии Sol имеем псевдосубри-
манову структуру, определяемую вполне неголономным кон-
тактным распределением ker  и псевдоримановой мет-
рикой | , а ограничение  на H является внутренней метри-
ческой связностью. 
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Left-invariant paracontact metric structure on a group Sol 
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Among Thurston's famous list of eight three-dimensional geometries 

is the geometry of the manifold Sol. The variety Sol is a connected simply 
connected Lie group of real matrices of a special form. The manifold Sol 
has a left-invariant pseudo-Riemannian metric for which the group of left 
shifts is the maximal simply transitive isometry group. In this paper, we 
prove that on the manifold Sol there exists a left-invariant differential 1-form, 
which, together with the left-invariant pseudo-Riemannian metric, defines 
a paracontact metric structure on Sol. A three-parameter family of left-
invariant paracontact metric connections is found, that is, linear connec-
tions invariant under left shifts, in which the structure tensors of the par-
acontact structure are covariantly constant. Among these connections, a 
flat connection is distinguished. It has been established that some geodesics 
of a flat connection are geodesics of a truncated connection, which is an 
orthogonal projection of the original connection onto a 2n-dimensional con-
tact distribution. This means that this connection is consistent with the con-
tact distribution. Thus, the manifold Sol has a pseudo-sub-Riemannian 
structure determined by a completely non-holonomic contact distribution 
and the restriction of the original pseudo-Riemannian metric to it. 
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On the differentiable sphere theorem for manifolds  

with Ricci curvatures bounded from above 
 

In the present paper, we prove that if ,  is an -
dimensional 3  compact Riemannian manifold and if 

	 , where inf ⊂ , 

∈ , ∙  and ∙  are the sec-
tional and Ricci curvatures of ,  respectively, then 

,  is diffeomorphic to a spherical space form /Γ 
where Γ is a finite group of isometries acting freely. In par-
ticular, if ,  is simply connected, then it is diffeomor-
phic to the Euclidian sphere . 

 
Keywords: Riemannian manifold, sectional curvature, Ricci curvatu-

re, sphere theorem, spherical space form 
 

1. Introduction: Sphere theorems 
 
Let ,  be an -dimensional 2  Riemannian manifold 

and ∈ . The sectional curvature in  of a 2-plane  spanned 
by an orthonormal basis , ∈ 	 is given by ,

, , ,  where  denotes the Riemannian curvature tensor.  
Denote by  the minimum of the sectional curvature of 

a Riemannian manifold ,  at a point ∈ . Since the unit 
sphere in 	 is a compact set, there exists a 2-plane ⊂  
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such that  — the sectional curvature in the di-
rection of ⊂ . In other words,  

: inf ⊂ . 

Since ,  is a compact manifold, we can define a scalar in-
variant : inf ∈  of , . 

In a similar way we can define the maximum of the sectional 
curvature of ,  at a point ∈ . Namely, we let :  
: sup ⊂ .Next, to determine  we use the 
condition : sup ∈ . 

Berger proved in [1] the following “topological sphere theo-
rem”: a compact, simply connected Riemannian manifold ,  
whose sectional curvatures satisfy the condition 0 <  

4 at an arbitrary point ∈ , is either ho-
meomorphic to  or isometric to a compact symmetric space of 
rank one. 

On other hands, Brendle and Shoen proved in [2] “the differen-
tial sphere theorem”: if a compact, simply connected Riemannian 
manifold ,  is not locally symmetric space and its sectional 
curvatures satisfy the condition  

0 4  

at an arbitrary point ∈ , then ,  is diffeomorphic to a 
spherical space form. 

Contractions of sectional curvature leads to the Ricci curvature 
. Namely, it can be show that  

,  

for given any unit vector ∈ , pick an orthonormal basis 
, … ,  for 	 such that .	 Therefore, the Ricci tensor 
 can be interpreted as the sum of sectional curvatures of planes 

spanned by a unit vector  in the tangent space and other elements 
of an orthonormal basis to which  belongs. In this case, we can 
obtain the well-known double inequality 
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1 	 1            (1) 

where ∈  is an arbitrary unit vector at ∈ . Since the unit 
sphere in 	 at an arbitrary point ∈  is a compact set, there 
exists ≔ inf ∈ . 

Xu and Gu proved in [3] the following “differentiable sphere 
theorem”: a compact Riemannian manifold whose Ricci curvature 
and sectional curvatures satisfy the inequality 

1 6 5⁄               (2) 

for any unit vector ∈  at an arbitrary point ∈  is diffeo-
morphic to a spherical space form / , where  is a finite group 
of isometries acting freely. In particular, if ,  is simply con-
nected, then ,  is diffeomorphic to the standard Euclidian -
sphere . 

From (1) and (2) we obtain the double inequality 

1 	6 5⁄ 1 , 

where ∈  is an arbitrary unit vector at ∈ .		At the same 
time, one can obtain from (1) and (2) that the Ricci curvature 

∙ 0	 at each point ∈ . Therefore, the above theorem is 
called “the differentiable sphere theorem for manifolds with posi-
tive Ricci curvature” (see [3]). 
 

2. New version of the Sphere theorem 
 

Since the unit sphere in  at an arbitrary point ∈  is a 
compact set, there exists ≔ inf ∈ . Then we, 
in turn, will be able to prove our “differentiable sphere theorem” for 
Riemannian manifolds with Ricci curvatures bounded from above. 

Theorem. Let ,  be an -dimensional 3  compact 
Riemannian manifold and  be its Ricci tensor satisfying the ine-
quality  

																																			(3) 

at each point ∈ . Then ,  is diffeomorphic to a spherical 
space form / . In particular, if ,  is simply connected, then 

,  is diffeomorphic to the Euclidian sphere . 



S. E. Stepanov, I. I. Tsyganok 

71 

Proof. First, from (1) and (3) we obtain the double inequality 

1 1  

where ∈  is an arbitrary unit vector at ∈ .		 At the same 
time, one can obtain from (1) and (3) that the sectional curvature 
∙ 0	 at each point ∈ . 
Second, we recall the definition of the curvature operator of 

the second kind (see [4]). Namely, the Riemann curvature tensor 

 induces an algebraic curvature operator  
∘
: →  for 

the space  of trace-free symmetric two-tensor fields (see, for 

example, [4]). The symmetries of  imply that 
∘
 is a selfadjoint 

operator, with respect to the point-wise inner product on . In 

this case, 
∘
 is called as the curvature operator of the second kind 

(see [4]). Moreover, the map 
∘
: →  induces a bilinear 

form Φ:	 → , which is defined by the equlity 

Φ
∘

,  for an arbitrary ∈ . Accordingly, we 

will say that 
∘
> 0 if the eigenvalues of 

∘
 as a bilinear form on 

 are positive. 
Thirdly, we will prove our theorem. The bilinear form Φ satis-

fies the inequality (see [5]) 

Φ ‖ ‖ .                  (4) 

for the local components  and of an arbitrary ∈  
at each point ∈ . In addition, the following inequality 

‖ ‖  holds. Then from (4) we deduce the 
inequality  

Φ ‖ ‖ .                  (5) 

In this case, we conclude from (5) that 
∘

0 if 
	  at each point ∈ . At the same time, we know from 

[3] that if ,  be an -dimensional ( 3) compact Riemanni-

an manifold such that 
∘
 is strictly positive, then  is diffeo-
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morphic to a spherical space form /Γ. In this case, if ,  is 
simply connected, then ,  is diffeomorphic to the Euclidian 

-sphere . Therefore, our theorem holds. 
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ской пространственной форме /Γ. В частности, если ,  одно-
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О дифференцированиях линейных алгебр  
специального типа 

 
Изучаются алгебры Ли дифференцирований линей-

ной алгебры, операция умножения в которой определя-
ется с помощью линейной формы и двух фиксирован-
ных элементов основного поля. Дано определение диф-
ференцирования линейной алгебры, получена система 
линейных однородных уравнений, которой удовлетво-
ряют компоненты произвольного дифференцирования. 
Построено вложение алгебры Ли дифференцирований в 
алгебру Ли квадратных матриц порядка n над полем Р. 
Это позволило дать оценку размерности алгебры Ли 
дифференцирований сверху. Доказано, что размерность 
алгебры дифференцирований изучаемых алгебр равна 
n2

 – n, где n — размерность алгебры. Далее приводится 
результат о максимальной размерности алгебры Ли диф-
ференцирований линейной алгебры, обладающей еди-
ницей. С опорой на приведенные факты доказано, что 
изучаемые алгебры не могут иметь единицы. 
 

Ключевые слова: линейная алгебра над полем, линейная форма, 
дифференцирование линейной алгебры, алгебра Ли дифференциро-
ваний, алгебра Ли матриц, единица линейной алгебры 
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1. Основные определения и понятия 

 
Основные понятия этого пункта приводятся с использова-

нием источников [1—6]. 
Линейная алгебра А = A(, , ) определяется как вектор-

ное пространство V над полем P, на котором операция умно-
жения задается формулой 

ab = (b)a + (a)b                                  (1) 

для любых a, b из векторного пространства V. В этом равен-
стве  — ненулевая линейная форма, заданная на V со значе-
ниями в поле Р,  и  — фиксированные скаляры поля Р, не 
равные нулю одновременно. Легко установить, что введенная 
операция умножения линейна по каждому аргументу. Диффе-
ренцированием линейной алгебры А называется линейное отоб-
ражение D: AA, удовлетворяющее условию 

D(ab) = D(a)b + aD(b). 

Множество Der A всех дифференцирований линейной ал-
гебры А образует алгебру Ли относительно операции комму-
тирования [ , ], определяемой условием 

[D1, D2] = D1D2 – D2D1,  

где символ  означает композицию линейных отображений. 
Будем считать, что алгебра А конечномерна, то есть 

dim A = n, характеристика поля Р отлична от 2. Тогда в силу 
первого условия можно выбрать произвольный базис (e1, e2, 
…, en). Для произвольного дифференцирования D найдем раз-
ложения образов базисных элементов D(ei) по элементам вы-
бранного базиса: 

D(ei) = xi
kek  (по индексу k ведется суммирование от 1 до n). 

Набор скаляров xi
k однозначно определяет отображение D. 

Матрица M(D) =  xi
k , где нижний индекс i указывает номер 

столбца, а верхний индекс k — номер строки, называется мат-
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рицей дифференцирования D относительно базиса (e1, e2, …, en). 
Как известно, пространство Mat(n, P) квадратных матриц над 
полем Р является алгеброй Ли относительно операции ком-
мутирования , 	 – 	 для матриц , 		 , 	 . 
Можно доказать, что отображение : 	 	 		 , 	 , за-
данное условием 	 	 , является изоморфизмом, что 
влечет соотношение dim 	 	 	 . 

 

 
2. Размерность алгебры Der A дифференцирований алгебры А 

 
Пусть D — произвольное дифференцирование алгебры А. 

Тогда, подействовав этим дифференцированием на левую и 
правую части равенства (1), получим  

	 	 	 	 	 	 . 

В левой части полученного равенства вычислим произве-
дения по формуле (1). Тогда  

 	 	 	 	 	 	 	 

	 	 	 . 

Отсюда следует, что  

 	 	 	0. 

Подставив вместо элементов a и b базисные элементы ал-
гебры А, получим 

(D(ej))ei + (D(ei))ej = 0. 

Учитывая, что D(ei) = xi
kek, из последнего соотношения 

найдем  

 xj
kk ei +  xi

kkej = 0,  

где k = (ek). Считая, что единица алгебры А отождествляется 
с единицей поля P, положим, что ei = i

hek, где i
h — символ 

Кронекера:  

i
h

 = 
1,	если i = h;	
0, если i ≠ h.
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Здесь 1 — единица поля Р. Тогда получим следующие ра-
венства: 

 xj
kki

h
 +  xi

kkj
h

 = 0.                              (2)  

В равенствах (2) выполним операцию свертки: сначала по 
индексам h, i, затем по индексам h, j. Тогда 

(n + )xi
kk = 0 и 

( + n)xi
kk = 0 . 

В этих равенствах n +  или  + n не всегда одновремен-
но равны нулю. В противном случае будем иметь  

n +  = 0, 

 + n = 0. 

Решая данную систему и учитывая, что 1
1

1 0, 

получим  =  = 0, чего быть не может по определению ал-
гебры А. 

Отсюда следует, что размерность пространства решений 
системы линейных однородных уравнений (2), задающей 
дифференцирования алгебры А, равна n2

 – n. Действительно, 
система (2) равносильна системе xi

kk = 0. Поскольку  — нену-
левая линейная форма, то хотя бы одна компонента k отлична 
от нуля. Поэтому система линейных уравнений xi

kk = 0 имеет 
ранг, равный n. Таким образом,  

dimP (Der A) = n2
 – n. 

 
 

3. Исследование существования единицы алгебры А  
с умножением, определенным равенством (1) 

 
Как известно, элемент  алгебры А называется единицей 

(единичным элементом) алгебры А, если выполняются усло-
вия x = x = x для любого элемента x  A. 
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В работе [7] доказано, что если алгебра А размерности n 
обладает единицей, то  

dim(Der A)  (n – 1)2  

при условии, что характеристика поля Р не равна 2. 
На основании этого результата и результата, полученного 

в пункте 2, докажем, что ни в одной алгебре A(, , ) не су-
ществует единицы. 

Действительно, если допустим существование единицы в 
алгебре A(, , ), то в силу того, что dimP(Der A)  (n – 1)2 и с 
другой стороны dimP (Der A) = n2

 – n, получим n2
 – n  (n – 1)2. Но 

n2
 – n – (n – 1)2

 = n – 1 > 0 при n  2. То есть равенство размерно-
стей не достигается. Это противоречие и доказывает, что в ал-
гебре A(, , ) нет единицы. 
 

Список литературы 
 

1. Жевлаков К. А., Слинько А. М., Шестаков И. П., Ширшов А. И. 
Кольца, близкие к ассоциативным. М., 1978.  

2. Кострикин А. И. Введение в алгебру : в 3 ч. М., 2000. 
3. Мальцев А. И. Основы линейной алгебры. М., 1970. 
4. Мельников О. В., Ремесленников В. А., Романьков В. А. и др. Об-

щая алгебра. Т. 1. М., 1990.  
5. Пирс Р. Ассоциативные алгебры. М., 1986.  
6. Султанов А. Я. О дифференцированиях линейных алгебр // Дви-

жения в обобщенных пространствах : межвуз. сб. науч. тр. Пенза, 
2005. С. 111—136. 

7. Султанов А. Я., Глебова М. В., Султанова Г. А. Дифференциро-
вание линейных алгебр с единицей над полем // ДГМФ. 2023. № 54 (2). 
С. 54—62. 

 
Для цитирования: Султанов А. Я., Монахова О. А., Болотнико-

ва О. В. О дифференцированиях линейных алгебр специального типа // 
ДГМФ. 2024. № 55 (1). С. 74—80. https://doi.org/10.5922/0321-4796- 
2024-55-1-8. 
 

 



А. Я. Султанов, О. А. Монахова, О. В. Болотникова 

79 

 
MSC 2010:16P10 
 

A. Ya. Sultanov , O. A. Monakhova , O. V. Bolotnikova  

Penza State University 
37, Lermontova St., Penza, 440026, Russia 

sultanovaya@rambler.ru, oxmonakh@mail.ru, olgavs3011@yandex.ru 
doi: 10.5922/0321-4796-2024-55-1-8 

 
On derivations of linear algebras of a special type 

 
Submitted on April 20, 2024 

 
In this work, Lie algebras of differentiation of linear algebra, the op-

eration of multiplication in which is defined using a linear form and two 
fixed elements of the main field are studied. In the first part of the work, a 
definition of differentiation of linear algebra is given, a system of linear 
homogeneous equations is obtained, which is satisfied by the components 
of arbitrary differentiation. An embedding of the Lie algebra of differenti-
ations into the Lie algebra of square matrices of order n over the field P is 
constructed. This made it possible to give an upper bound for the dimen-
sion of the Lie algebra of derivations. It has been proven that the dimen-
sion of the algebra of differentiation of the algebras under study is equal 
to n2

 – n, where n is the dimension of the algebra. Next we give a result on 
the maximum dimension of the Lie algebra of derivations of a linear alge-
bra with identity. Based on the above facts, it is proven that the algebras 
under study cannot have a unit. 

 
Keywords: linear algebra over a field, linear form, differentiation of 
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Преобразование Бианки катушки Миндинга 
 

Исследуется преобразование Бианки для поверхно-
стей постоянной отрицательной гауссовой кривизны. 
Поверхности вращения постоянной отрицательной га-
уссовой кривизны — это волчок Миндинга, катушка 
Миндинга, псевдосфера (поверхность Бельтрами). К по-
верхностям  постоянной отрицательной гауссовой кри-
визны относятся также поверхность Куэна и поверх-
ность Дини. Изучение поверхностей  постоянной отри-
цательной гауссовой кривизны (псевдосферических по-
верхностей) имеет большое значение для интерпрета-
ций планиметрии Лобачевского. Установлена связь гео-
метрических характеристик псевдосферических поверх-
ностей с теорией сетей, теорией солитонов, нелиней-
ными дифференциальными уравнениями и уравнения-
ми синус-Гордона. Уравнение sin-Гордона играет важ-
ную роль в современной физике. Преобразования Биан-
ки позволяют получить по данной псевдосферической 
поверхности новые псевдосферические поверхности. 

С использованием математического пакета строятся 
катушка Миндинга и ее преобразования Бианки.  

 
Ключевые слова: гауссова кривизна, поверхность вращения, 

катушка Миндинга, преобразование Бианки 
 

В евклидовом пространстве 	 рассмотрим поверхность 
вращения , полученную вращением плоской кривой вокруг 
оси. Обозначим через k 0, 0, 1  орт оси, а через  
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	 cos , sin , 0  — радиус-вектор единичной окружно-
сти, расположенной в плоскости, ортогональной оси. Тогда 
поверхность  можно задать в виде 

	, 
где  — дифференцируемая функция, ,  — параметры. 

Обозначим через  орт нормали к поверхности . Тогда 

1
	. 

Главные кривизны ,  поверхности  имеют вид 

1
,

1
	. 

Гауссова кривизна   равна 

1 1
. 

Требуем , получим решение 

1
, 

где  — произвольная константа.  
Поверхности вращения постоянной отрицательной гауссо-

вой кривизны — это волчок Миндинга 0 1, катушка 
Миндинга 0, псевдосфера 0 [1, с. 100], [2, с. 175]. 

Для 1, следуя Миндингу, для катушки 

, 			 , 			 1. 
Имеем: 

1 , 

	2 Elliptic , Elliptic , , 

, 
где Elliptic , , Elliptic ,  — эллиптические ин-
тегралы первого и второго рода соответственно. 
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При C = 0 имеем 

	2 Elliptic , Elliptic , . 

Рассмотрим катушку Миндинга. Имеем  

∈ ln 1 √2 , ln 1 √2 , ∈ , . 

Положим ln 1 √2  и определим еще две секции ка-
тушки Миндинга: 

1:	 , 	 	 	 	 2 , 

2:	 , 	 	 4 . 

Построим три секции катушки Миндинга (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Три секции катушки Миндинга 

 
Определим метрический тензор  и символы Кристоффе-

ля Г . 
Имеем 

1 , 

, 		 1 , 

́ , 		 1, 		 0, 		 . 
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Рассмотрим две гладкие поверхности ,  и диффеомор-
физм : → . Касательные плоскости в соответствующих 
точках ∈ , ∈  пересекаются по прямой , , об-

разуя прямой двугранный угол, причем , где  — 
орт, . Обозначим через  орт нормали к поверхности 

 в точке ∈ . Тогда касательная плоскость к поверхности 
 в точке ∈  имеет вид  , , . Теорема 

Бианки утверждает, что если поверхность  имеет гауссову 

кривизну , то и поверхность  имеет ту же кривизну. 

Обозначим через  радиус-вектор поверхности , а через 
 — радиус-вектор поверхности . Полагаем 1 и рас-

смотрим отображение →  [3, с. 489].  
Имеем		 , 	. 
Из условия , , 0 получим 

	 . 

Поскольку 	 V, V 1, , 0, то  

	, ,			 V 	 . 

Имеем 

		 1 ,    		 , 

(1) 

		 ,    		 1 . 

Система (1) имеет решение  

,
1 2
1 2

, 

 

, 4
1 2

1 2
, 

1 2 1 2, 
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2 2 1 2, 

1, 2 . 

Потребуем, чтобы , 1. Тогда 1 2 1 0. 
Введем обозначение 1

1. Имеем 

, , 

 

,
4

. 

 

Рассмотрим уравнение поверхности  

1 , 2 ,
2 Elliptic , Elliptic , . 

Построим эту поверхность, полагая  (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Преобразование Бианки катушки,  
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Построим также поверхность, полагая  (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Преобразование Бианки катушки,  
 

Рассмотрим случай при 0 и построим поверхность 
(рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Преобразование Бианки катушки, 0 
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Замечаем, что для этого случая преобразование Бианки ка-
тушки есть катушка. 
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