
 

ISSN 0321-4796 (Print) 
ISSN 2782-3229 (Online) 

 

                           

 
 

 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
МНОГООБРАЗИЙ ФИГУР 

 
DIFFERENTIAL GEOMETRY  

OF MANIFOLDS OF FIGURES 
 

2024 
 

№ 55 (2) 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Издательство  
Балтийского федерального  

университета им. Иммануила Канта 

Immanuel Kant  
Baltic Federal University  
Press 

2024 
  

 



   12+ 

2 

Дифференциальная геометрия многообразий фигур. — Ка-
лининград : Издательство БФУ им. И. Канта, 2024. — № 55 (2). — 
97 с. 

 

Редакционная коллегия 
 

О. О. Белова, канд. физ.-мат. наук, доц., БФУ им. И. Канта, гл. редактор (Калининград,  
Россия); К. В. Полякова, канд. физ.-мат. наук, доц., БФУ им. И. Канта, отв. секретарь  

(Калининград, Россия); Ю. И. Шевченко, канд. физ.-мат. наук, проф., БФУ им. И. Канта,  
отв. секретарь (Калининград, Россия); В. Балан, д-р, проф., Политехнический университет 
Бухареста (Бухарест, Румыния); В. В. Балащенко, канд. физ.-мат. наук, проф., Белорусский  

государственный университет (Минск, Беларусь); Ш. Бачо, д-р, проф., Университет  
Дебрецена (Дебрецен, Венгрия); Р. Бешимов, канд. физ.-мат. наук, проф., Национальный  
университет Узбекистана им. Мирзо Улугбека (Ташкент, Узбекистан); Т. Бокелавадзе,  
канд. физ.-мат. наук, проф., Государственный университет Акакия Церетели (Кутаиси,  

Грузия); Л. Велимирович, д-р, проф., Нишский университет (Ниш, Сербия); И. Гинтерлейтнер,  
проф., Технический университет в Брно (Брно, Чехия); В. А. Игошин, д-р физ.-мат. наук,  
проф., Нижегородский государственный технический университет им. Р. Е. Алексеева  
(Н. Новгород, Россия); Б. Кирик Рац, проф., Университет Мармара (Стамбул, Турция);  
М. В. Кретов, канд. физ.-мат. наук, доц., БФУ им. И. Канта (Калининград, Россия);  

Й. Микеш, проф., Оломоуцкий университета им. Франтишека Палацкого (Оломоуц, Чехия);  
В. А. Мирзоян, д-р физ.-мат. наук, проф., Государственный инженерный университет  

Армении (Ереван, Армения); П. Т. Надь, д-р физ.-мат. наук, проф., Обудский университет  
(Будапешт, Венгрия); Ю. И. Попов, канд. физ.-мат. наук, проф., БФУ им. И. Канта  

(Калининград, Россия); В. Ю. Ровенский, д-р физ.-мат. наук, проф., Хайфский университет  
(Хайфа, Израиль); Л. Л. Сабинина, канд. физ.-мат. наук, проф., Автономный университет  
Эстадо де Морелос (Куэрнавака, Мексика); С. Е. Степанов, д-р физ.-мат. наук, проф.,  

Финансовый университет при Правительстве РФ (Москва, Россия); Дж. Фальконе, проф.,  
Палермский университет (Палермо, Италия); А. Фигула, проф., Университет Дебрецена  

(Дебрецен, Венгрия); Г. С. Холл, д-р, проф., Университет Абердина (Абердин,  
Великобритания); А. М. Шелехов, д-р физ.-мат. наук, проф., Московский педагогический  

государственный университет (Москва, Россия) 
 
 

Выходит с 1970 года. 
Входит в международные базы данных MathSciNet, zbMATH. 
Изданию присвоена первая категория (К1) Перечня ВАК. 
Периодичность — 2 раза в год (начиная с 2023 г.). 

 
 

Учредитель 
Балтийский федеральный университет им. Иммануила Канта 

 

Адрес редакции и издателя 
236041, Россия, Калининград, ул. А. Невского, 14 

 

Адрес типографии 
236001, Россия, Калининград, ул. Гайдара, 6 

 
 
 

 
Дата выхода в свет 23.10.2024 г.                                                 © БФУ им. И. Канта, 2024

 



3 

 
 
 
 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

Белова О. О., Полякова К. В. Выдающийся геометр Юрий Ива-
нович Шевченко (к 75-летию со дня рождения) ............................. 5

Arkhipova N. A., Stepanov S. E. Two kernel vanishing theorems and 
an estimation theorem for the smallest eigenvalue of the Hodge — 
de Rham Laplacian .............................................................................. 37

Банару Г. А. О некоторых тензорах 6-мерных уплощающихся 
эрмитовых подмногообразий алгебры Кэли .................................... 47

Белова О. О. Параллельные перенесения в связностях трех ти-
пов для коконгруэнции ܭሺ௡ି௠ሻ௠ .............................................................. 57

Глебова М. В., Султанов А. Я. О размерности алгебр Ли инфи-
нитезимальных аффинных преобразований прямых произведе-
ний более двух пространств аффинной связности первого типа 70

Полякова К. В. Аналоги симметрической и плоской связностей 
с нетензорами кручения и кривизны ................................................ 78
 

 



   12+ 

4 

 
 
 
 

CONTENTS 
 

Belova O. O., Polyakova K. V. Outstanding geometer Yuri Ivano-
vich Shevchenko (on the occasion of the 75th birthday) ..................... 5
Arkhipova N. A., Stepanov S. E. Two kernel vanishing theorems 
and an estimation theorem for the smallest eigenvalue of the Hod-
ge — de Rham Laplacian ..................................................................... 37
Banaru G. A. On some tensors of six-dimensional Hermitian planar 
submanifolds of Cayley algebra ........................................................... 47
Belova O. O. Parallel transports in the connections of three types 
for cocongruence ܭሺ௡ି௠ሻ௠ ................................................................... 57
Glebova M. V., Sultanov A.Ya. On the dimension of Lie algebras of 
infinitesimal affine transformations of direct products of more than 
two spaces of affine connection of the first type .................................. 70
Polyakova K. V. Analogues of torsion-free and curvature-free con-
nections with a torsion non-tensor and a curvature non-tensor ............ 78
 
 

 

 



О. О. Белова, К. В. Полякова 

5 

 
1 

 
УДК 514.76, 51(092) 

 
О. О. Белова , К. В. Полякова  

Балтийский федеральный университет им. И. Канта, Россия 
olgaobelova@mail.ru, Polykova_@mail.ru 

doi: 10.5922/0321-4796-2024-55-2-1 
 

Выдающийся геометр Юрий Иванович Шевченко 
(к 75-летию со дня рождения) 

 
В статье, посвященной известному 

геометру и педагогу Юрию Ивановичу 
Шевченко в связи с его 75-летием, 
излагается краткая биография учено-
го. Описан научный вклад Ю. И. Шев-
ченко в теорию связностей, составля-
ющую его основной исследователь-
ский интерес. Им подготовлено около 
140 публикаций (среди них 3 учебных 
пособия), которые внесли огромный 
вклад в развитие дифференциальной 
геометрии. Их список представлен в 
данной статье. Охарактеризованы дру-
гие сферы научной деятельности юби-
ляра: участие в многочисленных меж-
дународных и общероссийских геомет-
рических конференциях, руководство 
исследованиями в рамках грантов, на-
учная работа со студентами и аспи-
рантами. Отмечен большой вклад 
Ю. И. Шевченко в развитие журнала «Дифференциальная геометрия 
многообразий фигур» в качестве ответственного секретаря редколле-
гии, а также плодотворная работа с одаренными школьниками. 

                                                 
Поступила в редакцию 01.06.2024 г. 
© Белова О. О., Полякова К. В., 2024 
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Юрий Иванович Шевченко родился 29 сентября 1949 г. в 
г. Шостка Сумской области в семье служащих. В 1972 г. с от-
личием окончил Калининградский государственный универ-
ситет (КГУ) по специальности «Математика», а в 1976 г. — ас-
пирантуру КГУ по специальности «Геометрия и топология». 
Учеба в аспирантуре прерывалась службой в армии. 

Еще в студенческие годы Юрий Иванович заинтересовался 
научной работой. Так, будучи студентом 3-го курса, он принял 
участие в научной студенческой конференции, посвященной 
100-летию со дня рождения В. И. Ленина, в качестве председа-
теля секции математики и докладчика по темам «Конгруэнции 
парабол в трехмерном эквиаффинном пространстве с двумя 
фокальными поверхностями, одна из которых вырождается в 
плоскость» и «Обобщение комплексных чисел». 

В 1980 г. Ю. И. Шевченко успешно защитил кандидатскую 
диссертацию «Обобщенные нормализации» в Казанском госу-
дарственном университете. В 1984 г. ему было присвоено уче-
ное звание доцента по кафедре высшей математики. После 
окончания аспирантуры Юрий Иванович три месяца работал 
инженером, затем перешел на должность младшего научного 
сотрудника НИС КГУ. Преподавательскую деятельность на-
чал в 1977 г.: 

— 1977—1983 гг. — ассистент кафедры высшей математи-
ки Калининградского технического института рыбной про-
мышленности и хозяйства (КТИРПиХ); 

— 1983—1984 гг. — доцент той же кафедры КТИРПиХ; 
— 1984—2006 гг. — доцент кафедры высшей алгебры и 

геометрии1 КГУ; 
— 2006—2007 гг. — профессор кафедры высшей алгебры 

и геометрии Российского государственного университета 
им. И. Канта (РГУ им. И. Канта); 

                                                 
1 В 1985 г. кафедра высшей алгебры и геометрии заняла 1-е место 
среди кафедр математического факультета КГУ. 
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— с апреля 2007 г. и до преобразования факультета в ин-
ститут возглавлял кафедру геометрии и фундаментальной ма-
тематики. 

 

 
 

Кафедра высшей алгебры и геометрии, 2002 
 

Юрий Иванович Шевченко активно и плодотворно зани-
мается научно-исследовательской работой. Область его науч-
ных интересов составляет теория связностей — основа совре-
менной дифференциальной геометрии. Им опубликовано око-
ло 140 научных и методических работ и 3 учебных пособия. 
Полученные результаты Юрий Иванович регулярно представ-
лял на различных международных конференциях внутри стра-
ны и за рубежом. 

Среди зарубежных конференций особо отметим XXIII Меж-
дународный конгресс математиков (1998, Берлин, Германия) и 
Международную конференцию «Algebra Geometry Mathemati-
cal Physics. AGMP — 2012» (2012, Брно, Чехия). 
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VII Всесоюзная геометрическая конференция 
(1979, Минск, СССР) 

 

 
 

П. Рокетт с супругой, Ю. И. Шевченко и К. К. Лавринович  
после XXIII Международного конгресса математиков  

(1998, Берлин, Германия) 
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Международная конференция «Геометрия природы — 2003»  
(Казань, Россия) 

 

 
 

Международная математическая конференция,  
200-летию со дня рождения великого немецкого математика  
К. Г. Якоби и 750-летию Калининграда — Кёнигсберга, 2005 

(БФУ им. И. Канта, Калининград, Россия) 
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Украинский математический конгресс — 2009 
(Киевский государственный университет им. Т. Шевченко,  

Киев, Украина) 
 
 

 
 

Международная конференция  
«Petrov 2010 anniversary symposium on general relavity and gravitation»  

(Казанский государственный университет, Казань, Россия) 



О. О. Белова, К. В. Полякова 

11 

 

 
 

Международный геометрический семинар  
им. Г. Ф. Лаптева «Лаптевские чтения — 2011»  

(Пензенский государственный университет, Пенза, Россия) 

 

 
 

Международная конференция «Algebra Geometry Mathematical  
Physics. AGMP — 2012» (Брно, Чехия) 
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II Международная конференция «Высокопроизводительные  
вычисления — математические модели и алгоритмы»,  

посвященная К. Г. Якоби, 2013  
(БФУ им. И. Канта, Калининград, Россия) 

 

 
 

Международная конференция  
«Классическая и современная геометрия»,  

посвященная 100-летию со дня рождения В. Т. Базылева, 2019  
(МПГУ, Москва, Россия) 
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За долгие годы работы в университете Ю. И. Шевченко за-
служенно добился уважения всего коллектива как высококва-
лифицированный специалист, добросовестный и ответствен-
ный преподаватель. Юрий Иванович по праву пользовался 
большой симпатией студентов, сотрудников и преподавателей 
университета. 

За свой педагогический труд Ю. И. Шевченко награжден 
нагрудным знаком «Почетный работник высшего профессио-
нального образования РФ». 

Юрием Ивановичем были разработаны новые курсы, среди 
которых «Внешние формы в классической дифференциальной 
геометрии», «Геометрия», «Математический анализ», «Гео-
метрия многообразий», «Дифференциальная геометрия и то-
пология», «Дифференциальная геометрия многообразий фи-
гур», «Научные основы школьных курсов математики», «Ос-
нащения поверхности проективного пространства», «Редукции 
центропроективной связности», «Связности в главных рассло-
ениях», «Теория связностей», «Центропроективные многооб-
разия», «Комплексный анализ», «Дифференциальные уравне-
ния», научный семинар «Связности в многообразиях фигур». 

Долгие годы Юрий Иванович проводил обширную науч-
ную работу со студентами, руководил дипломными работами, 
магистерскими и аспирантскими диссертациями. 

Юрий Иванович — талантливый исследователь и органи-
затор научных работ. Под его руководством защищены 4 кан-
дидатские диссертации: 

1. Полякова К. В. «Параллельные перенесения на поверх-
ности проективного пространства» (2003, Казань); 

2. Белова О. О. «Связности в расслоениях, ассоциирован-
ных с многообразием Грассмана и пространством центриро-
ванных плоскостей» (2004, Москва); 

3. Вялова А. В. «Пучки индуцированных связностей на 
плоскостной поверхности» (2005, Казань); 

4. Кулешов А. В. «Связности на семействах центрирован-
ных плоскостей в проективном пространстве» (2016, Казань). 
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Ю. И. Шевченко, С. Е. Степанов, О. О. Белова, Л. Е. Евтушик 
 

 
 

Ю. И. Шевченко, А. В. Кулешов 
 

В 2008—2010 гг. Ю. И. Шевченко был ответственным ис-
полнителем научно-исследовательской работы «Поля геомет-
рических объектов на оснащенных многообразиях фигур», 
выполненной в рамках дополнительного финансирования Ми-
нистерства образования и науки РФ. В 2011—2013 гг. руково-
дил научной темой «Исследование и разработка модифициро-
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ванного метода внешних форм в теории связностей, ассоции-
рованных с многообразиями фигур», поддержанной грантом 
Минобразования РФ. 

Долгие годы занимался издательской деятельностью, вы-
полняя обязанности ответственного секретаря межвузовского 
тематического сборника научных трудов «Дифференциальная 
геометрия многообразных фигур» (с 2023 г. — журнал). Им 
подготовлены к печати 54 выпуска (1970—2023 гг.). 

Направления научных исследований Ю. И. Шевченко в 
рамках в Калининградской геометрической школы включали 
изучение геометрических объектов в многомерном проектив-
ном пространстве. Наибольшее его внимание привлекали сле-
дующие вопросы: 

1) групповая двойственность в проективном пространстве; 
2) аффинная, коаффинная и линейная фактор-группы в 

подгруппах проективной группы; 
3) обобщения аффинной, коаффинной и линейной групп; 
4) расслоения и фактор-расслоения линейной и проектив-

ной групп; 
5) сопоставление результатов, полученных однородным, 

спец-однородным и неоднородным аналитическими аппарата-
ми, то есть исследования в неэффективном, спец-эффективном 
и фактор-эффективном проективных пространствах. 

Особая роль отводилась теории связностей. Рассматрива-
лись 

1) связности общие, фундаментально-групповые, аффин-
ные (особые линейные), коаффинные (центропроективные), 
линейные, общие аффинные; 

2) связности проективных типов; 
3) обобщенные связности: связности Картана, Лаптева и 

Столярова; 
4) связности на группе Ли и параллелизуемом многообразии; 
5) ковариантное дифференцирование геометрических объ-

ектов относительно фундаментально-групповых связностей; 
6) тензоры отображений пространств аффинной связности; 
7) многомерное приклеивание в главных расслоениях и 

обобщенные связности; 
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8) связности на подмногообразиях гладкого и центропро-
ективного многообразий. 

Ряд статей Ю. И. Шевченко был посвящен связностям, ко-
торые ассоциированы, индуцированы и являются внутренними 
для семейств линейных фигур (совокупностей точек и плоско-
стей) в проективном пространстве. К таким разделам относятся: 

1) связности, индуцированные оснащениями на поверхно-
стях (в частности, тангенциально вырожденной и касательно 
оснащенной); 

2) связности, индуцированные оснащениями полосы и ги-
перполосы; 

3) связности, индуцированные оснащениями семейств плос-
костей и центрированных плоскостей; 

4) теория оснащений семейств линейных фигур; 
5) обобщенные связности на распределениях; 
6) редукции связностей объемлющего пространства к связ-

ностям погруженных семейств линейных фигур; 
7) пространства плоскостей и центрированных плоскостей 

в проективном пространстве и соответствующие аффинные 
связности, в частности многообразие Грассмана и Беловой, 
связности Нейфельда и их аналоги. 

Ю. И. Шевченко интересовала также геометрия высшего 
порядка: 

1) связности 2-го порядка на гладких и центропроективных 
многообразиях; 

2) обоснование касательных пространств высших порядков 
с помощью дифференциальных операторов высших порядков; 

3) соприкасающиеся пространства главного и проективно-
го расслоений. 

Вершиной его научных разработок являются голономные, 
полуголономные и неголономные гладкие и центропроектив-
ные многообразия. 

Для исследований в дифференциальной геометрии он осо-
бо отмечал важность следующих методов: 

1) основные: методы внешних форм и подвижного репера 
Картана, структурных уравнений Лаптева и деривационных 
формул Слебодзинского — Акивиса; 
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2) классический тензорный анализ; 
3) метод векторных полей; 
4) метод координат высшего порядка, сверхвекторных по-

лей и векторнозначных форм высших порядков; 
5) метод струй и группоидов Эресмана. 
Ю. И. Шевченко выступал с интересными докладами на 

ежегодно проводившихся с 1970 г. в Калининградском госуни-
верситете научных конференциях профессорско-преподава-
тельского состава, научных сотрудников, аспирантов и студен-
тов, которые с 2000 г. получили статус постоянных научных 
семинаров. 

Долгие годы Юрий Иванович являлся руководителем науч-
ного семинара, который проводился регулярно раз в неделю. 
На семинаре выступали известные ученые-геометры: В. С. Ма-
лаховский, В. Балан из Румынии (2013), Л. Е. Евтушик из 
Москвы (2008), Ю. Е. Гликлих из Воронежа (2011), Е. М. Гор-
батенко из Томска (2011), Й. Микеш из Чехии (2012), С. Е. Сте-
панов из Москвы (2012), И. А. Тайманов из Новосибирска 
(2015), Г. Холл из Великобритании (2018), К. Штрамбах из 
Германии (2013), В. В. Шурыгин из Казани (2012) и др. 

 

 
 

Участники семинара Ю. И. Шевченко, А. В. Кулешов,  
В. С. Малаховский, К. В. Полякова, О. О. Белова, С. Е. Степанов,  

Й. Микеш, Ю. И. Попов (Калининград, 2012) 
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Участники семинара К. В. Полякова, В. Балан, О. О. Белова,  
А. В. Кулешов, Ю. И. Шевченко (Калининград, 2013) 

 
 
 

 
 

Участники семинара Ю. И. Шевченко, К. В. Башашина,  
А. В. Кулешов, К. В. Полякова, В. С. Малаховский, И. А. Тайманов,  

А. П. Магель, А. В. Марков (Калининград, 2015) 
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Участники семинара В. С. Малаховский, Ю. И. Шевченко,  
К. К. Хабазня, Н. А. Рязанов, О. О. Белова, А. В. Кулешов, М. В. Кретов 

(Калининград, 2017) 
 

 
 

Участники семинара К. В. Полякова, О. О. Белова, Ю. И. Шевченко,  
К. В. Башашина, Н. А. Рязанов, А. В. Кулешов (Калининград, 2017) 
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Профессор Г. Холл (в центре) с участниками семинара  
(Калининград, 2018) 

 

 
 

После выступления профессора В. С. Малаховского  
(Калининград, 2019) 

 
Ни протяжении многих лет Юрий Иванович проводил фа-

культативные занятия в математических классах школ и гим-
назий г. Калининграда с одаренными школьниками. Его уче-
ники регулярно занимали призовые места на Всероссийских 
научных конференциях. Продуктивная работа Ю. И. Шевченко 
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с подрастающим поколением была отмечена благодарствен-
ными письмами Ж. И. Алферова и других выдающихся рос-
сийских ученых. 

 

 
 

Гости семинара профессор С. Е. Степанов и доцент И. И. Цыганок  
(Калининград, 2019) 

 

 
 

Ю. И. Шевченко на фоне благодарственного письма  
академика Ж. И. Алферова 
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Ниже представлен список публикаций Ю. И. Шевченко, 
включая подготовленные им три учебных пособия [1—3]. 
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В заключение статьи сотрудники кафедры геометрии и 

общей математики, работавшие с Юрием Ивановичем и под 
его началом, а также друзья и коллеги по факультету (инсти-
туту) рады поздравить Юрия Ивановича с юбилеем. 

Талантливый геометр, математик, чуткий и внимательный 
руководитель-наставник, отзывчивый друг и коллега — это 
далеко не все его достоинства. Широкий научный кругозор, 
всесторонняя эрудиция, яркий, искрометный юмор, интелли-
гентность и умение слушать делают Юрия Ивановича всегда же-
ланным и интересным собеседником, а богатство увлечений — 
разносторонним человеком. 

Страсть к охоте, рыбалке и туристическим походам не 
просто заполняет его досуг, но и вполне соответствует харак-
теру ученого. Юрий Иванович и в науке, как опытный охот-
ник, определив цель, настойчиво движется к ее достижению, 
преодолевая трудности и препятствия. А в преподавательской 
деятельности, подобно удачливому рыболову, умело извлекает 
из студенческого водоема способных учеников, готовых быть 
его преданными последователями. 

Этот год стал для Ю. И. Шевченко вдвойне юбилейным: 
почти 55 лет он готовит к выпуску сборник «Дифференциаль-
ная геометрия многообразий фигур», широко известный в 
научных кругах. Стойкий интерес научных кругов к сборнику, 
получившему в прошлом году статус журнала, и его долголе-
тие — во многом заслуга Юрия Ивановича. 

Такие ученые, полные упорства и преданности науке, и есть 
те живые камни, из которых строится российская наука, в том 
числе свободная от противоречий неголономная геометрия. 
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В 2023 г. профессор Юрий Иванович Шевченко вышел на 
пенсию, но мы надеемся, что он продолжит вносить свой 
вклад в развитие дифференциальной геометрии! 
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Outstanding geometer Yuri Ivanovich Shevchenko 
(on the occasion of the 75th birthday) 

 
Submitted on June 1, 2024 

 
This paper is dedicated to the famous geometer and talented scientific 

supervisor Yuri Ivanovich Shevchenko in honor of his 75th birthday. 
Connection theories are the main area of his work. He has written 140 

scientific papers and three textbooks on the topics of his research. These 
works made a huge contribution to the development of differential ge-
ometry. 

Yu. I. Shevchenko made presentations at many international and all-
Russian geometric conferences. 

Four candidate dissertations were prepared and successfully defended 
under the leadership of Yu. I. Shevchenko. 

Yuri Ivanovich made a great contribution to the development of the 
journal “Differential Geometry of Manifolds of Figures”, serving as the 
executive secretary of the journal’s editorial board. 

In addition to teaching at the university, he was fruitfully engaged in 
scientific work with schoolchildren in Kaliningrad. 

The directions of scientific researches of Yu. I. Shevchenko and Kali-
ningrad geometrical school are the following: 

1. Projective spaces (a group duality in projective space; affine, 
coaffine and linear factor groups in subgroups of projective group; the 
generalizations of affine, coaffine and linear groups; fiberings and factor 
fiberings of linear and projective groups; comparison of the results re-
ceived by homogeneous, special homogeneous and non-homogeneous 
analytic methods; researches in uneffective, special effective and the fac-
tor effective projective spaces). 

2. The theory of connections (connections: general, fundamental-
group, affine (special linear), coaffine (centreprojective), linear, the gen-
eral affine; connections of projective types; generalized connections: Car-
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tan connections, Laptev connections and Stoljarov connections; connec-
tions on Lie group and parallelizable manifold; covariant differentiation 
of geometrical objects in fundamental group connections; tensors of map-
pings of affine connection spaces; multidimensional glueing in the princi-
pal bundle and generalized connections; connections on submanifolds of 
smooth and centreprojective manifolds). 

3. Connections (associated, induced and internal) of the families of 
linear figures (i. e. sets of points and planes) in projective space (the con-
nections induced by the clothings on surfaces, in particular, tangential 
degenerate and tangential framed; the connections induced by the cloth-
ings of strips and hyperstrips; the connections induced by the clothings of 
the families of planes and centred planes; the clothings theory of the fami-
lies of linear figures; generalized connections on distributions; reductions 
of connections of comprehensive space to the connections of the embeded 
families of linear figures; spaces of planes and centered planes in projec-
tive space and corresponding affine connections; Grassmann manifold 
and Belova manifold, Neifeld’s connections and their analogues). 

4. Geometry of the higher order (the connections of the 2nd order on 
smooth and centreprojective manifolds; a substantiation of tangent spaces 
of the higher orders with the help of differential operators of the superior 
orders; osculating spaces of the principal bundle and projective fibering). 

5. Holonomic, semi-holonomic and non-holonomic smooth and cen-
troprojective manifolds. 
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Two kernel vanishing theorems and an estimation theorem 
for the smallest eigenvalue of the Hodge — de Rham Laplacian 

 
In this paper, we formulate two theorems on the disap-

pearance of the kernel of the Hodge — de Rham Laplacian 
and refine the estimate for its smallest eigenvalue on closed 
Riemannian manifolds. 

 
Keywords: Riemannian manifold, exterior differential form, Hodge — 

de Rham Laplacian, kernel vanishing theorem, smallest eigenvalue 
 

1. Definitions and notations 
 
In this paper, we will consider the Hodge — de Rham Laplaci-

an ∆ு: ሻܯஶሺΛ௤ܥ →  is the vector bundle of ܯሻ, where Λ௤ܯஶሺΛ௤ܥ
exterior differential ݍ-forms ሺ1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1ሻ over an ݊-dimensio-
nal Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ. 

Next, let ሺܯ, ݃ሻ be covered by a system of coordinate neigh-
borhoods ሼܷ, ,ଵݔ  ሽ, where ܷ denotes a neighborhood and	௡ݔ	…
,ଵݔ   denote local coordinates in ܷ. Then we can define the	௡ݔ	…
natural frame ሼ ଵܺ ൌ ߲ ⁄ଵݔ߲ , … , ܺ௡ ൌ ߲ ⁄௡ݔ߲ ሽ in an arbitrary coor-
dinate neighborhood ሼܷ, ,ଵݔ  In this case, ݃௜௝	ሽ.	௡ݔ	… ൌ ݃൫ ௜ܺ, ௝ܺ൯ 
are local components of the metric tensor ݃	 with the indices 
݅, ݆, ݇, ݈, … ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ. Next, we denote by 	ܴ௜௞	 and ܴ௜௞௝௟ the lo-
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cal components the Ricci tensor ܴ݅ܿ	 and the curvature tensor ܴ, 
respectively. Then the Hodge — de Rham Laplacian 
∆ு:	ܥஶሺΛ௤ܯሻ →  ሻ with respect to local coordinatesܯஶሺΛ௤ܥ
,ଵݔ   has the form	௡ݔ	…

∆ு߱௜భ…௜೜ ൌ 	∆ത߱௜భ…௜೜ ൅	Ը௣ሺ߱ሻ௜భ…௜೜, 

where ∆ത	ൌ െ	trace௚׏ଶ and (see, e. g., [1]) 

Ը௤ሺ߱ሻ௜భ…௜೛ ൌ ෍݃௝௞ܴ௜ೌ௝߱௜భ…௜ೌషభ௞௜ೌశభ…௜೛

௤

௔ୀଵ

െ 

െ ෍ ݃௝௞݃௟௠ܴ௜ೌ௜್௝௟	߱௜భ…௜ೌషభ௞௜ೌశభ…௜್షభ௠௜್షభ…௜೛

௤

௔,௕ୀଵ
௔ஷ௕

 

for ߱ ∈ Λ௤ܯ. In particular, Ըଵ ൌ ܴ݅ܿ.	 In this case, direct calcula-
tions yield the following formula: 

1
2
	∆	‖߱‖ଶ ൌ െ	݃ሺ∆ு߱,߱ሻ ൅ 	݃൫Ը௤ሺ߱ሻ, ߱൯ ൅	‖߱׏‖ଶ, 

where ∆	ൌ trace௚׏ଶ and (see, e. g., [2]) 

݃൫Ը௤ሺ߱ሻ, ߱൯ ൌ ݍ ቀܴ௜௝߱
௜௜మ…௜೜߱௜మ…௜೜

௝ െ ௤ିଵ
ଶ
ܴ௜௞௝௟߱

௜௞௜య…௜೜߱௜య…௜೜
௝௟ ቁ. 

In particular, we have 

∆	‖߱‖ଶ ൒ 2	݃൫Ը௤ሺ߱ሻ, ߱൯                           (1) 

for an arbitrary ߱ ∈ Λ௤ܯ	 ∩ 	ker∆ு.	 We recall that on a closed 
Riemannian manifold, by the Hodge’s theorem the dimension of 
the kernel of ∆ு: ሻܯஶሺΛ௤ܥ →  ௧௛ Bettiݍ ሻ equals theܯஶሺΛ௤ܥ
number ॕ௤ሺܯሻ, and so the Laplacians determine the Euler charac-
teristic ߯ሺܯሻ. 

We recall that the curvature tensor induces a self-adjoint opera-
tor ෠ܴ: Λଶܯ →	Λଶܯ, defined by the equations, see [3], ෠ܴሺ߱ሻ௜௝ ൌ	
ൌ ܴ௜௝௞௟߱௞௟ for an arbitrary ω ∈ Λଶܯ. The map ෠ܴ: Λଶܯ →	Λଶܯ, 
called the curvature operator of the first kind, see [3; 4], induces a 
bilinear form ෠ܴ: Λଶܯ ൈ Λଶܯ → 	Թ by restriction to Λଶܯ. We say 
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that ෠ܴ ൐ 0 if the eigenvalues of ෠ܴ as a bilinear form on Λଶܯ are 
positive (the bilinear form is positive definite). Moreover, if ෠ܴ is 
positive definite at each point ݔ ∈ -then Ը is also positive defi ,ܯ
nite at each point ݔ ∈  In addition, if ෠ܴ is positive semi-definite .ܯ
at each point ݔ ∈   .then so is Ը ,ܯ

 
2. Two kernel vanishing theorems 

for the Hodge — de Rham Laplacian 
 
Based on (1) and the above statements, we can formulate the 

classical vanishing theorem on the disappearance of the kernel ∆ு 
(see [5, p. 351; 6, p. 334; 7, p. 336–337]). 

Theorem 1. Let Δு be the Hodge — de Rham Laplacian defi-
ned on ܥஶ-sections of the fibre bundle of exterior differential ݍ-
forms ሺ1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1ሻ over a closed ݊-dimensional Riemannian 
manifold ሺܯ, ݃ሻ. If the curvature operator of the first kind 
෠ܴ: Λଶܯ →	Λଶܯ of ሺܯ, ݃ሻ is positive semi-definite, then ߮׏ ൌ 0	 

for an arbitrary ߮ ∈ ker ∆ு and 	dimԹ݇݁ݎ ∆ுൌ ॕ௤ሺܯሻ ൑ ቀ
݊
 ቁ. Inݍ

particular, if ෠ܴ is positive definite at each point ݔ ∈  then ,ܯ

݀݅݉Թker ∆ுൌ ॕ௤ሺܯሻ ൌ 0. 

Remark. We recall that Böhm and Wilking showed by Ricci-flow 
techniques that positive curvature operator ෠ܴimplies that a closed 
manifold ሺܯ, ݃ሻ is diffeomorphic (not isometric) to a spherical 
space form (see [8]). 

For the case of a complete and non-compact Riemannian mani-
fold, we deduce the following statement from our inequality (1), 
Theorem 3 and Theorem 7 from [9]. 

Theorem 2. Let Δு be the Hodge — de Rham Laplacian de-
fined on ܥஶ-sections of the fibre bundle of exterior differential  
-forms over a complete and non-compact ݊-dimensional Rieman-ݍ
nian manifold ሺܯ, ݃ሻ for ሺ1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1ሻ. If the curvature opera-
tor of the first kind ෠ܴ: Λଶܯ →	Λଶܯ of ሺܯ, ݃ሻ is positive semi-
definite, then ܮ௞ሺݎ݁ܭ∆ுሻ is trivial for any number ݇ ൐ 1		. 
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Remark. Our statement above generalizes the following now-
classic result from [10] and [11]: If Ը௤ is positive semi-define at 
every point of a complete Riemannian manifold ሺܯ, ݃ሻ,	 then 
 form is parallel. In particular, if either exists a point-ݍ ଶ-harmonicܮ
ݔ ∈ ,ܯor the volume of ሺ ݔ such that Ը௤ is strictly positive at ܯ ݃ሻ 
is infinite, then every ܮଶ-harmonic ݍ-form is identically zero. 

 
3. An estimation theorem for the smallest eigenvalueof  

the Hodge — de Rham Laplacian 
 
Having discussed the kernel of the Hodge Laplacian Δு, we 

now turn our attention to its first positive eigenvalue on closed 

Riemannian manifold, which we will denote by ߣଵ
ሾ௤ሿ. Note here that 

the superscript ሾݍሿ refers to the degree of the involved eigenform. 
We also recall that the spectrum ܵܿ݁݌ሺ௤ሻ∆ு of the Hodge Laplaci-
an consists only of non-negative eigenvalues with finite multiplici-
ty. We also denote its positive eigenvalues counted with multiplici-
ty by 

0 ൌ ଴ߣ
ሾ௤ሿ ൏ ଵߣ

ሾ௤ሿ ൑ ଶߣ
ሾ௤ሿ ൑ ⋯ ൑ ௞ߣ

ሾ௤ሿ ൑ ௞ାଵߣ
ሾ௤ሿ ൑ ⋯, 

where the multiplicity of the eigenvalue 0 is equal to the ݍ-th Betti 
number ॕ௤ሺܯሻ of ሺܯ, ݃ሻ, by the Hodge — de Rham theory (see, 
for example, [5; 7, p. 339]). The case ݍ ൌ 0 corresponds to the La-
place — Beltrami ∆	ൌ  ஶ-functions. At theܥ operator acting on ׏ߜ
same time, we known from [12, p. 78] that if all eigenvalues of ෠ܴ 
lie in ሾ̂ݎ௠௜௡,  satisfies ܿ݁ݏ ௠௔௫ሿ, then the sectional curvatureݎ̂
1 ⁄௠௜௡ݎ2̂ ൑ ܿ݁ݏ ൑ 1 ⁄௠௔௫ݎ2̂ . Therefore, if the inequality ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0 
holds and then, from the above, we have ܿ݁ݏ ൒ 1 2⁄  In this .ܥ	
case, ܴ݅ܿ ൒ 1 2⁄ ሺ݊ െ 1ሻܥ, and, as Lichnerowicz has already pro-

ved, ߣ௤
ሾ଴ሿ ൒ 1 2⁄  A similar result .(see, for example, [7, p. 82]) ܥ	݊

can be formulated about the eigenvalues ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ and ߣ௤

ሾ௤ሿ of the Lapla-

cians ∆ത and Δு,	respectively. But let us first recall the following. 
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The variational characterization of the eigenvalues ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ and ߣ௤

ሾ௤ሿ of 

the Laplacians ∆ത and Δு will be as follows (see [13, p. 393]): 

௤ߣ
ሾ௤ሿ ൒ ௔ߣ̅

ሾ௤ሿ ൅ Ը௠௜௡                               (2) 

for all ܽ ൒ 1. Here, since ሺܯ, ݃ሻ is closed, we have defined the 
number (see [13, p. 379])  

Ը௠௜௡ ൌ inf	ሼԸ௠௜௡ሺݔሻ:	ݔ ∈  ሽܯ

for Ը௠௜௡ሺݔሻ ൌ inf	ሼ݃ሺԸ߮, ߮ሻ௫:	߮௫ ∈ ,௫ܧ ݃ሺ߮, ߮ሻ௫ ൌ 1	ሽ. In addi-
tion, we recall that the rough Laplacian ∆ത acting on ܥஶሺܧሻ is an 
order 2 elliptic operator and that its spectrum on a closed ሺܯ, ݃ሻ is 
an unbounded sequence of real numbers ܵܿ݁݌ሺ଴ሻ∆തൌ ൛̅ߣ௔ൟ௔∈Գ 

which can be increasingly ordered (see [14]) 

0 ൌ ଴ߣ̅
ሾ௤ሿ ൑ ଵߣ̅

ሾ௤ሿ ൑ ⋯ ൑ ௞ߣ̅
ሾ௤ሿ ൑ ௞ାଵߣ̅

ሾ௤ሿ ൑ ⋯ 

with the following convention: ̅ߣ଴
ሾ௤ሿ is the zero eigenvalue with 

multiplicity dimሺ׏ݎ݁ܭሻ. In case where there is no parallel section, 
i. e., dimሺ׏ݎ݁ܭሻ ൌ 0, the spectrum starts with the positive eigen-
value ̅ߣଵ. 

Theorem 3. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional closed Riemanni-
an manifold. Let ∆ത and Δு be the rough and Hodge — de Rham 
Laplacians actingdefined on ܥஶ-sections of the fibre bundle Λ௤ܯ 
of differential ݍ-forms, 1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1. If the curvature operator of 
the second kind ෠ܴ: Λଶܯ →	Λଶܯ satisfies the inequality ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0 
and ሺܯ, ݃ሻ is not isometric to the Euclidean ݊-sphere ॺ௡ with its 

standard metric, then ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ൐ 1 2⁄ ௤ߣ and ܥ	݊	

ሾ௤ሿ ൐ 1 2⁄ ܥ	݊	 ൅	

൅	ݍሺ݊ െ ௔ߣ̅ for any eigenvalues 		ܥ	ሻݍ
ሾ௤ሿ and ߣ௤

ሾ௤ሿ of ܵܿ݁݌ሺ௤ሻ∆ത and 

  . respectively	ሺ௤ሻ∆ு,ܿ݁݌ܵ
Proof. Let ሺܯ, ݃ሻ be an ݊-dimensional closed Riemannian 

manifold. We recall that if there exists a positive constant ܥ on 
ሺܯ, ݃ሻ such that the inequality ݃൫ ෠ܴ߱, ߱൯ ൒  ଶ holds for any‖߱‖ܥ

2-form ߱	 ∈ 	Λଶܯ, then the inequality ݃൫Ը௤ሺ߱ሻ, ߱൯ ൒	
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൒ ሺ݊ݍ െ 	߱ ଶ holds for any‖߱‖	ܥ	ሻݍ ∈ 	Λ௤ܯ and 1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1 
(see [15]). In addition, equality holds for a Riemannian manifold 
isometric to the Euclidean ݊-sphere ॺ௡ with its standard metric. In 
other words, ܥ serves here as a lower bound for the eigenvalues of 
the curvature operator of the first kind ෠ܴ of ሺܯ, ݃ሻ and, in turn, 
Ը௠௜௡ ൌ ሺ݊ݍ	 െ -serves here as a lower bound for the eigen ܥ	ሻݍ
values of the Weitzenböck curvature operator Ը௤ of ሺܯ, ݃ሻ, re-
spectively. In this case the variational characterization of the ei-
genvalues (2) is as follows 

௔ߣ
ሾ௤ሿ ൒ ௔ߣ̅

ሾ௤ሿ ൅ ሺ݊ݍ െ  (3)                               ܥሻݍ

for any ߣ௔
ሾ௤ሿ ∈ ௔ߣ̅ ሺ௤ሻ∆ு andܿ݁݌ܵ

ሾ௤ሿ ∈  ሺ௤ሻ∆ത. In contrast to theܿ݁݌ܵ
Hodge Laplacian Δு, the kernel of the rough Laplacian ∆ത acting on 
 forms, whose dimension is not a-ݍ forms consists of parallel-ݍ

topological invariant. Therefore, if ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ൌ 0, then the associated 

eigenspace consists of parallel ݍ-forms. At the same time, it is 
well-known that there are no parallel ݍ-forms ሺ1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1ሻ on 
a closed Riemannian manifold with a positive curvature operator of 

the first kind ෠ܴ (see [5, p. 351]). Therefore, in our case, ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ് 0, 

i. e., for the metric ݃	 with ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0, all eigenvalues of the rough 
and Hodge Laplacians acting on ݍ-forms, 1 ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1,		are non-
zero. 

At the same time, for the metric ݃	 with ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0	 and every ݍ, 
1 ൑ ݍ ൑ 1 2⁄ ݊, inequality (3) can be rewritten as the first Gallot — 
Meyer inequality (see [16] and inequality (3.4) from [17]) 

௔ߣ
ሾ௤ሿ ൒ ܥݍ ൅ ሺ݊ݍ െ  .ܥሻݍ

In turn, for the metric ݃	with ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0	 and every 1 ,ݍ 2⁄ ݊ ൑	
൑ ݍ ൑ ݊ െ 1, inequality (3) can be rewritten as the second Gallot — 
Meyer inequality (see, for example, inequality (3.3) from [16]) 

௔ߣ
ሾ௤ሿ ൒ ሺ݊ െ ܥሻݍ ൅ ሺ݊ݍ െ  ,ܥሻݍ

because 1 ൑ ሺ݊ െ ሻݍ ൑ 1 2⁄ ݊. Moreover, two lower bounds of 

௔ߣ
ሾ௤ሿ are optimal because they can be achieved for a Riemannian 
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manifold ሺܯ, ݃ሻ isometric to the Euclidean ݊-sphere ॺ௡ with its 
standard metric; in other words, for this variety the equalities are 
valid in both cases (see also [7, p. 342]). Therefore, if a Riemanni-
an manifold ሺܯ, ݃ሻ isometric to the Euclidean ݊-sphere ॺ௡, then 
the first Gallot — Meyer inequality can be rewritten as the equality 

௔ߣ
ሾ௤ሿ ൌ ܥ	ݍ ൅ ሺ݊ݍ െ 1 ,ݍ for every ܥ	ሻݍ ൑ ݍ ൑ 1 2⁄ ݊. In this case, 

from (3) we deduce ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ൑ 1 2⁄ ܽ for all ܥ	݊	 ൒ 1. A similar con-

clusion can be drawn for the case when 1 2⁄ ݊ ൑ ݍ ൑ ݊ െ 1. 

Therefore, ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ൐ 1 2⁄ -for an ݊-dimensional closed Riemanni ܥ	݊	

an manifold with ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0	 and not isometric to the Euclidean  

݊-sphere ॺ௡. Then from (3) we deduce that ߣ௤
ሾ௤ሿ ൐ 1 2⁄ ܥ	݊	 ൅	

൅	ݍሺ݊ െ  .Then our theorem holds .ܥ	ሻݍ

Remark. If ̅ߣ௔
ሾ௤ሿ ൐ 1 2⁄  then both strictly Gallot — Meyer ,ܥ	݊	

inequalities will automatically follow from (3) for an ݊-dimen-
sional closed Riemannian manifold with ෠ܴ ൒ ܥ ൐ 0	 and not iso-
metric to the Euclidean ݊-sphere ॺ௡. 
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В данной работе рассматривается лапласиан Ходжа — де Рама. 

Формулируются две теоремы об исчезновении ядра лапласиана Ход-
жа — де Рама. Уточняется оценка наименьшего собственного зна-
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О некоторых тензорах  
6-мерных уплощающихся эрмитовых подмногообразий  

алгебры Кэли 
 

В данной заметке рассмотрены 6-мерные уплощаю-
щиеся эрмитовы подмногообразия алгебры октав. Вы-
числены компоненты тензора римановой кривизны, 
тензора Риччи и тензора Вейля конформной кривизны.  

 
Ключевые слова: почти эрмитова структура, тензор римановой 

кривизны, тензор Риччи, тензор Вейля конформной кривизны, 6-мер-
ное уплощающееся подмногообразие алгебры Кэли 

 
1. Геометрия 6-мерных почти эрмитовых подмногообразий 

алгебры Кэли развивается с 60-х годов прошлого века. Среди 
многих известных математиков, которые получили результаты 
в этой области, особо выделяются американский специалист 
Альфред Грей и отечественный геометр Вадим Фёдорович 
Кириченко. Именно В. Ф. Кириченко получил полную класси-
фикацию 6-мерных келеровых подмногообразий алгебры ок-
тав [1]. Отметим, что в обзоре [2] содержится значительная 
часть достижений в области геометрии 6-мерных почти эрми-
товых подмногообразий алгебры Кэли (естественно, кроме ре-
зультатов, полученных в последнее десятилетие). 

 
2. Напомним [3], что почти эрмитовой структурой на 

многообразии ܯଶ௡ четной размерности называется пара 
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ሼܬ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሽ, где J — почти комплексная структура, а ݃ ൌ 〈∙,∙〉 — 
риманова метрика. При этом J и ݃ ൌ 〈∙,∙〉 должны быть согла-
сованы таким условием:  

,ܺܬۦ ܻۧܬ ൌ ,ܺۦ ܻۧ, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с заданной на нем 
почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым. 
С каждой почти эрмитовой структурой ሼܬ, 	݃ ൌ -ሽ на многоۧ⋅ ,⋅ۦ
образии ܯଶ௡ связана так называемая фундаментальная форма, 
которая определяется равенством 

,ሺܺܨ ܻሻ ൌ ,ܺۦ ,ܻۧܬ 	 ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ. 

Почти эрмитова структура называется эрмитовой, если ее 
тензор Нейенхейса 

ܰሺܺ, ܻሻ ൌ
1
4
ሺܬଶ ሾܺ, ܻሿ  ൅   ሾܺܬ, ሿܻܬ  െ ,ܺܬሾܬ  ܻሿ  െ ,ሾܺܬ   ሿሻܻܬ

обращается в нуль, и келеровой, если ܨ ׏	 ൌ 	0.   
Известно [3], что в алгебре Кэли ۽ ≡ R଼ определены два 

неизоморфных 3-векторных произведения: 

ଵܲሺܺ,   ܻ,  ܼ ሻ ൌ െܺሺ തܻܼሻ ൅ ,ܺۦ  ܻܼۧ ൅ ,ܻۦ  ܼۧܺ െ ,ܼۦ ܻܺۧ; 

ଶܲሺܺ,   ܻ,  ܼ ሻ ൌ െሺܺ തܻሻܼ ൅ ,ܺۦ  ܻܼۧ ൅ ,ܻۦ  ܼۧܺ െ ,ܼۦ ܻܺۧ. 

Здесь ܺ,  ܻ,  ܼ ∈  ,۽ скалярное произведение в — ۧ⋅,⋅ۦ ;۽
ܺ → തܺ — оператор сопряжения в ۽. Если ܯ଺ ⊂  мерное-6 — ۽
ориентируемое подмногообразие алгебры октав, то на нем ин-
дуцируется почти эрмитова структура ሼܬఈ, ݃ ൌ   -ሽ, опредеۧ⋅ ,⋅ۦ
ляемая в каждой точке ݌ ∈  ଺ соотношениемܯ

ఈሺܺሻܬ ൌ ఈܲሺܺ,  ݁ଵ,  ݁ଶሻ, ߙ ൌ 1, 2, 

где ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ — произвольный ортонормированный базис нор-
мального к ܯ଺ подпространства в точке p, ܺ ∈ ௣ܶሺܯ଺ሻ. Точка 
݌ ∈ ଺ называется общей, если ݁଴ܯ ∉ ௣ܶሺܯ଺ሻ, где ݁଴ — едини-
ца алгебры октав (см.: [1]). Подмногообразия, состоящие толь-
ко из общих точек, называются подмногообразиями общего 
типа. Все рассматриваемые далее подмногообразия ܯ଺ ⊂  ۽
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будем считать подмногообразиями общего типа. 6-мерное под-
многообразие ܯ଺ ⊂ -называется уплощающимся (чаще pla ۽
nar, реже flattening), если оно содержится в гиперплоскости ал-
гебры Кэли. Отметим, что понятие уплощающегося подмного-
образия алгебры октав ввели в рассмотрение В. Ф. Кириченко 
и М. Б. Банару [4]. Оказалось, что к числу уплощающихся от-
носятся все 6-мерные келеровы подмногообразия алгебры ок-
тав (которые, как мы упоминали выше, полностью классифи-
цированы В. Ф. Кириченко). При этом нужно непременно от-
метить, что известны примеры 6-мерных уплощающихся под-
многообразий алгебры Кэли с почти эрмитовой структурой, 
отличной от келеровой [5—7]. 

 
3. Более 40 лет назад В. Ф. Кириченко получил структур-

ные уравнения почти эрмитовой структуры на 6-мерном ори-
ентируемом подмногообразии алгебры октав (в репере, адап-
тированном почти эрмитовой структуре) [1]: 

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅ 

൅
1

√2
௛ܦ௔௛ሾ௕ߝ

௖ሿ߱௕ ∧ ߱௖; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔
௕ ∧ ߱௕ ൅

ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅ 

൅
1

√2
௛௖ሿ߱௕ܦ௔௛ሾ௕ߝ ∧ ߱௖; 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖

௔ ∧ ߱௕
௖ െ ቌ

1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ሾ௞ܦ௚

௝ሿ ൅෍ܶ௔ොሾ௞
ఝ ܶ௝ሿ௕

ఝ

ఝ

ቍ߱௞ ∧ ߱௝, 

где через ሼ߱௞ሽ обозначены компоненты форм смещения, через 
ሼ߱௝

௞ሽ — компоненты форм римановой связности. Здесь и далее  

߮ ൌ 7, 	8;  a, b, c, d, g, h = 1, 2, 3; 

ොܽ ൌ ܽ ൅ 3;  k, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

(1) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

50 

Как в [1] и [2], ߱௔ ൌ ߱௔ො . При этом 

௔௕௖ߝ ൌ ௔௕௖ߝ
ଵଶଷ,   ߝ௔௕௖ ൌ ଵଶଷߝ

௔௕௖ — компоненты тензора Кронеке-
ра порядка три; 

௕௚ߜ
௔௛ ൌ ௕ߜ

௔ߜ௚௛ െ ௕ߜ௚௔ߜ
௛ — кронекеровская дельта второго по-

рядка; 

௛௖ܦ ൌ ௛ܦ ,௛෡௖̂ܦ
௖ ൌ ௛௖ܦ ,௛௖̂ܦ ൌ  ;௛෡௖ܦ

௖௝ܦ ൌ ∓ܶ௖௝
଼ ൅ ݅ܶ௖௝

଻ ௖̂௝ܦ , ൌ ∓ܶ௖̂௝
଼ െ ݅ܶ௖̂௝

଻ , 

где ቄܶ௞௝
ఝ ቅ — компоненты  конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 
подмногообразия ܯ଺ ⊂  .(см.: [1]) ۽

Если почти эрмитова структура является эрмитовой, то 
уравнения (1) принимают следующий вид (см.: [5; 6]):  

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔
௕ ∧ ߱௕ ൅

ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖

௔ ∧ ߱௕
௖ െ ቌ

1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ௗܦ௚௖ ൅෍ܶ௔ො௖̂

ఝ ܶ௕ௗ
ఝ

ఝ

ቍ߱௖ ∧ ߱ௗ. 

Эрмитово ܯ଺ ⊂  является уплощающимся в том и только ۽
том случае, если  

ܶ௔௕
଼ ൌ ௔௕ܶߤ

଻ ;			ܶ௔ො௕෠
଼ ൌ ௔ො௕෠ܶߤ̅

଻ ; ߤ			 ∈ ;ܥ  ߤ			 ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

Это легко можно объяснить следующим образом. Пусть  
6-мерное подмногообразие алгебры Кэли является подмного-
образием гиперплоскости в ۽. Тогда, если использовать язык 
линейной алгебры, ܶ௞௝

଼  и ܶ௞௝
଻  являются линейно зависимыми в 

каждой точке подмногообразия ܯ଺. Обратная цепочка рас-
суждений также достаточно очевидна. Заметим лишь, что слу-
чай, когда хотя бы одно из значений ܶ௞௝

ఝ  обращается в нуль, 

(2)

(3)
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мы из рассмотрения исключаем. Как было уже отмечено вы-
ше, к числу уплощающихся относятся и 6-мерные келеровы 
подмногообразия алгебры Кэли (это соответствует случаю 
 ߤ ൌ ݅ ൌ √െ1 [5]). 

Важнейшую роль в геометрии почти эрмитовых многооб-
разий играет тензор римановой кривизны (тензор Римана — 
Кристоффеля). Во многих статьях цитируется утверждение 
Альфреда Грея, высказанное им почти полвека назад, о том, 
что «ключом к геометрии почти эрмитовых многообразий 
служат тождества, которым удовлетворяет их тензор римано-
вой кривизны» [8]. 

Сопоставляя структурные уравнения Картана общего вида  

݀ ߱௞  ൌ  ߱௝
௞  ∧  ߱௝; 

݀ ߱௝
௞  ൌ  ߱௠

௞  ∧  ߱௝
௠  ൅  

1
2
 ܴ௞௝௠௟ ߱௠  ∧ ߱௟ 

со структурными уравнениями (2) и принимая во внимание 
соотношения (3), мы получаем такие значения для четырех 
компонент, определяющих тензор римановой кривизны (ос-
тальные 12 компонент могут быть выведены из них с исполь-
зованием свойств симметрии этого тензора): 

ܴ௔௕௖ௗ  ൌ  0 ; ܴ௔ො௕௖ௗ  ൌ  0 ; ܴ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  0 ; 

ܴ௔ො௕௖̂ௗ  ൌ െ 2ߤଶܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௕ௗ

଻ . 

Напомним [9], что тензором Риччи риманова многообра-
зия называется тензор с компонентами 

௞௝ܿ݅ݎ  ൌ  ܴ௠௞௝௠. 

Ввиду вещественности этого тензора достаточно найти 
только компоненты ܿ݅ݎ௔௕  и ܿ݅ݎ௔ො௕ . 

Получаем такой результат: 

௔௕ܿ݅ݎ   ൌ  0; ௔ො௕ܿ݅ݎ			  ൌ   െ2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௖௕

଻ . 
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Наконец, приведем значения спектра тензора Вейля кон-
формной кривизны. Этот тензор, как известно [9], определяет-
ся следующим образом: 

௜ܹ௝௞௟  ൌ  ܴ௜௝௞௟  ൅  
1

݊ െ 2
 ሺܿ݅ݎ௜௞ ݃௝௟  ൅ ݅ݎ  ௝ܿ௟  ݃௜௞  െ ௜௟ܿ݅ݎ   ݃௝௞ െ 

െ ݅ݎ ௝ܿ௞ ݃௜௟ሻ  ൅  
ܭ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
 ሺ݃௝௞ ݃௜௟  െ  ݃௝௟ ݃௜௞ሻ. 

Здесь через ݊ обозначена размерность многообразия, через 
 .его скалярная кривизна — ܭ

Как и в случае с тензором римановой кривизны, исходя из 
свойств этого тензора достаточно найти только компоненты 
௔ܹ௕௖ௗ , ௔ܹො௕௖ௗ , ܹ௔ො௕෠௖ௗ , ௔ܹො௕௖̂ௗ , которые полностью его опре-

деляют.  
Получены такие значения: 

௔ܹ௕௖ௗ  ൌ  0; 

௔ܹො௕௖ௗ  ൌ  0; 

ܹ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  െ 
ଶߤ

2
 ൫ܶ௔ො௛෡

଻  ܶ௛௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௔ߜ   െ ܶ௔ො௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௕ߜ  െ  

 െܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛௖

଻ ௗߜ 
௔ሻ ൅

௄

ଶ଴
௖ௗߜ 
௕௔; 

௔ܹො௕௖̂ௗ  ൌ െ  2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௕ௗ

଻  ൅
ଶߤ

2
൫ܶ௔ො௛෡

଻ ௕ߜ  
௖ ൅  ܶ௖̂௛෡

଻ ௗߜ  
௔൯ܶ௛ௗ

଻ ൅   

൅ 
௄

ଶ଴
௕ߜ 
௖ ௗߜ 

௔ . 

Соберем результаты воедино в таблицу классических тен-
зоров 6-мерных уплощающихся эрмитовых подмногообразий 
алгебры Кэли.  

 
Тензор Спектр тензора (компоненты, определяющие тензор)

Тензор римановой 
кривизны 

ܴ௔௕௖ௗ ൌ 0, 	ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ 0, ܴ௔ො௕෠௖ௗ ൌ 0, 

ܴ௔ො௕௖̂ௗ  ൌ െ2ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௕ௗ

଻  

Тензор Риччи ܿ݅ݎ௔௕ ൌ 0, ௔ො௕ܿ݅ݎ		 ൌ െ2ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௖௕

଻  
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Тензор Вейля 
(тензор конформной 
кривизны) 

௔ܹ௕௖ௗ  ൌ  0, 	 ௔ܹො௕௖ௗ ൌ 0, 

ܹ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  െ 
ଶߤ

2
 ൫ܶ௔ො௛෡

଻  ܶ௛௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௔ߜ   

െ ܶ௔ො௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௕ߜ   െ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛௖

଻ ௗߜ 
௔൯   ൅ 

൅ 
ܭ
20
௖ௗߜ 
௕௔, 

௔ܹො௕௖̂ௗ  ൌ െ  2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௕ௗ

଻ ൅ 

 ൅
ଶߤ

2
൫ܶ௔ො௛෡

଻ ௕ߜ  
௖ ൅ ܶ௖̂௛෡

଻ ௗߜ  
௔൯ܶ௛ௗ

଻ ൅   

൅ 
ܭ
20

௕ߜ
௖ ௗߜ

௔ 

 
Обратим внимание на то, что вычисленные компоненты 

тензора Вэйля позволят исследовать так называемые кон-
формные аналоги тождеств Грея из [8]. Вычисленный спектр 
тензора Риччи, естественно, может послужить основой для 
изучения условий, при которых различные виды 6-мерных 
уплощающихся эрмитовых подмногообразий алгебры октав 
являются многообразиями Эйнштейна. 
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In the present note, we consider six-dimensional Hermitian planar 

submanifolds of Cayley algebra. The almost Hermitian structure on such 
a six-dimensional submanifold is induced by means of so-called Brown — 
Gray three-fold vector cross products in Cayley algebra. The six-dimen-
sional Hermitian planar submanifolds of the octave algebra contain all 



Г. А. Банару 

55 

six-dimensional Kählerian submanifolds of Cayley algebra. However, 
there exist non-Kählerian six-dimensional Hermitian planar submanifolds 
in the octave algebra. 

The components of the tensor of the Riemannian curvature for a six-
dimensional almost Hermitian planar submanifold of Cayley algebra are 
computed. Remark that the tensor of Riemannian curvature plays a fun-
damental role in geometry of almost Hermitian manifolds. Knowing all 
components of the tensor of the Riemannian curvature for a six-dimensio-
nal almost Hermitian planar submanifold of the octave algebra, it is pos-
sible to study so-called Gray’s identities for this submanifold.  

The components of the Ricci tensor and of the tensor of conformal 
curvature (known also as Weyl tensor) for a six-dimensional almost Her-
mitian planar submanifold of Cayley algebra are also computed. 

 
Keywords: almost Hermitian structure, tensor of Riemannian curva-

ture, Ricci tensor, tensor of conformal curvature, six-dimensional Hermit-
ian planar submanifold of Cayley algebra 
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Параллельные перенесения в связностях трех типов  

для коконгруэнции ࡷሺ࢓ି࢔ሻ࢓ 
 

Комплекс ܭሺ௡ି௠ሻ௠ ݉-плоскостей в случае, когда его 
размерность превышает ݊ െ݉, является подмногообра-
зием многообразия Грассмана и по классификации Близ-
никаса называется коконгруэнцией m-мерных плоско-
стей. 

В n-мерном проективном пространстве продолжает-
ся исследование коконгруэнции m-мерных плоскостей. 

Ранее было показано, что расширенное композици-
онное оснащение данной коконгруэнции полями 
(݊ െ݉ െ 1)-мерных плоскостей и точками ܥ на m-мер-
ных плоскостях позволяет задать связности трех типов 
в ассоциированном расслоении. 

В данной работе изучены параллельные перенесе-
ния аналога плоскости Картана в связностях трех ти-
пов. Доказаны теоремы о видах пераллельных перене-
сений аналога плоскости Картана в связностях первого, 
второго и третьего типов. 

Все исследования осуществляются с использовани-
ем метода Картана — Лаптева. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, коконгруэнция m-мер-

ных плоскостей, связность, параллельное перенесение 
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Развитие понятия параллельного переноса началось с изу-
чения Миндингом в 1837 г. обычного параллелизма на евкли-
довой плоскости. Это исследование послужило отправным 
пунктом для Леви-Чивиты при его исследовании параллельно-
го переноса вектора на поверхности. 

Дальнейшие обобщения понятия параллельного перенесе-
ния связаны с развитием общей теории связностей, которая за-
нимает важное место в современной дифференциальной гео-
метрии. А параллельные перенесения, являющиеся наиболее 
наглядной геометрической интерпретацией понятия связности 
[11; 15], широко применяются современными геометрами [9; 
12; 13]. 

В работе изучаются параллельные перенесения оснащаю-
щей плоскости в связностях трех типов для коконгруэнции  
m-мерных плоскостей [2]. При этом исследования осуществ-
ляются с применением метода Картана — Лаптева [1; 8; 10; 
14; 16; 17]. 

Рассмотрим проективное пространство ௡ܲ при использова-
нии подвижного репера {ܣ, ,݅) {௜ܣ … ൌ 1,… , ݊) с инфинитези-
мальными перемещениями 

ܣ݀ ൌ ܣߠ ൅ ߱௜ܣ௜,   ݀ܣ௜ ൌ ௜ܣߠ ൅ ߱௜
௝ܣ௝ ൅ ߱௜ܣ, 

где формы Пфаффа ߱௜,	߱௜, ௝߱
௜ удовлетворяют структурным 

уравнениям Картана проективной группы ܲܩሺ݊ሻ 

௜߱ܦ ൌ ߱௝ ∧ ௝߱
௜,     ߱ܦ௜ ൌ ߱௜

௝ ∧ ௝߱, 

ܦ ௝߱
௜ ൌ ௝߱

௞ ∧ ߱௞
௜ ൅ ௝ߜ

௜߱௞ ∧ ߱௞ ൅ ௝߱ ∧ ߱௜. 

Будем исследовать комплекс ܭሺ௡ି௠ሻ௠ плоскостей размер-
ности ݉ (1 ൑ ݉ ൏ ݊), то есть коконгруэнцию m-мерных плос-
костей [4; 5]. Комплекс ܭሺ௡ି௠ሻ௠ задается уравнениями (см.: 
[2; 3]) 

߱ఈ ൌ Λఉ
ఈ௔߱௔

ఉ, 

где ܽ,… ൌ 1,… ,݉; ,ߙ	 … ൌ ݉ ൅ 1,… , ݊.	 
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Компоненты фундаментального объекта 1-го порядка 
Λ ൌ{Λఉ

ఈ௔} удовлетворяют дифференциальным сравнениям по 
модулю базисных форм ߱௔ఈ 

ΔΛఉ
ఈ௔ ൅ Λఊఈ௕Λఉ

ఊ௔߱௕ െ ఉߜ
ఈ߱௔ ≡ 0, 

причем дифференциальный тензорный оператор ∆ действует 
по закону 

∆Λఉ
ఈ௔ ൌ ݀Λఉ

ఈ௔ ൅ Λఉ
ఊ௔߱ఊఈ൅Λఉ

ఈ௕߱௕
௔ െ Λఊఈ௔ ఉ߱

ఊ. 

В главном расслоении ܩ௦ሺܭሻ, где 

ݏ ൌ ݊ሺ݊ ൅ 1)െ݉ሺ݊ െ݉ െ 1ሻ, 

задается связность способом Лаптева — Лумисте [2; 6; 7]: 

෥߱௕
௔ ൌ ߱௕

௔ െ Г௕ఈ
௔௖߱௖ఈ,     ෥߱௔ ൌ ߱௔ െ Гఈ௔௕߱௕

ఈ, 

෥߱ఈ௔ ൌ ߱ఈ௔ െ Гఈఉ
௔௕߱௕

ఉ,     ෥߱ఉ
ఈ ൌ ߱ఉ

ఈ െ Гఉఊ
ఈ௔߱௔

ఊ, 

෥߱௔ ൌ ߱௔ െ Г௔ఈ௕ ߱௕
ఈ,     ෥߱ఈ ൌ ߱ఈ െ Гఈఉ

௔ ߱௔
ఉ. 

Компоненты объекта связности 

Г ൌ ൛Г௕ఈ
௔௖ , Гఈఉ

௔௕ , Г௔ఈ௕ , Гఈ௔௕, Гఉఊ
ఈ௔, Гఈఉ

௔ ൟ 

удовлетворяют дифференциальным сравнениям по модулю ба-
зисных форм 

ΔГ௕ఈ
௔௖ ൅ ሺߜ௕

௔Г௘ఈ௖ ൅ ௘௔Г௕ఈߜ
௖ ሻ߱௘ ൅ ቀГ௕ఉ

௔௘Λఈ
ఉ௖ െ ௕ߜ

௔Гఈ௘௖ െ ௕ߜ
௘Гఈ௔௖ቁ߱௘ ൅

൅ߜ௕
௖߱ఈ௔ െ ௕ߜ

௔Λఈ
ఉ௖߱ఉ ≡ 0, 

ΔГఈ௔௕ െ Г௘ఈ௔௕߱௘ ൅ Гఉ
௔௖Λఈ

ఉ௕߱௖ ൅ Λఈ
ఉ௕߱ఉ

௔ ≡ 0, 

ΔГఈఉ
௔௕ ൅ Гఈఊ௔௖ Λఉ

ఊ௕߱௖ ൅ ቀߜ௖௔Гఈఉ
ఊ௕ െ ఈߜ

ఊГ௖ఉ
௔௕ቁ߱ఊ௖ െ Гఉ

௔௕߱ఈ ൅ 

൅Гఈఉ
௕ ߱௔ ≡ 0, 

ΔГఉఊ
ఈ௔ ൅ ൫Гఉఓ

ఈ௕Λఊ
ఓ௔ െ ఉߜ

ఈГఊ௕௔൯߱௕ ൅ ఉߜ
ఈГ௕ఊ

௔ ߱௕ െ 

െቀߜఉ
ఓΛఊఈ௔ ൅ ఉߜ

ఈΛఊ
ఓ௔ቁ ఓ߱ െ ఊఈ߱ఉߜ

௔ ≡ 0, 
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ΔΓ௔ఈ௕ ൅ ቀΓ௔ఈ௖௕ ൅ Γ௔ఉ
௖ Λఈ

ఉ௕ቁ߱௖ ൅ ௔௕߱ఈߜ ≡ 0, 

ΔΓఈఉ
௔ ൅ ቀΓఈఊ௕ Λఉ

ఊ௔ ൅ Γఈఉ
௕௔ቁ߱௕ െ Γ௕ఉ

௔ ߱ఈ௕ ൅ Γఈఉ
ఊ௔߱ఊ ≡ 0. 

Осуществим расширенное композиционное оснащение ко-
конгруэнции ܭሺ௡ି௠ሻ௠, присоединив к каждой m-мерной плос-
кости ܮ௠ аналог плоскости Картана — плоскость ܥ௡ି௠ିଵ, не 
имеющую общих точек с плоскостью ܮ௠, и точку ܥ на плоско-
сти ܮ௠ (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Расширенное композиционное оснащение коконгруэнции 
 
Аналитически точку и аналог плоскости Картана можно 

задать следующим образом: 

ܥ ൌ ܣ ൅ ఈܥ ,௔ܣ௔ߣ ൌ ఈܣ ൅ ௔ܣఈ௔ߣ ൅  .ܣఈߣ

Данное оснащение позволяет охватить компоненты объек-
та связности тремя способами: 

Г
଴

௔ఈ
௕ ൌ  ,ఈߣ௔௕ߜ

Г
଴

௕ఈ
௔௖ ൌ ௕ߜ

௖ߣఈ௔ െ ௕ߜ
௔Λఈ

ఉ௖ߣఉ, 

Г
଴

ఉఊ
ఈ௔ ൌ ఉఊܯ

ఈ௔ െ ఉߜ
ఈΛఊ

ఓ௔ߣఓ, 

Г
଴ଵ

ఈ
௔௕ ൌ Λఈ

ఉ௕ߣఉ
௔, 

Г
଴ଵ

ఈఉ
௔௕ ൌ ఈఉܯఊ௔ߣ

ఊ௕ , 

Г
଴ଵ

ఈఉ
௔ ൌ ఈఉܯఊߣ

ఊ௔; 
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Г
଴ଶ

ఈ
௔௕ ൌ ఈ௔௕ߣ ൅ Λఈ

ఉ௕ߣఉߣ௔ െ  ,ఈ௔ߤ௕ߣ

Г
଴ଶ

ఈఉ
௔௕ ൌ ఈఉߣ

௔௕ െ ఉߣఈߣ
௔௕ െ ఉߣ2

௔ߣఈ௕ െ Λఉ
ఊ௕ߣఈሺߣఊ௔ ൅ ఈሻߣఊߣ ൅ ఉߤ௕ߣఈߣ

௔ , 

Г
଴ଶ

ఈఉ
௔ ൌ ఈఉߣ

௔ ൅ ఈఉܯ2
ఊ௔ߣఊ; 

 

Г
଴ଷ

ఈ
௔௕ ൌ െߣఈ௔௕ ൅ Λఈ

ఉ௕൫ߣఉ
௔ ൅ ఉߤ

௔൯ ൅  ,ఈ௔ߤ௕ߣ

Г
଴ଷ

ఈఉ
௔௕ ൌ െߣఈఉ

௔௕ ൅ ఉߣఈߣ
௔௕ െ Λఉ

ఊ௕ߣఈߤఊ௔ െ ఉߤ௕ߣఈߣ
௔ , 

Г
଴ଷ

ఈఉ
௔ ൌ െߣఈఉ

௔ , 

где 

ఈ௔ߤ ൌ ఈ௔ߣ െ ఉఊܯ  ,ఈߣ௔ߣ
ఈ௔ ൌ െ൫ߜఊఈߣఉ

௔ ൅ Λఊఈ௔ߣఉ൯. 

Надо отметить, что дифференциальные уравнения компо-
нент оснащающего квазитензора ߣ ൌ ሼߣ௔, ఈ௔ߣ ,  ఈሽ имеют видߣ

Δߣ௔ െ ௕߱௕ߣ௔ߣ ൅ ߱௔ ൌ ఈ௔௕߱௕ߣ
ఈ, 

Δߣఈ௔ ൅ ఈ߱௔ߣ ൅ ߱ఈ௔ ൌ ఈఉߣ
௔௕߱௕

ఉ,                          (1) 

Δߣఈ ൅ ఈ௔߱௔ߣ ൅ ߱ఈ ൌ ఈఉߣ
௔ ߱௔

ఉ, 

а пфаффовы производные, стоящие в правых частях уравне-
ний (1), удовлетворяют дифференциальным сравнениям 

Δߣఈ௔௕ ൅ ఈܨ
ఉ௕߱ఉ

௔ െ ఈܨ௔ߣ
ఉ௕߱ఉ ൅ 

൅ቀΛఈ
ఉ௕ߣఉ

௔௖ െ ௖ߣఈ௔௕ߣ െ ௔ቁ߱௖ߣఈ௖௕ߣ ≡ 0, 

Δߣఈఉ
௔ ൅ ఉ߱ఈ௔ߣ ൅ ቀΛఉ

ఊ௔ߣఈఊ௕ ൅ ఈఉߣ
௕௔ ቁ߱௕ ൅ 

൅ቀെܯఈఉ
ఊ௔ ൅ ఈߜ

ఊΛఉ
ఓ௔ߣఓቁ߱ఊ ≡ 0, 

Δߣఈఉ
௔௕ ൅ ቀെߜ௖௔ܯఈఉ

ఊ௕ ൅ ఈߜ௖௕ߜ
ఊߣఉ

௔ቁ߱ఊ௖ ൅ Λఉ
ఊ௕ߣఊ௔߱ఈ ൅ 
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൅Λఉ
ఊ௕ߣఈఊ௔௖ ߱௖൅ߣఈఉ

௕ ߱௔ ≡ 0, 

где ܨఈ
ఉ௕ ൌ Λఈ

ఉ௕ ൅ ఈߜ
ఉߣ௕. 

Находим дифференциалы точек ܥ и ܥఈ: 

ܥ݀ ൌ ቂߠ ൅ ௔߱௔ߣ െ ఈܨఉߣ
ఉ௔߱௔ఈቃ ܥ ൅ ቂFఉ

ఈ௔߱௔
ఉቃ ఈܥ ൅ 

൅ሾΔߣ௔ ൅ ߱௔ െ ௕߱௕ߣ௔ߣ െ ఉߤ
௔Fఈ

ఉ௕߱௕
ఈሿܣ௔,             (2) 

ఈܥ݀ ൌ ቂߜఈ
ఉߠ ൅ ߱ఈ

ఉ െ ఈఊܯ
ఉ௔߱௔

ఊቃ ఉܥ ൅ ሾΔߣఈ௔ ൅ ఈ߱௔ߣ ൅ ߱ఈ௔ െ 

െߣ௔Δߣఈ െ ఈ௕߱௕ߣ௔ߣ െ ௔߱ఈߣ ൅ ሺߣఊ௔Mఈఉ
ఊ௕ െ ఊMఈఉߣ௔ߣ

ఊ௕ ሻ߱௕
ఉሿܣ௔+ 

൅ ቂ	Δߣఈ ൅ ఈ௔߱௔ߣ ൅ ߱ఈ ൅ ఊMఈఉߣ
ఊ௔߱௔

ఉቃ  (3)               .ܥ

Вводя формы связности в равенствах (2) и (3) и учитывая 
выражения ковариантных дифференциалов 

௔ߣ׏ ൌ ௔ߣ݀ ൅ ௕ߣ ෥߱௕
௔ െ ௕ߣ௔ߣ ෥߱௕ ൅ ෥߱௔, 

ఈ௔ߣ׏ ൌ ఈ௔ߣ݀ ൅ ఈ௕ߣ ෥߱௕
௔ െ ఉߣ

௔ ෥߱ఈ
ఉ ൅ ఈߣ ෥߱௔ ൅ ෥߱ఈ௔, 

ఈߣ׏ ൌ ఈߣ݀ െ ఉߣ ෥߱ఈ
ఉ ൅ ఈ௔ߣ ෥߱௔ ൅ ෥߱ఈ, 

получим 

ܥ݀ ൌ ቂߠ ൅ ௔ߣ ෥߱௔ ൅ ቀГ௕ఈ
௔ ௕ߣ െ ఉFఈߣ

ఉ௔ቁ߱௔ఈቃ ܥ ൅ ቂFఉ
ఈ௔߱௔

ఉቃ ఈܥ ൅ 

൅ ቂߣ׏௔ ൅ ሺГఈ௔௕ ൅ ௖Г௖ఈ௔௕ߣ െ ௖Г௖ఈ௕ߣ௔ߣ െFఈ
ఉ௕ߤఉ

௔ሻ߱௕
ఈቃ  ௔,     (4)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ቂߜఈ
ఉߠ ൅ ෥߱ఈ

ఉ ൅ ቀГఈఊ
ఉ௔ െ Mఈఊ

ఉ௔ቁ߱௔
ఊቃ ఉܥ ൅ 

൅ሾߣ׏ఈ௔ െ ఈߣ׏௔ߣ ൅ ሺГఈఉ
௔௕ ൅ ఈ௖ߣ Г௖ఉ

௔௕ െ ఊ௔Гఈఉߣ
ఊ௕ ൅ ఈГఉߣ

௔௕ ൅ ఊГఈఉߣ௔ߣ
ఊ௕ െ 

െߣ௔ߣఈ௖ Г௖ఉ
௕ െ ௔Гఈఉߣ

௕ െ ఊMఈఉߣ௔ߣ
ఊ௕ ൅ ఊ௔Mఈఉߣ

ఊ௕ ሻ߱௕
ఉሿ	ܣ௔ ൅ 

൅ ቂ	ߣ׏ఈ ൅ ቀГఈఉ
௔ െ ఊГఈఉߣ

ఊ௔ ൅ ఈ௕Г௕ఉߣ
௔ ൅ ఊMఈఉߣ

ఊ௔ቁ߱௔
ఉቃ  (5)    .ܥ
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Далее в равенствах (4, 5) учтем охваты трех типов: 

ܥ݀ ൌ ൤ߠ ൅ ௔ߣ ෥߱
଴

௔ ൅ ቀെߣఉΛఈ
ఉ௔ቁ߱௔ఈ൨ ܥ ൅ 

൅ ቂ൫Λఉ
ఈ௔ ൅ ఉߜ

ఈߣ௔൯߱௔
ఉቃ ఈܥ ൅ ׏

଴ଵ
 ௔,                  (6)ܣ௔ߣ

 

ܥ݀ ൌ ൤ߠ ൅ ௔ߣ ෥߱
଴

௔ ൅ ቀെߣఉΛఈ
ఉ௔ቁ߱௔ఈ൨ ܥ ൅ 

൅ ቂ൫Λఉ
ఈ௔ ൅ ఉߜ

ఈߣ௔൯߱௔
ఉቃ ఈܥ ൅ ൤׏

଴ଶ
௔ߣ ൅ ఈ௔௕߱௕ߪ

ఈ൨  ௔,         (7)ܣ

 

ܥ݀ ൌ ൤ߠ ൅ ௔ߣ ෥߱
଴

௔ ൅ ቀെߣఉΛఈ
ఉ௔ቁ߱௔ఈ൨ ܥ ൅ 

൅ ቂ൫Λఉ
ఈ௔ ൅ ఉߜ

ఈߣ௔൯߱௔
ఉቃ ఈܥ ൅ ൤׏

଴ଷ
௔ߣ െ ఈ௔௕߱௕ߪ

ఈ൨  ௔;        (8)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ൤ߜఈ
ఉߠ ൅ ෥߱

଴

ఈ
ఉ ൅ ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓ௔ቁ߱௔

ఊ൨ ఉܥ ൅ ׏
଴ଵ
ܥఈߣ ൅ 

൅ ൤׏
଴ଵ
ఈ௔ߣ െ ௔ߣ ׏

଴ଵ
ఈ൨ߣ  ௔,                             (9)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ൤ߜఈ
ఉߠ ൅ ෥߱

଴

ఈ
ఉ ൅ ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓ௔ቁ߱௔

ఊ൨ ఉܥ ൅ ൤׏
଴ଶ
ఈߣ ൅ ఈఉߪ

௔ ߱௔
ఉ൨ ܥ ൅ 

൅ ൤׏
଴ଶ
ఈ௔ߣ െ ௔ߣ ׏

଴ଶ
ఈߣ ൅ ൫ߪఈఉ

௔௕ ൅ ఉߪఈߣ
௔௕ െ ఈఉߪ௔ߣ

௕ ൯߱௕
ఉ൨  ௔,    (10)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ൤ߜఈ
ఉߠ ൅ ෥߱

଴

ఈ
ఉ ൅ ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓ௔ቁ߱௔

ఊ൨ ఉܥ ൅ ൤׏
଴ଷ
ఈߣ െ ఈఉߪ

௔ ߱௔
ఉ൨ ܥ ൅ 

൅ ൤׏
଴ଶ
ఈ௔ߣ െ ௔ߣ ׏

଴ଶ
ఈߣ ൅ ൫െߪఈఉ

௔௕ െ ఉߪఈߣ
௔௕ ൅ ఈఉߪ௔ߣ

௕ ൯߱௕
ఉ൨  ௔.  (11)ܣ
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В выражения (7, 8, 10, 11) входят компоненты объекта де-
формации ߪ ൌ ሼߪఈ௔௕, ఈఉߪ

௔௕, ఈఉߪ
௔ ሽ (см.: [3; 15]): 

ఈ௔௕ߪ ൌ ఈ௔௕ߣ െ Λఈ
ఉ௕ߤఉ

௔ െ  ,ఈ௔ߤ௕ߣ

ఈఉߪ
௔௕ ൌ ఈఉߣ

௔௕ െ ఉߣ
௔௕ߣఈ െ λఈ௕ߣఉ

௔ െ Λఉ
ఊ௕ߣఈߣఊߣ௔ ൅ ఉߤ௕ߣఈߣ

௔ , 

ఈఉߪ
௔ ൌ ఈఉߣ

௔ ൅ Mఈఉ
ఊ௔ߣఊ. 

Теорема 1. Параллельное перенесение аналога плоскости 
Картана ܥ௡ି௠ିଵ в произвольной связности является свободно 
вырожденным, то есть специальных смещений данной осна-
щающей плоскости, вообще говоря, не выделяется. 

Доказательство следует из равенств (5). 
Теорема 2. В групповой связности первого типа парал-

лельное перенесение аналога плоскости Картана является 
связанно вырожденным, то есть плоскость ܥ௡ି௠ିଵ будет 
неподвижной при параллельном перенесении в указанной связ-
ности. 

Доказательство следует из равенств (9). 
Теорема 3. В групповых связностях второго и третьего 

типов параллельное перенесение аналога плоскости Картана 
является свободно вырожденным. 

Доказательство. При условии обращения ковариантных 
дифференциалов оснащающего квазитензора в нуль в равен-
ствах (10) и (11) видно, что специальных смещений аналога 
плоскости Картана не выделяется. 

Замечание. Аналогичные утверждения справедливы и по 
поводу смещений точки ܥ ൌ ܣ ൅ -௔, поскольку имеют меܣ௔ߣ
сто равенства (6—8). 

Теорема 4. Аналог плоскости Картана переносится па-
раллельно в линейной комбинации связности первого типа то-
гда и только тогда, когда он смещается в плоскости ௡ܲି௠ ൌ	
ൌ ሾܥ௡ି௠ିଵ,  .ሿ (рис. 2)ܥ
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Рис. 2. Иллюстрация плоскостей 
 
Доказательство. 

При ׏
଴ଵ
ఈ௔ߣ െ ௔ߣ ׏

଴ଵ
ఈߣ ൌ 0 в формуле (9) имеем 

ఈܥ݀ ൌ ൤ߜఈ
ఉߠ ൅ ෥߱

଴

ఈ
ఉ ൅ ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓ௔ቁ߱௔

ఊ൨ ఉܥ ൅ ׏
଴ଵ
 ,ܥఈߣ

следовательно, теорема верна. 
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Parallel transports in the connections of three types  

for cocongruence ܭሺ௡ି௠ሻ௠ 
 

Submitted on October 5, 2023 
 

We continue to study the cocongruence of ݉-dimensional planes us-
ing the Cartan — Laptev method. In an ݊-dimensional projective space 
௡ܲ, the cocongruence of ݉-dimensional planes can be given by the fol-

lowing equations ߱ఈ ൌ Λఉ
ఈ௔߱௔

ఉ. 
Compositional clothing of a given cocongruence by fields of 

(݊ െ݉ െ 1)-planes ܥ௡ି௠ିଵ:  ܮ௠ ⊕ ௡ି௠ିଵܥ ൌ ௡ܲ 

and points ܥ ൌ ܣ ൅  ௔ܣ௔ߣ

allows one to define connections of three types in the associated bundle. 
In the present paper, parallel transports of an analogue of Cartan 

plane are studied in the connections of three types. It is proved 4 theo-
rems: 

1. Parallel transport of the analogue of the Cartan plane ܥ௡ି௠ିଵ in an 
arbitrary connection is freely degenerate, i. e., in general, there are no spe-
cial transports of this clothing plane. 

2. In the group connection of the first type, the parallel transport of an 
analog of the Cartan plane is connected degenerate, i. e., the plane ܥ௡ି௠ିଵ 
will be fixed under parallel transport in this connection. 

3. In the group connections of the second and third types, the parallel 
transport of the analogue of the Cartan plane is freely degenerate. 

4. The analogue of the Cartan plane is transferred in parallel in a line-
ar combination of the first type connection if and only if it is displaced in 
the plane ௡ܲି௠ ൌ ሾܥ௡ି௠ିଵ,  .ሿܥ

 
Keywords: projective space, cocongruence of m-dimensional planes, 

connection, parallel transport 
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О размерности алгебр Ли инфинитезимальных аффинных  
преобразований прямых произведений более двух пространств 

аффинной связности первого типа 
 

Теория движений в обобщенных пространствах яв-
ляется одним из направлений в современной диффе-
ренциальной геометрии. Вопросами движений в раз-
личных пространствах аффинных связностей занима-
лись такие ученые, как Э. Картан, П. К. Рашевский, 
П. А. Широков, И. П. Егоров, А. Я. Султанов. Движения 
в прямых произведениях двух пространств аффинной 
связности рассматривались в работе М. В. Моргун.  

В случае прямого произведения более двух про-
странств аффинной связности вопрос о размерности ал-
гебр Ли инфинитезимальных аффинных преобразова-
ний данного пространства оставался открытым. 

В данной статье получена оценка верхней границы 
размерности алгебры Ли инфинитезимальных аффин-
ных преобразований пространств аффинной связности, 
представляющих собой прямое произведение не менее 
трех непроективно-евклидовых пространств опреде-
ленного вида.  

Для решения этой задачи получена система линей-
ных однородных уравнений, которой удовлетворяют 
компоненты произвольного инфинитезимального аф-
финного преобразования. Эта система найдена с ис-
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пользованием свойств производной Ли, примененной к 
тензорному полю кривизны рассматриваемых про-
странств. Оценка ранга данной системы позволяет по-
лучить оценку снизу ранга матрицы рассматриваемой 
системы. 

 
Ключевые слова: прямое произведение пространств аффинной 

связности, инфинитезимальные аффинные преобразования, алгебра 
Ли, размерность алгебры Ли 

 
1. Основные понятия и сведения  

 
Пусть ሺܯ௡,  ሻ — пространство аффинной связности без׏

кручения.  
Векторное поле X на многообразии ܯ௡, снабженном аф-

финной связностью ׏, называется инфинитезимальным аф-
финным преобразованием пространства ሺܯ௡,  ሻ, если׏

ൌ׏௑ܮ 0, 

где ܮ௑ — символ производной Ли [2]. 
Известно, что множество всех инфинитезимальных аф-

финных преобразований пространства ሺܯ௡, -ሻ образует алгеб׏
ру Ли над полем R относительно операции коммутирования 
векторных полей [5]. Обозначим эту алгебру через ݃ሺܯ௡ሻ, 
причем dim݃ሺܯ௡ሻ ൌ ݊ଶ ൅ ݊ (см.: [1]).  

В локальных координатах уравнение ܮ௑׏ൌ 0 равносильно 
системе дифференциальных уравнений в частных производ-
ных второго порядка. Первую серию условий интегрируемо-
сти этой системы составляют уравнения  

௑ܴܮ ൌ 0, 

где R — тензорное поле кривизны связности ׏.  
В локальных координатах это уравнение представляет со-

бой систему линейных однородных уравнений от координат 
поля X и частных производных от этих координат 

ܺெ߲ெܴ஺஻஼
஽ ൅ ܴሺ |ெ

ி
஺஻஼

஽ ሻܺி
ெ ൌ 0,                       (1) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

72 

где 

ܴሺ |ெ
ி

஺஻஼
஽ ሻ ൌ ஺ߜ

ிܴெ஻஼
஽ ൅ ஻ߜ

ிܴ஺ெ஼
஽ ൅ ஼ߜ

ிܴ஺஻ெ
஽ െ ெߜ

஽ܴ஺஻஼
ி . 

Если ранг матрицы, составленной из коэффициентов при 
неизвестных ܺி

ெ системы (1), не менее r, то справедливо нера-
венство (см.: [1]) 

dim݃ሺܯ௡ሻ ൑ ݊ଶ ൅ ݊ െ  .ݎ

 
2. Прямое произведение пространств аффинной связности  

специального типа 
 

Пусть ൫ ௔ܯ ௡ೌ, ௔׏ ൯ (ܽ ൌ 1,2, … , -непроективно-евкли — (ݏ
довы пространства аффинной связности без кручения.  

Как известно [1], пространство аффинной связности 
൫ ௔ܯ ௡ೌ, ௔׏ ൯ является непроективно-евклидовым тогда и толь-
ко тогда, когда тензорное поле Вейля отлично от нулевого. 
Это условие локально эквивалентно выполнению одного из 
следующих условий: 

(1) существует такая карта гладкого атласа ሺ ܷ௔ , ௜ݔ
ೌ
ሻ, что 

имеется хотя бы одна составляющая тензорного поля кривиз-

ны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 ሺ݅ଵ,
௔݅ଶ

௔, ݅ଷ
௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതതሻ, отличная от нуля для по-

парно различных между собою индексов; 
(2) в каждой карте ሺ ܸ௔ , ௜ݕ

ೌ
ሻ все составляющие тензора 

кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 равны нулю, но существует карта 

гладкого атласа ሺ ܷ௔ , ௜ݔ
ೌ
ሻ такая, что существует хотя бы одна 

составляющая тензорного поля кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜య
ೌ௜ర
ೌ

௜భ
ೌ

 

ሺ݅ଵ,
௔݅ଶ

௔, ݅ଷ
௔, ݅ସ

௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതതሻ, отличная от нуля для попарно различных 
индексов [1]. 

В данной статье ограничимся рассмотрением пространств 
аффинной связности, удовлетворяющих условию (1). Такие 
пространства будем называть пространствами первого типа. 
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Стандартным образом строим прямое произведение этих 
пространств аффинной связности (см.: [3]): 

ሺܯ௡, ሻ=൫׏ ଵܯ ௡భ, ଵ׏ ൯ ൈ …ൈ ൫ ௦ܯ ௡ೞ, ௦׏ ൯. 

 
3. Оценка сверху размерности алгебры Ли  

инфинитезимальных аффинных преобразований  
прямых произведений более двух пространств  

аффинной связности первого типа 
 
Для построенного пространства имеет место следующая 

теорема. 
Теорема. Размерность алгебры Ли инфинитезимальных 

аффинных преобразований прямого произведения s ሺݏ ൒ 3ሻ 

пространств аффинной связности, составляющие ܴଵ
௜మ
భ௜మ
భ௜య
భ

௜భ
భ

, 

ܴଶ
௜మ
మ௜మ
మ௜య
మ

௜భ
మ

 , …,	 ܴ௦ ௜మ
ೞ௜మ
ೞ௜య
ೞ

௜భ
ೞ

 тензоров кривизны которых отличны от 

нуля, не превосходит  

ሺ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ሻଶ െ ሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3

Доказательство. При ݏ ൌ 1 размерность алгебры Ли ин-
финитезимальных аффинных преобразований пространства 
аффинной связности ൫ ଵܯ ௡భ, ଵ׏ ൯, удовлетворяющего условию 
(1), не превосходит ݊ଵ

ଶ െ 2݊ଵ ൅ 5. Это утверждение доказано 
И. П. Егоровым [1]. 

При ݏ ൌ 2 размерность алгебры Ли инфинитезимальных 
аффинных преобразований пространства аффинной связности 
൫ ଵܯ ௡భ, ଵ׏ ൯ ൈ ൫ ଶܯ ௡మ, ଶ׏ ൯, удовлетворяющего условию (1), 
не превосходит числа 

ሺ݊ଵ ൅ ݊ଶሻଶ െ 5ሺ݊ଵ ൅ ݊ଶሻ ൅ 14. 

Это утверждение доказано М. В. Моргун (см.: [4]). 
Рассмотрим случай, когда пространство аффинной связно-

сти представляет собой прямое произведение не менее трех 
непроективно-евклидовых пространств, каждое из которых 
удовлетворяет условию (1).  
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Пусть ሺݏ ൒ 3ሻ. 
Не нарушая общности рассуждений, полагаем ݅ଵ

௔ ൌ 1, 
݅ଶ
௔ ൌ 2, ݅ଷ

௔ ൌ 3.  
Тогда в карте ሺ ܷ ൈ …ൈ ܷ௦ଵ , ܣ஺ሻ ሺݔ ൌ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦തതതതതതതതതതതതതതതതതതതሻ 

пространства ሺܯ௡, ሻ=൫׏ ଵܯ ௡భ, ଵ׏ ൯ ൈ …ൈ ൫ ௦ܯ ௡ೞ, ௦׏ ൯ имеем 
отличные от нуля составляющие вида  

ܴଶଶଷ
ଵ ,  

ܴ௡భାଶ		௡భାଶ		௡భାଷ
௡భାଵ , …, 

ܴ௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ . 

Рассмотрим укороченную матрицу системы (1), элемента-
ми которой являются коэффициенты при неизвестных 

ଵܺ
஻ (ܤ ൐ 1),  ܺ஽

ଶ ܦ)  ൒ 3),  ܺ஼
ଷ (ܥ ൒ 4),  ଵܺ

ଵ, 

ܺ௡భାଵ
ா 	ሺܧ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 1ሻ, ܺி

௡భାଶ	ሺܨ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2ሻ, 

ܺ௄
௡భାଷ	ሺܭ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3ሻ, ܺ௡భାଵ

௡భାଵ, …, 

ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ
஺ ሺܣ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 2, 

		݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶା3, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 1ሻ, 

ܺீ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ	ሺܩ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ 

൅݊௦ିଵ ൅ 2ሻ, 

ܺு
௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ	ሺܪ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ 

൅݊௦ିଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 3ሻ, 

ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ 

в уравнениях, где индексы ܴ имеют следующий вид: 

ሺଶଶଷ
ெ ሻ ሺܯ ൐ 1ሻ, ሺ௉ଶଷ

ଵ ሻ ሺܲ ൒ 3ሻ, ሺଶଶே
ଵ ሻ ሺܰ ൒ 4ሻ,  ሺଶଶଷ

ଵ ሻ, 

ሺ௡భାଶ		௡భାଶ		௡భାଷ
ௌ ሻ  ሺܵ ് 2,3, ݊ଵ ൅ 1ሻ, 

ሺ௓		௡భାଶ		௡భାଷ
௡భାଵ ሻ  ሺܼ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2ሻ, 
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ሺ௡భାଶ		௡భାଶ	்	
௡భାଵ ሻ  ሺܶ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3ሻ, 

ሺ௡భାଶ		௡భାଶ		௡భାଷ		
௡భାଵ ሻ 

, …, 

ሺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ			௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ			௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௏ ሻ 

ሺܸ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3, … , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ 

൅	݊௦ିଶ ൅ 3, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 1ሻ, 

ሺ௓		௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ ሻ 

ሺܼ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2,… , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2ሻ, 

ሺ	௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		்
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ ሻ 

ሺܶ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… , ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅
൅	݊௦ିଵ ൅ 3ሻ, 

ሺ	௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ		௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ ሻ. 

Найдем ранг полученной матрицы:  

ݎ ൌ 3ሺ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ሻݏ െ ሺ1 ൅ 3 ൅⋯൅ 2ሺݏ െ 1ሻ ൅ 1ሻ െ 

െ	൫2 ൅ 3 ൅⋯൅ ሺݏ ൅ 1ሻ൯ െ ሺ3 ൅ 4 ൅⋯൅ ݏ ൅ 2ሻ ൅ ݏ ൌ 

ൌ ሺ݊ଵݏ3 ൅ ⋯൅ ݊௦ሻ െ ଶݏ2 െ  .ݏ3

Отсюда следует, что  

dim݃ሺܯ௡ሻ ൑ ሺ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ሻଶ െ ሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅⋯൅ ݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3

Теорема доказана. 
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Аналоги симметрической и плоской связностей  

с нетензорами кручения и кривизны  
 

Изучается аффинная связность в расслоении, ассо-
циированном с многообразием, структурные уравнения 
и деривационные формулы которого построены с по-
мощью деформаций внешнего и обычного дифферен-
циалов. Кривизна и кручение аффинной связности на 
этом многообразии не являются тензорами. Доказано, 
что если тензор деформации связности симметричен 
или равен нулю, то связность является полусимметри-
ческой. Построен аналог симметрической плоской связ-
ности, названный простой связностью. Кручение и кри-
визна этой связности выражаются через симметричный 
тензор деформации связности. Каноническая связность 
является частным случаем простой связности, она плос-
кая и несимметричная. 

 
Ключевые слова: касательное пространство 2-го порядка, возму-

щение дифференциала, несимметричные реперы и кореперы 2-го по-
рядка, объекты кручения и кривизны, плоская связность, полусим-
метрическая связность 

 
1. Введение 

 

В работах [6; 7] изучается многообразие ෰ܺ௠ с несиммет-
ричными векторами касательного пространства 2-го и несим-
метричными формами дифференциальной группы 2-го поряд-
ка. Изучение ෰ܺ௠ проводится с использованием отображений 
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෱߱ܦ ൌ ߱ܦ ൅ ሺ݂݀ ∧ ߱ሻ|∧మ்∗, 

ም݀ݒ ൌ ݒ݀ ൅ ݀ሺݒሺ݂కሻሻ߲కห்∗, 

где 

݂ ൌ ݂ሺݔ௜, కሻ,  ݂కݔ ൌ ݂కሺݔ௜ሻ, 

ݒ ൌ ሺ݂కሻ൯ݒ௜߲௜,  ݀൫ݒ ൌ  .௜݀ሺ߲௜݂కሻݒ

Эти отображения представляют собой деформации диффе-
ренциалов D и d в кокасательном ܶ∗ܺ௠ и касательном ܶܺ௠ 

пространствах многообразия ܺ௠. Здесь ߲௜ ൌ
డ

డ௫೔
, ߲క ൌ

డ

డ௫഍
, при-

чем ݔ௝  локальные координаты точки на многообразии, то 
есть ݔ௝ — базисные координаты, ݔక  — слоевые координаты. 
Индексы принимают следующие значения: 

݅, ݆, ݇	 ൌ 	1, … ߦ   ;݉, ൌ 	݉ ൅ 1,… ,݉ ൅݉ଶ. 

Поскольку дифференциалы деформируются, то можно 
считать, что и само многообразие ෰ܺ௠ представляет собой де-
формацию обычного гладкого многообразия ܺ௠, вследствие 
чего оно названо деформирующимся (см. также: [5; 13]). 
В данной статье продолжаем рассматривать случай ൫ݔక൯ ൌ	
ൌ ሺݔ௝

௜ሻ и ݂క ൌ ݂|௫഍ୀଵ,остальныеୀ଴. Слоевые координаты 1-го по-

рядка ݔ௝
௜ образуют невырожденную матрицу с обратной мат-

рицей ሺݔ
∗
௝
௜ሻ.   

В основу всех построений положены соотношения 

௜ሻݔ෱ሺ݀ܦ ൌ ഥܰ
௝௞
௜ ௝ݔ݀ ∧ ௞,   ም݀ሺ߲௜ሻݔ݀ ൌ ቀ߲௜௝ ൅ ഥܰ

௜௝
క߲కቁ⨂݀ݔ௝, 

где кососимметрический ഥܰ
௝௞
௜ ൌ ሾ௞ߜ

௜
௝߲ሿ݂ и симметрический 

ഥܰ
௜௝
క ൌ ߲௜௝݂క объекты задают возмущения дифференциалов ܦ෱ и 
ም݀ на элементах ݀ݔ௜ и ߲௜. Причем, например, ܦ෱݃ሺݔ௜, కሻݔ ൌ ݀݃, 
෱ሺ݂݀ሻܦ ൌ క൯ݔ෱൫݀ܦ ,0 ൌ 0; кроме того, вдоль любой линии ߩ на 

многообразии ෰ܺ௠ справедливо ܦ෱ଶห
ఘ
ൌ 0. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

80 

Над m-мерным деформирующимся многообразием ෰ܺ௠ бы-
ло построено главное расслоение реперов 2-го порядка 
௠ଶܦ ሺ ෰ܺ௠ሻ со структурными уравнениями (см.: [6—9]): 

෱߱௜ܦ ൌ ߱௝ ∧ ෭߱௝
௜,                                        (1) 

෱ܦ ෭߱௝
௜ ൌ ෭߱௝

௞ ∧ ෭߱௞
௜ ൅ ߱௞ ∧ ෭߱௝௞

௜ ,                             (2) 

෱ܦ ෭߱௝௞
௜ ൌ ෭߱௝௞

௟ ∧ ෭߱௟
௜ െ ෭߱௟௞

௜ ∧ ෭߱௝
௟ െ ෭߱௝௟

௜ ∧ ෭߱௞
௟ ൅ ߱௟ ∧ ෭߱௝௞௟

௜ , 

где (см.: [6; 7]) 

߱௜ ൌ ௝ݔ
௜݀ݔ௝, 

෭߱௝
௜ ൌ െݔ

∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜ ߱௞,                              (3) 

෭߱௝௞
௜ ൌ Δ෱ݔ෬௝௞

௜ ൅ ሺݔ෬௝ሾ௞
௦ ௦௟ሿݔු

௜ െ ෬௝௞௟ݔ
௜ ሻ߱௟. 

Для слоевых координат 2-го порядка ݔ෬௝௞
௜  справедливо ра-

венство 

෬ሾ௝௞ሿݔ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , 

где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ ൌ ഥܰ௣௤௟ ݔ
∗
௝
௣ݔ
∗
௞
௤. Слоевые координаты 3-го по-

рядка ݔ෬௝௞௟
௜  симметричны только по последним двум индексам. 

Оператор Δෙ действует по закону 

Δ෱ ௝ܵ
௜ ൌ ݀ ௝ܵ

௜ ൅ ௝ܵ
௟ ෭߱௞

௜ െ ܵ௞
௜ ෭߱௝

௞. 

Замечание. Галочка показывает, что объекты получены в 
результате применения операторов ܦ෱ и ም݀.  

Альтернирование форм ෭߱௝௞
௜  имеет вид 

෭߱ሾ௝௞ሿ
௜ ≡ െΔ෱ ௝ܰ௞

௜ 		൫݉݀݋	߱௞൯, 

то есть при фиксации точки многообразия 

෭߱ሾ௝௞ሿ
௜ ห

ఠ೗ୀ଴
ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ డమ௙

డ௫഍డ௫ೞ
కݔ݀ . 

Кроме того, ෭߱௝ሾ௞௟ሿ
௜ ≡ ෬௝௦ݔ

௜ Δ෱N୩୪
ୱ 		ሺ݉݀݋	߱௞ሻ.  
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2. Пфаффовы производные  

и скобки касательных векторов 
 
Пусть ܶ ෰ܺ௠ ൌ ∗ܶ ௜ሻ иߝሺ݊ܽ݌ݏ ෰ܺ௠ ൌ  ሺ߱௜ሻ — касательное݊ܽ݌ݏ

и кокасательное пространства к многообразию ෰ܺ௠ в его теку-
щей точке, причем ߱௜ሺߝ௝ሻ ൌ ௝ߜ

௜. Для построенных дифферен-
циалов справедливо 

෱߱௜ܦ ൌ ௜߱ܦ ൅ ௝ܰ௞
௜ ߱௝ ∧ ߱௞, 

ም݀ߝ௜ ൌ ௜ߝ݀ ൅ ௜ܰ௝
క߱௝⨂߲క. 

Касательное пространство 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠ деформиру-
ющегося многообразия ෰ܺ௠ натянуто на векторы 

௜ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௝
௝߲,   ߝ௜̆௝ ൌ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ෬௜௝ݔ

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క, 

причем ߲௜௝ ൌ
డ

డ௫೔డ௫ೕ
, 

Δ෱ߝ௜ ൌ ௜̆௝ߝ௜̆௝⨂߱௝,     Δ෱ߝ െ ෭߱௜௝
௞ ௞ߝ⨂ ൌ ߱௞⨂ߝ௜̆௝௞;           (4) 

ሾ̆௜௝ሿߝ ൌ െ ௜ܰ௝
௞ߝ௞,   ߝሺ̆௜௝ሻ ൌ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ෬ሺ௜௝ሻݔ

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క. 

Рассмотрим касательный вектор ݒ ൌ  ௜. С учетом (4) приߝ௜ݒ
отображении ም݀ получим  

ም݀ݒ ൌ ⨂௜ߝ ᇞ෭ ௜ݒ ൅  .௜̆௝⨂߱௝ߝ௜ݒ

Координаты ݒ௜ удовлетворяют уравнениям 

ᇞ෭ ௜ݒ ൌ ෬௝ݒ
௜߱௝,                                      (5) 

где 

ᇞ෭ ௜ݒ ൌ ௜ݒ݀ ൅ ௝ݒ ෭߱௝
௜. 

Уравнения и выражения для пфаффовых производных ݒ෬௝
௜ 

можно найти двумя способами. Один способ состоит в том, 
чтобы в уравнениях (5) перейти к натуральному кореперу 
,௜ݔ݀ ௟ݔ݀

௞, найти выражение для ݒ෬௝
௜, продифференцировав кото-
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рые получить уравнения для ݒ෬௝
௜. Второй способ заключается во 

внешнем дифференцировании уравнений (5) с применением 
структурных уравнений (1, 2) и деривационных формул (4). 
Эти способы можно условно считать внутренним и внешним. 

С учетом (3) из (5) получим выражение 

ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜߱௝ ൅ ߲௞

௟ ௟ݔ௜݀ݒ
௞ ൅ ௝ݒ ቀെݔ

∗
௝
௟݀ݔ௟

௞ߜ௞
௜ െ ௝௞ݔ

௜ ߱௞ቁ ൌ ௝ݒු
௜߱௝, 

откуда следуют равенства коэффициентов при базисных фор-
мах ߱௝ и дифференциалах ݀ݔ௟

௞ 

෬௝ݒ
௜ ൌ ݔ

∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ෬௞௝ݔ௞ݒ

௜ ,                              (6) 

߲௞
௟ ௜ݒ ൌ ௞ߜ

௜ ݔ௝ݒ
∗
௝
௟. 

Рассмотрим также производные, которые понадобятся далее: 

௦߲൫߲௞
௟ ௜൯ݒ ൌ ߲௞௦

௟ ௜ݒ ൌ ௦߲௞
		௟ ௜ݒ ൌ ௞ߜ

௜ ݔ
∗
௝
௟
௦߲ݒ௝.               (7) 

Замечание. Поскольку ෭߱௝
௜ห
ఠೖୀ଴

ൌ ௝߱
௜ห
ఠೖୀ଴

ൌ െݔ
∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ , то при 

фиксации точки базы из (5) получим точно такие же уравне-
ния для объекта ݒ௜ на многообразии ෘܺ௠, как и на обычном 
гладком многообразии ܺ௠: 

௜หݒ݀
ఠೖୀ଴

ൌ ݔ௝ݒ
∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ . 

Эта система дифференциальных уравнений линейна и од-
нородна относительно компонент объекта ݒ௜ и их дифферен-
циалов. Значит, объект ݒ௜ на многообразии ෘܺ௠ не только по 
форме, но и по сути является тензором Г. Ф. Лаптева, то есть 
линейным однородным геометрическим объектом [1, с. 298]. 

Дифференцирование функций (6) дает 

෬௝ݒ݀
௜ ൌ ݔ݀

∗
௝
௞߲௞ݒ௜ ൅ ݔ

∗
௝
௞݀൫߲௞ݒ௜൯ െ ෬௞௝ݔ௞ݒ݀

௜ െ ෬௞௝ݔ௞݀ݒ
௜ ൌ 

ൌ ቀݔ
∗
௟
௞ ෕߱௝

௟ ൅ ݔ
∗
௦
௞ݔ෬௝௟

௦߱௟ቁ ߲௞ݒ௜ ൅ 

൅	ݔ
∗
௝
௞ ቀ߲௞௦ݒ௜ݔ

∗
௟
௞߱௟ ൅ ߲௞௦

		௟ ௟ݔ௜݀ݒ
௦ቁ—൫ුݒ௟

௞߱௟ െ ௟ݒ ෕߱௟
௞൯ݔ෬௞௝

௜ ൅ 

൅	ݒ௞൫ ෕߱௞௝
௜ ൅ ෬௞௝ݔ

௟ ෕߱௟
௞ െ ෬௟௝ݔ

௜ ෕߱௞
௟ െ ෬௞௟ݔ

௜ ෕߱௝
௟ ൅ ൫ݔ෬௞ሾ௝

௦ ෬௦௟ሿݔ
௜ െ ෬௞௝௟ݔ

௜ ൯߱௟൯. 
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Учитывая (7) в подчеркнутом слагаемом последнего ра-
венства, получим 

෬௝ݒ݀
௜ ൌ െݒ෬௝

௞ ෭߱௞
௜ ൅ ෬௞ݒ

௜ ෭߱௝
௞ ൅ ෬௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅                     (8) 

൅ቀݒ෬௟
௜ݔ෬௝௞

௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ
௜ ෬௝௞ݔ

௟ ൅ ݔ
∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ ௝ݒු

௟ݔ෬௟௞
௜ ൅ ௞ݒු

௟ ෬௟௝ݔ
௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ

௟ ෬௟௞ሻݔ
௜ ቁ߱௞. 

Тогда уравнения на пфаффовы производные ݒ෬௝
௜ принимают 

следующий вид: 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൌ ෬௝௞ݒ
௜ ߱௞, 

откуда видно, что они образуют тензор вместе с координатами 
෬௝௞ݒ ௜. Компонентыݒ

௜  пфаффовых производных имеют вид 

෬௝௞ݒ
௜ ൌ ෬௟ݒ

௜ݔ෬௝௞
௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ෬௝௞ݔ
௟ ൅ ݔ

∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ 

൅ݒ෬௝
௟ݔ෬௟௞

௜ ൅ ෬௞ݒ
௟ ෬௟௝ݔ

௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ
௟ ෬௟௞ሻݔ

௜ , 

причем их симметричные и кососимметричные части можно 
записать следующим образом: 

෬ሾ௝௞ሿݒ
௜ ൌ ൫ݒ෬௟

௜ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ
௜ ൯ݔ෬ሾ௝௞ሿ

௟ ൌ െሺݒ෬௟
௜ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ሻ ௝ܰ௞
௟ , 

෬ሺ௝௞ሻݒ
௜ ൌ ෬௟ݒ

௜ݔ෬ሺ௝௞ሻ
௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ෬ሺ௝௞ሻݔ
௟ ൅ ݔ

∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ 

൅ݒ෬௝
௟ݔ෬௟௞

௜ ൅ ෬௞ݒ
௟ ෬௟௝ݔ

௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ
௟ ෬௟௞ሻݔ

௜ . 

Теперь продифференцируем уравнения (5) внешним обра-
зом с помощью ܦ෱: 

൫ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൯ ∧ ߱௝ ൅ ௜൯ݒෙ൫݀ܦ ൌ 0. 

Для использования леммы Лаптева необходимо условие 
௜൯ݒ෱൫݀ܦ ൌ ௝ߠ

௜ ∧ ߱௝, тогда из соотношений 

൫ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅ ௝ߠ
௜൯ ∧ ߱௝ ൌ 0 

получим 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅ ௝ߠ
௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ

௜ ߱௞	. 
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Для совпадения этих уравнений с найденными другим 
способом уравнениями (8) необходимо условие ߠ௝

௜ ൌ ሾ௝௞ሿݒු
௜ ߱௞, 

тогда 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ෬௞௝ݒ௞ݒ

௜ ൌ ൫ݒ෬ሺ௝௞ሻ
௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿݒ

௜ ൯߱௞. 

Последнее равенство совпадает с (8), если 

෬௝௞ݒ
௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ

௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿݒ
௜ . 

Таким образом, внешний способ приводит к тому же ре-
зультату, что и внутренний, если 

௜൯ݒ෱൫݀ܦ ൌ െݒ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ߱௝ ∧ ߱௞, 

что на самом деле выполняется при прямом вычислении 
 ௜൯. Кстати, для полного дифференциала функцииݒ෱൫݀ܦ

݃ ൌ ݃ሺݔ௜,  కሻ справедливо аналогичное равенствоݔ

෱ሺ݀݃ሻܦ ൌ
డ௙

డ௫೔
డ௚

డ௫ೕ
௜ݔ݀ ∧ ௝ݔ݀ ൌ ߲௞݂߲௟݃ݔ

∗
ሾ௜
௞ݔ
∗
௝ሿ
௟ ߱௜ ∧ ߱௝ [6]. 

Замечание. На обычном гладком многообразии ܦ൫݀ݒ௜൯ ൌ 0, 

෬ሺ௝௞ሻݔ	
௟ ൌ ௝௞ݔ

௟  и оба способа (как внутренний, так и внешний) 

дают одинаковый результат с симметричными пфаффовыми 
производными ݒ௝௞

௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ
௜ . 

Скобка Ли касательных векторов ݑ ൌ ݒ ,௜ߝ௜ݑ ൌ -௜ на деߝ௜ݒ
формирующемся многообразии ෰ܺ௠ имеет вид 

ሾݑ, ሿݒ ൌ ሾݑ௜ߝ௜, ௝ሿߝ௝ݒ ൌ ෬௝ݒ௝൫ݑൣ
௜ ൅ ෬௞௝ݔ௞ݒ

௜ ൯ െ ෬௝ݑ௝൫ݒ
௜ ൅ ෬௞௝ݔ௞ݑ

௜ ൯൧ߝ௜. 

Фактически с учетом обозначений (6) и ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜  для 

скобки векторов на многообразии ෰ܺ௠, так же как и на много-
образии ܺ௠, имеем 

ሾݑ, ሿݒ ൌ ቂݑ௝ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ݔ௝ݒ

∗
௝
௞߲௞ݑ௜ቃ  .௜ߝ
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3. Кручение аффинной связности и симметрия  
тензора деформации на многообразии ࢄ෱࢓ 

 
Аффинная связность в главном расслоении реперов ܦ௠ଵ ሺ ෰ܺ௠ሻ 

со структурными уравнениями (1, 2) задается по Лаптеву с 
помощью форм [7; 10]: 

෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱௝

௜ െ Г෰௝௞
௜ ߱௞     (ᇞ෭ Г෰௝௞

௜ ൅ ෭߱௝௞
௜ ൌ Г෰௝௞,௟

௜ ߱௟). 

Объект кручения ෰ܶ௝௞
௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ

௜  аффинной связности удовле-
творяет сравнениям 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ≡	ᇞ෭ ௝ܰ௞

௜ ,                                    (9) 

влекущим нетензорность объекта кручения, следствием че-
го является то, что аффинная связность на многообразии ෰ܺ௠ 
всегда имеет кручение. 

Рассмотрим разложение 

Г෰௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜                                    (10) 

с использованием тензора деформации ߛ௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ ൫ݔ௟, ௤ݔ
௣൯ от ка-

нонической аффинной связности Г෰
௖

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  к произвольной.  

Можно полагать (см.: [8]), что любой связности Г෰௝௞
௜  с тен-

зором ߛ௝௞
௜ , определенной на деформирующемся многообразии 

෰ܺ௠, соответствует связность Г௝௞
௜  с тем же тензором ߛ௝௞

௜ , опре-
деленная на обычном гладком многообразии ܺ௠ (и наоборот). 
Отметим, что в работе [8] говорилось о связности на многооб-
разии при отнесении его к неголономным и голономным репе-
рам. 

Известно, что связность является полусимметрической 
(см.: [3; 4; 11; 12; 14]), если ее тензор кручения ௜ܵ௝

௞  имеет вид 
(см.: [3, гл. IV, § 40])  

௜ܵ௝
௞ ൌ భ

೘షభ
ሺߜ௜

௞ߟ௝ െ ௝ߜ
௞ߟ௜ሻ, 

где ߜ௜
௞ — символ Кронекера, а ߟ௝ ൌ ௜ܵ௝

௜ .  
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Утверждение. Слоевые координаты ݔ෬௝௞
௜  на многообразии 

෰ܺ௠ являются полусимметрическими. 
Для слоевых координат 2-го порядка (это компоненты ка-

нонической связности) ݔ෬௝௞
௜  справедливо  

෬ሾ௝௞ሿݔ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , 

где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ ൌ ഥܰ௣௤௟ ݔ
∗
௝
௣ݔ
∗
௞
௤ — это кручение канонической 

связности. Для свертки ௞ܰ ൌ ௜ܰ௞
௜  имеем 

௞ܰ ൌ
ଵି௠

ଶ
ݔ
∗
௞
௟ ߲௟݂, 

поэтому 

௝ܰ௞
௜ ൌ

ଵ

௠ିଵ
ሺߜ௝

௜
௞ܰ െ ௞ߜ

௜
௝ܰ ሻ. 

Следовательно, координаты ݔ෬௝௞
௜  являются полусимметри-

ческими (см.: [3; 4; 11; 12; 14]). 
Формы ෭߱௝௞

௜ , так же как и координаты ݔ෬௝௞
௜ , являются полу-

симметрическими. 
Альтернируя разложение (10) для связности Г෰௝௞

௜ , получим 
разложение для компонент объекта кручения 

T෱௜௝
௞ ൌ ሾ௜௝ሿߛ

௞ ൅ ௜ܰ௝
௞ .                                (11) 

В случае симметричного тензора деформации ߛ௝௞
௜ ሾ௜௝ሿߛ) 

௞ ൌ 0) 

кручение выражается по формуле T෱௜௝
௞ ൌ ௜ܰ௝

௞ .  
Следует отметить, что на многообразии ܺ௠ симметрич-

ность тензора ߛ௝௞
௜  влечет за собой симметричность связности 

Г௝௞
௜ , тогда как на многообразии ෰ܺ௠ симметричность тензора 

௝௞ߛ
௜  не влечет за собой симметричность связности Г෰௝௞

௜ . Несим-

метрия связности Г෰௝௞
௜  обусловлена в первую очередь несим-

метрией координат ݔ෬௝௞
௜ . Даже если тензор ߛ௝௞

௜  является сим-

метричным, то связность Г෰௝௞
௜  не является симметричной. По-

скольку в этом случае ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ෬ሾ௝௞ሿݔ

௜ ൌ െ ௝ܰ௞
௜ , то Г෰௝௞

௜  будет полу-
симметричной.  
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Теорема 1. Если тензор деформации γ௝௞
௜  симметричен или 

равен нулю, то связность Г෰௝௞
௜  является полусимметрической. 

Рассмотрим оснащающие векторы ߝሚ̆௜௝: 

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ௜̆௝ߝ ൅ Γ෰௜௝
௞ߝ௞,    Δ෱ߝሚ̆௜௝ ≡ 0  (mod ߱௞). 

Несимметричные векторы  

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ ൅ ௜௝ߛ
௞  ௞ߝ

заданы в касательном пространстве 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠, 
෨߃ ൌ ሚ̆௜௝ሻߝሺ݊ܽ݌ݏ ⊂ ܶଶ ෘܺ௠, однако задают они аффинную связ-
ность 1-го порядка.  

В [7] говорилось, что равенство ݒ௜௝ߝሚ̆௜௝ ൌ  ௞ равносильноߝ௞ݒ
системе  

ݔ௜௝ݒ
∗
௜
ሺ௟ݔ
∗
௝
௞ሻ ൌ ௞ݒ			,0 ൌ ௜௝ߛ௜௝ݒ

௞ , 

имеющей ненулевое решение 

௜௜ݒ ൌ ௜௝ݒ   ,0 ൌ െݒ௝௜,  ݅ ് ௞ݒ	   ,݆ ൌ ௜௝ߛ௜௝ݒ
௞ . 

Таким образом, подпространство ߃෨  пересекает касатель-
ную плоскость ܶ ෘܺ௠, что не позволяет называть ее нормалью, 
даже обобщенной (см.: [8]). Следовательно, хотя выражение 
для альтернированных повторных ковариантных производных 
базисных касательных векторов имеет традиционный вид 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ ൅ ෘܴ

௜௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ)   ௟ߝ ്  ሚ̆௟௜),        (12)ߝ

тем не менее объекты кручения ෰ܶ௝௞
௟  и кривизны ෘܴ௜௝௞

௟  произ-
вольной связности нельзя трактовать как горизонтальную и 
вертикальную составляющие альтернированных повторных 
ковариантных производных касательных векторов. 

Заметим, что равенства ߝሚ̆ሾ௜௝ሿ ൌ ሾ௜௝ሿߛ
௞  ௞ выполняются как наߝ

многообразии ෘܺ௠, так и на многообразии ܺ௠. Таким образом, 
симметрия тензора деформации ߛ௜௝

௞  отвечает за симметрию 

оснащающих векторов ߝሚ̆௜௝. В этом случае ߃෨ ∩ ܶ ෘܺ௠ ൌ ∅.    
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Если тензор деформации ߛ௜௝
௞  симметричен, то касательное 

пространство 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠ распадается в прямую сумму 
ܶଶ ෰ܺ௠ ൌ ܶ ෘܺ௠⨁ܶܪଶ ෰ܺ௠ касательного пространства ܶ ෘܺ௠ и осна-
щающего подпространства ݊ܽ݌ݏሺߝሚ̆௜௝ሻ. В этом случае векторы 
ሚ̆௜௝ߝ ൌ ௜̆௝ߝ ൅ Γ෰௜௝

௞ߝ௞ являются (обобщенными) горизонтальными 
векторами 2-го порядка для аффинной связности 1-го поряд-
ка, подпространство ܶܪଶ ෰ܺ௠ ൌ ሚ̆௜௝ሻ пространства ܶଶߝሺ݊ܽ݌ݏ ෰ܺ௠ — 
(обобщенным) горизонтальным пространством, касательное 
пространство ܶ ෘܺ௠ ൌ ܸܶଶ ෰ܺ௠ — вертикальным пространст-
вом в касательном пространстве 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠.  

 
4. Кривизна, порожденная кручением и деформацией  

аффинной связности 
 
Структурные уравнения для форм ෭߱෩௝

௜ имеют вид 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௞ ∧ ෭߱෩௞
௜ ൅

ଵ

ଶ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Компоненты объекта кривизны можно выразить с помо-
щью компонент объекта связности и его пфаффовых произ-
водных ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ Г෰௝ሾ௞,௟ሿ
௜ െ Г෰௝ሾ௞

௦ Г෰|௦|௟ሿ
௜ , а также с помощью тензора 

деформации [7] 

෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ ௦߲ߛ௝ሾ௞

௜ ݔ
∗
௟ሿ
௦ െ ௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ െ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ ,                (13) 

причем 

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ ≡ െߛ௝௦

௜ ∆෱ ௞ܰ௟
௦ .                                (14) 

Из сравнений (14) видно, что компоненты объекта кривиз-
ны образуют тензор только при ߛ෬௝௞

௜ ൌ 0, то есть для канониче-

ской связности Г෰
௖

௝௞
௜ , причем в этом случае ෰ܴ

௖

௝௞௟
௜ ൌ 0. 

Учитывая сравнения (9, 14) и тензорность объекта дефор-
мации ߛ௝௞

௜ , получим следующее выражение для объекта кри-

визны: ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜ ෰ܶ
௞௟
௦ . Таким образом, справедлива следующая 

теорема. 
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Теорема 2. Деформация ߛ௝௦
௜  и кручение ෰ܶ௞௟

௦  аффинной связ-
ности индуцируют кривизну этой связности по формуле  

෰்ܴ
௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜ ෰ܶ
௞௟
௦ .                                 (15) 

Дадим геометрическую характеристику этой связности с 
помощью альтернированных повторных ковариантных произ-
водных базисных касательных векторов (12).  

Из (41) с учетом форм ෭߱෩௝
௜ следует, что ковариантные про-

изводные тензора ݒ௜ имеют вид 

௜ݒ෱௝׏ ൌ ௝ݒු
௜ െ ௞Γ෰௞௝ݒ

௜ . 

Или, с использованием обозначения (6) и разложения (10), 

௜ݒ෱௝׏ ൌ ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ௞γ௞௝ݒ

௜ . 

Для связности с кривизной (15) получим из (12)  

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ሺߝሚ̆௜௟ െ γ௝௟

௦  ௦ሻߝ

или 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ሺ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కሻ. 

Симметричные векторы  

݁̆ሚ
ୡ

௜௟ ൌ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ሺ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కሻ 

инвариантны и определяют горизонтальное подпространство 

݊ܽ݌ݏ ቆ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ቇ канонической связности Г෰
௖

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ . То есть под-

пространство ݊ܽ݌ݏ ቆ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ቇ симметричных векторов ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ не пере-

секает касательное пространство ܶ ෘܺ௠ и дополняет его до все-
го ܶଶ ෘܺ௠. При этом  

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ௝ܰ௞
௟ ݁̆ሚ
ୡ

௜௟. 
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Теорема 3. Относительно связности, кривизна ෰்ܴ
௝௞௟
௜ ൌ	

ൌ െߛ෬௝௦
௜ ෰ܶ

௞௟
௦  которой порождена кручением и деформацией, аль-

тернации повторных ковариантных производных векторов ߝ௜ 

натянуты на симметричные векторы ݁̆ሚ
ୡ

௜௟ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ, 

определяющие нормаль ܧ෨
ୡ

෨ܧ ,
ୡ

⨁ܶ ෘܺ௠ ൌ ܶଶ ෘܺ௠, дополняющую ка-
сательное пространство ܶ ෘܺ௠ до касательного пространства 
2-го порядка ܶଶ ෘܺ௠.  

 
5. Простая связность и ее свойства 

 
Для векторов ݑ ൌ ݒ ,௜ߝ௜ݑ ൌ ݓ ,௜ߝ௜ݒ ൌ -௜ на деформируߝ௜ݓ

ющемся многообразии ෘܺ௠ имеем 

ݒ௨׏ െ ݑ௩׏ െ ሾݑ, ሿݒ ൌ ሾ௝௞ሿߛ௜ݒ௜ݑ
௜ ௜ߝ ൌ ௜൫ݒ௜ݑ ෰ܶ௝௞

௜ െ ௝ܰ௞
௜ ൯ߝ௜, 

ݓෙ௩׏ෙ௨׏ െ ݓෙ௩׏ෙ௨׏ െ ݓෙሾ௨,௩ሿ׏ ൌ ௝൫ݓ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൅ ෬௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ ൯ݑ௞ݒ௟ߝ௜, 

причем 

ݒ௨׏ ൌ  .௜ߝ௜ݒෙ௝׏௝ݑ

Рассмотрим связность на многообразии ෰ܺ௠, соответству-
ющую симметрической плоской связности на многообразии 
ܺ௠. 

Симметрическая плоская связность на многообразии ܺ௠ 
определяется соотношениями 

ݒ௨׏ െ ݑ௩׏ ൌ ሾݑ,  ,ሿݒ

ݓ௩׏௨׏ െ ݓ௩׏௨׏ ൌ  .ݓሾ௨,௩ሿ׏

На многообразии ෰ܺ௠ этой связности будет соответствовать 
связность, кручение и кривизна которой выражаются по фор-
мулам 

T෱ே ௜௝
௞ ൌ ௜ܰ௝

௞ ,                                      (16) 

෰ܴே
௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜
௞ܰ௟
௦ .                                 (17) 
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Определение. Связность, кручения и кривизна которой 
выражаются через симметричный тензор деформации по фор-
мулам (16, 17), назовем простой и обозначим Γ෰ே ௝௞

௜ . Эта связ-
ность является полусимметрической. 

Кручение (16) отвечает связности с симметричным тензо-
ром деформации ߛ௝௞

௜ . В этом случае связность является полу-
симметрической, а горизонтальные векторы ߝሚ̆௜௝ симметричны: 

ሚ̆ሺ௜௝ሻߝ ൌ ቀݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ቁ ߲௟௞ ൅ ൫ߛሺ௜௝ሻ

௞ ൯ߝ௞ ൅ ሺݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ሻ߲క. 

Для симметрического тензора деформации из (12) следует 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ T෱ே ௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ ൅ ෰ܴே

௜௝௞
௟ ௟ߝ ൌ ௝ܰ௞

௟ ൫ߝሚ̆௜௟ െ ෬௜௟ߛ
௦ ௦൯ߝ ൌ 

ൌ ௝ܰ௞
௟ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ ቀ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కቁ ൌ ௝ܰ௞
௟ ݁̆ሚ
ୡ

௜௟. 

Теорема 4. На многообразии ෘܺ௠ для полусимметрической 
связности с кручением T෱ே ௜௝

௞ ൌ ௜ܰ௝
௞  (16) и кривизной ෰ܴே

௝௞௟
௜ ൌ	

ൌ െߛ௝௦
௜

௞ܰ௟
௦  (17) имеем 

ݒ௨ߘ െ ݑ௩ߘ ൌ ሾݑ, ݓ௩׏௨׏			,ሿݒ െ ݓ௩׏௨׏ ൌ  .ݓሾ௨,௩ሿ׏

Это аналог связности без кручения и кривизны, заданной 
на многообразии ܺ௠.  

Утверждение. Если на многообразии ෘܺ௠ тензор деформа-
ции симметричен, то есть ߛሾ௝௞ሿ

௜ ൌ 0, то ߘ௨ݒ െ ݑ௩ߘ ൌ ሾݑ,   .ሿݒ
Проанализируем дополнительно условие (17) с учетом (13). 

Из (13) следует, что тензор ߛ௝௞
௜  удовлетворяет условию 

௦߲ߛ௝ሾ௞
௜ ݔ

∗
௟ሿ
௦ ൌ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ . 

В случае кручения и кривизны (16, 17) для альтернирован-
ных ковариантных производных тензора ߛ௝௞

௜  справедливо 

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െݔ

∗
ሾ௟
௦

௦߲ߛ|௝|௞ሿ
௜ , 

или, с помощью касательных векторов ߝ௟, 

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െ߲ఌሾ೗ߛ|௝|௞ሿ

௜ . 
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Теорема 5. Относительно простой связности Γ෰ே ௝௞
௜  аль-

тернации ковариантных производных тензора деформации 
противоположны альтернациям производных тензора де-
формации по направлению векторов ߝ௟, то есть  

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െߝሾ௟൫ߛ|௝|௞ሿ

௜ ൯. 

Условие ߛ௝௞
௜ ൌ 0 выделяет из простой связности Γ෰ே ௝௞

௜  кано-

ническую связность Г෰
ୡ

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ , которая является плоской и 
полусимметрической и для которой также выполняется 

෰ߘ
ୡ

௨ݒ െ ෰ߘ
ୡ

௩ݑ ൌ ሾݑ, ෰ߘ     ,ሿݒ
ୡ

௨ߘ෰
ୡ

௩ݓ െ ෰ߘ
ୡ

௨ߘ෰
ୡ

௩ݓ ൌ ෰ߘ
ୡ

ሾ௨,௩ሿݓ. 

Замечание. На многообразии ෘܺ௠ симметрическая дефор-
мация связности (генератор [8]) выделяет класс полусиммет-
рических связностей Γ෰ே ௝௞

௜ , близкий по свойствам симметриче-

ской связности Γ௝௞
௜  многообразия ܺ௠. В работе [8] отмечено, 

что при использовании неголономных реперов симметричные 
связности не выделяются; в этом случае любые связности (в 
том числе и связности без кручения) имеют несимметричные 
компоненты.  
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connection are expressed in terms of the symmetric deformation tensor 
for the connection. Canonical connection is a special case of this connec-
tion, it is semi-symmetric and curvature-free. 
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