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Ýòî øåñòàÿ ñòàòüÿ â ñåðèè, äàþùåé îáçîð íåêîòîðûõ
ðàçäåëîâ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïîëóêîëåö, ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ìàòðèö
è òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ω-àëãåáðàè-
÷åñêèõ ñèñòåì íàä êâåìèêîëüöàìè, êîòîðûå îáîáùàþò êëàñ-
ñè÷åñêèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, ïîðîæäàþùèå
ÿçûêè íàä êîíå÷íûìè è áåñêîíå÷íûìè ñëîâàìè. Ïðåäñòàâëå-
íèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áàçèðóåòñÿ íà ïàðàõ íåïðåðûâíîå ïî-
ëóêîëüöî ñî çâåçäîé � îìåãà-ïîëóìîäóëü.

Îïðåäåëåíû ω-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è îõàðàêòåðèçî-
âàíû èõ ðåøåíèÿ ïîðÿäêà k ÷åðåç ïîâåäåíèå êîíå÷íûõ àëãå-
áðàè÷åñêèõ àâòîìàòîâ. Ýòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåíû â ñîîò-
âåòñòâèå ñ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ÿçûêàìè. Çàòåì ââî-
äÿòñÿ ðàöèîíàëüíûå è àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêòîðû è àá-
ñòðàêòíûå ω-ñåìåéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä êâåìèêîëüöà-
ìè è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàöèîíàëüíûå è àëãåáðàè÷åñêèå ñòå-
ïåííûå ðÿäû êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ñëîâ îáðàçóþò òàêèå
àáñòðàêòíûå ω-ñåìåéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

This is the sixth paper of a series of papers that will give a
survey on several topics on formal languages and automata by
using semirings, formal power series, matrices and �xed point
theory.

The sixth paper of this series deals with the basic results in
the theory of ω-algebraic systems over quemirings generalizing the
classical context-free grammars generating languages over �nite
and in�nite words. The presentation of these results is based on
continuous starsemiring-omegasemimodule pairs.

We de�ne ω-algebraic systems and characterize their solutions
of order k by behaviors of algebraic �nite automata. These solu-
tions are then set in correspondence to ω-context-free languages.
Then we introduce rational and algebraic transducers, and abstract
ω-families of power series over quemirings and prove that rational
and algebraic power series of �nite and in�nite words constitute
such abstract ω-families of power series.
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1. Ââåäåíèå

Ýòî øåñòàÿ ñòàòüÿ â ñåðèè, äàþùåé îáçîð íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ
òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ, â íåé ñîîáùàåòñÿ îá îáîá-
ùåíèè íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ôîðìàëüíûõ ÿçûêàõ,
ôîðìàëüíûõ ÿçûêàõ íàä äåðåâüÿìè, ÿçûêàõ ñ êîíå÷íûìè è áåñêî-
íå÷íûìè ñëîâàìè, àâòîìàòàõ, àâòîìàòàõ íàä äåðåâüÿìè è äð. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ÷àñòÿìè I�V [1�5] íàøåé ñåðèè.

Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ω-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ðà-
öèîíàëüíûå è àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêòîðû è àáñòðàêòíûåω-ñåìåé-
ñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä êâåìèêîëüöàìè. Êàê è â ÷àñòè V [5], íàøè-
ìè áàçîâûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè áóäóò ïàðû ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü, â îñîáåííîñòè íåïðåðûâíûå ïàðû ïîëóêîëüöî-ïîëóìî-
äóëü. Ýòè ïàðû ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü áûëè ââåäåíû â ãëàâå 2 ÷à-
ñòè V [5], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ýòîé ãëàâîé. Íà-
ñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ýòîé è òðåõ ïîñëåäóþùèõ ãëàâ.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ω-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è ω-àëãå-
áðàè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû. Ðåøåíèÿ ïîðÿäêàk ýòèõ ω-àëãåáðàè÷åñ-
êèõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîâåäåíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ.

Çàòåì â ãëàâå 3 ω-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è ω-àëãåáðàè÷åñêèå
ñòåïåííûå ðÿäû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè
ãðàììàòèêàìè èω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ÿçûêàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Â ãëàâå 4 ìû ðàññìîòðèì ìîðôèçìû ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-
îìåãà-ïîëóìîäóëü è èõ ðàñøèðåíèÿ äî ìàòðèö. Ìû ââåäåì ðàöèî-
íàëüíûå è àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêòîðû è òðàíñäóêöèè íàä ïàðàìè
ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Ìû äîêàæåì, ÷òî ðàöèî-
íàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêàÿ) òðàíñäóêöèÿ ðàöèîíàëü-
íîãî (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîãî) çàìûêàíèÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèì) çàìûêàíèåì. Çàòåì
ìû êîíêðåòèçèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðå ðàöèîíàëüíûõ è
àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêòîðîâ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå è îïðåäåëèì
àáñòðàêòíûå ω-ñåìåéñòâà ÿçûêîâ.

Èçëîæåíèå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñëåäóåò ðàáîòàì Åçèêà è Êóèõà
[14; 17].
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2. ω-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû
Â ãëàâàõ 2 è 3 T � êâåìèêîëüöî, Y = {y1, . . . , yn} ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ (êâåìèêîëüöà), T¶ = A è T0 = V .
Òåðì-ïðîèçâåäåíèå t èìååò âèä t(y1, . . . , yn) = s0yi1s1 . . . sk−1yiksk,
k > 0, ãäå sj ∈ A − {0}, 0 6 j < k, sk ∈ A, è yij ∈ Y . Ýëåìåíòû sj

íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè òåðìà-ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè k > 1, ìû íå
áóäåì âûïèñûâàòü êîýôôèöèåíòû, ðàâíûå 1.

Òåðì-ñóììà ïðîèçâåäåíèé p � ñóììà òåðìîâ-ïðîèçâåäåíèé tj , òî
åñòü

p(y1, . . . , yn) =
∑

16j6m

tj(y1, . . . , yn) .

Êîýôèöèåíòû âñåõ òåðìîâ-ïðîçâåäåíèé tj , 1 6 j 6 m, íàçûâàþò êî-
ýôôèöèåíòàìè òåðìà-ñóììû ïðîèçâåäåíèé p. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
òåðì-ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí èç êâåìè-
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êâåìèêîëüöîì T îò ìíîæåñòâà ïåðåìåí-
íûõ Y â ñìûñëå Ëàóøà è Í¼áàóåðà [19, ãë. 1.4]. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà
A′ ⊆ A, îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ òåðìîâ-ñóìì ïðîèçâåäåíèé ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â A′ ÷åðåç A′(Y ). Çàìåòèì, ÷òî òåðìû-ñóììû ïðîèçâåäåíèé
èç A(Y ) â òî÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû èç ïîäêâåìè-
êîëüöà êâåìèêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâîìA∪ Y .

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî îòîáðàæåíèÿ, ïîðîæäàåìûå
òåðìàìè-ñóììàìè ïðîèçâåäåíèé. Ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè íà T â ñìûñëå Ëàóøà è Í¼áàóåðà [19,
ãë. 1.6].

Êàæäûé òåðì-ïðîèçâåäåíèå t (ñîîòâåòñòâåííî òåðì-ñóììà ïðî-
èçâåäåíèé p) îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå t̄
(ñîîòâåòñòâííî p̄) èç Tn â T . Äëÿ òåðìà-ïðîèçâåäåíèÿ t, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî âûøå, îòîáðàæåíèå t̄ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

t̄(τ1, . . . , τn) = s0τi1s1 . . . sk−1τiksk ,

à äëÿ òåðìà-ñóììû ïðîèçâåäåíèé p, ïðåäñòàâëåííîãî êîíå÷íîé ñóì-
ìîé òåðìîâ-ïðîèçâåäåíèé tj , êàê óêàçàíî âûøå, îòîáðàæåíèå p̄ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

p̄(τ1, . . . , τn) =
∑

16j6m

t̄j(τ1, . . . , τn)

äëÿ âñåõ (τ1, . . . , τn) ∈ Tn.
Ïóñòü (A, V ) � ïàðà ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü è ïóñòüA×V � êâå-

ìèêîëüöî, åþ îïðåäåëÿåìîå. ÏóñòüA′ ⊆ A. A′-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn) íàä êâåìèêîëüöîì A×V
åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé

yi = pi, 1 6 i 6 n ,

ãäå êàæäûé pi åñòü òåðì-ñóììà ïðîèçâåäåíèé âA′(Y ). Ðåøåíèå ýòîé
A′-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê (τ1, . . . , τn) ∈ Tn òà-
êîå, ÷òî τi = p̄i(τ1, . . . , τn), 1 6 i 6 n.
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×àñòî óäîáíî çàïèñûâàòü A′-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó yi = pi,
1 6 i 6 n, â ìàòðè÷íîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé. Îïðåäåëèâ äâà âåêòîð-
ñòîëáöà

y =




y1
...

yn


 è p =




p1
...

pn


 ,

ìû ìîæåì çàïèñàòü yi = pi, 1 6 i 6 n, â ìàòðè÷íîé ôîðìå

y = p(y) èëè y = p .

Ðåøåíèå ñèñòåìû y = p(y) îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü êàê òàêîå τ ∈ Tn,
÷òî τ = p̄(τ), ãäå p̄ = (p̄i)16i6n.

Ðàññìîòðèì òåðì-ïðîèçâåäåíèå t(y1, . . . , yn) = s0yi1s1 . . . sk−1yiksk

è ïóñòü τi = (σi, ωi) ∈ A× V , 1 6 i 6 n. Òîãäà

t̄(τ1, . . . , τn) = s0(σi1 , ωi1)s1 . . . sk−1(σik , ωik)sk =
= (s0σi1s1 . . . sk−1σiksk, s0ωi1 + s0σi1s1ωi2 + . . .+
+ s0σi1s1 . . . sk−2σik−1

sk−1ωik) .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äëÿ σ = (σ1, . . . , σn) ∈ An

tσ(z1, . . . , zn) = s0zi1 + s0σi1s1zi2 + . . . + s0σi1s1 . . . sk−2σik−1
sk−1zik

è, åñëè p(y1, . . . , yn) =
∑

16j6m tj(y1, . . . , yn), òî

pσ(z1, . . . , zn) =
∑

16j6m

(tj)σ(z1, . . . , zn) .

Çäåñü z1, . . . , zn � ïåðåìåííûå íàä ïîëóìîäóëåì V . Ïîëó÷èì òåïåðü

t̄(τ1, . . . , τn) = t̄(σ1, . . . , σn) + t̄σ(ω1, . . . , ωn)

è
p̄(τ1, . . . , τn) = p̄(σ1, . . . , σn) + p̄σ(ω1, . . . , ωn) .

Êðîìå òîãî,

p̄(τ1, . . . , τn)¶ = p̄(σ1, . . . , σn) è p̄(τ1, . . . , τn).0 = p̄σ(ω1, . . . , ωn) .

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå y (ñîîòâåòñòâåííî x è z) îáîçíà÷àåò âåêòîð-

ñòîëáåö




y1
...

yn


 (ñîîòâåòñòâåííî




x1
...

xn


 è




z1
...

zn


), ãäå yi (ñîîòâåò-

ñòâåííî xi è zi) � ïåðåìåííûå íàä A× V (ñîîòâåòñòâåííî A è V ).
Â äàëüíåéøåì A′ áóäåò âñåãäà îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî A, ñî-

äåðæàùåå 0 è 1.
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A × V � êâåìèêîëüöî è ïóñòü y = p(y)
� A′-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä A × V . Òîãäà (σ, ω) ∈ (A × V )n

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû y = p(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
σ � ðåøåíèå A′-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû x = p(x) íàä A è ω �
ðåøåíèå Alg(A′)-ëèíåéíîé ñèñòåìû z = pσ(z) íàä V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ = (σ,ω) � ðåøåíèå ⇔ τ = p̄(τ) =
= p̄(σ) + p̄σ(ω) ⇔ σ = p̄(σ) è ω = p̄σ(ω).

Ðàññìîòðèì A′-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó y = p(y) íàä íåïðåðûâ-
íûì êâåìèêîëüöîì A × V . Òîãäà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ðåøåíèå
A′-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû x = p(x) íàä A, ñêàæåì σ. Êðîìå òîãî,
çàïèøåì Alg(A′)-ëèíåéíóþ ñèñòåìó z = pσ(z) íàä V â âèäå z = Mz,
ãäå M � n × n-ìàòðèöà. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.5 ÷àñòè V [5] Mωk äëÿ
0 6 k 6 n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû z = pσ(z). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî òåîðåìå 2.1 (σ, Mωk), 0 6 k 6 n, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû y = p(y). Äëÿ äàííîãî k ∈ {0, 1, . . . , n} íàçîâåì ýòî ðåøå-
íèå ðåøåíèåì ïîðÿäêà k ñèñòåìû y = p(y). ×åðåç ω-Alg(A′) îáî-
çíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïîíåíò ðåøåíèé âñåõ ïîðÿäêîâ k äëÿ
A′-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä A× V .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îìåãà-ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé A , ãäå ïîëó-
êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ âäîáàâîê êîììóòàòèâíûì è íåïðåðûâíûì, è aë-
ôàâèòΣ. Ïî òåîðåìå 5.5 ÷àñòè V [5] (A〈〈Σ∗〉〉, A〈〈Σω〉〉) � íåïðåðûâíàÿ
ïàðà ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü.

Ïóñòü AΣ∗ = {sw | s ∈ A, w ∈ Σ∗}. Òîãäà ω-Alg(AΣ∗) ðàâíî ñî-
âîêóïíîñòè êîìïîíåíò ðåøåíèé ïîðÿäêà k äëÿ AΣ∗-àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû íàä A〈〈Σ∗〉〉 × A〈〈Σω〉〉 yi = pi, 1 6 i 6 n, ãäå pi �
ìíîãî÷ëåí èç A〈(Σ ∪ Y )∗〉. Âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè A ëþ-
áàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ òåðìîì-ñóììîé
ïðîèçâåäåíèé èç AΣ∗(Y ), ïîðîæäàåòñÿ òàêæå ìíîãî÷ëåíîì èç
A〈(Σ∪Y )∗〉, è îáðàòíî. Îáîçíà÷èìω-Alg(AΣ∗) ÷åðåçAω-alg〈〈Σ∗, Σω〉〉.
AΣ∗-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ω-àëãåáðàè÷åñêèìè ñè-
ñòåìàìè (íàä A è Σ), à ñòåïåííûå ðÿäû èç Aω-alg〈〈Σ∗, Σω〉〉 �
ω-àëãåáðàè÷åñêèìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè (íàä A è Σ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðì-ïðîèçâåäåíèå èçA〈(Σ ∪ Y )∗〉
t(y1, . . . , yn) = sw0yi1w1 . . . wk−1yikwk,

ãäå s ∈ A è wi ∈ Σ∗, 1 6 i 6 k. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ
x = (xi)16i6n tx(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn) = sw0zi1 + sw0xi1w1zi2 + . . .+
+ sw0xi1w1 . . . wk−2xik−1

wk−1zik è â ñëó÷àå, åñëè p(y1, . . . , yn) =
=

∑
16j6m tj(y1, . . . , yn),

px(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn) =
∑

16j6m

(tj)x(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn) .

Çäåñü x1, . . . , xn (ñîîòâåòñòâåííî z1, . . . , zn) � ïåðåìåííûå íàä
A (ñîîòâåòñòâåííî V ). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ σ ∈ (A〈〈Σ∗〉〉)n ïîëó÷èì
px(σ1, . . . , σn, z1, . . . , zn) = pσ(z1, . . . , zn).
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Ïóñòü äàíà ω-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà y = p(y) íàä A〈〈Σ∗〉〉 ×
×A〈〈Σω〉〉. Íàçîâåì x = p(x), z = px(x, z) ñìåøàííîé ω-àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìîé íàä (A〈〈Σ∗〉〉, A〈〈Σω〉〉), ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé
y = p(y).

Çàïèøåì z = px(x, z) â âèäå z = M(x)z, ãäå M(x) �
n×n-ìàòðèöà. Òîãäà (σ, M(σ)ωk) äëÿ 0 6 k 6 n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû x = p(x), z = px(x, z). Êðîìå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ïîðÿäêà k ñèñòåìû y = p(y).

3. ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè

Ñìåøàííàÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà

G = (n, Σ, P, j, k)

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç:
(i) àëôàâèò X = {x1, . . . , xn} ïåðåìåííûõ äëÿ êîíå÷íûõ âûâîäîâ

è àëôàâèò Z = {z1, . . . , zn} ïåðåìåííûõ äëÿ áåñêîíå÷íûõ âû-
âîäîâ, n > 1, X ∩ Z = ∅;

(ii) àëôàâèò Σ òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, Σ ∩ (X ∪ Z) = ∅;
(iii) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîäóêöèé âèäà x → α, x ∈ X,

α ∈ (X ∪ Σ)∗ èëè z → αz′, z, z′ ∈ Z, α ∈ (X ∪ Σ)∗;
(iv) ñòàðòîâóþ ïåðåìåííóþ xj (ñîîòâåòñòâåííî zj) äëÿ êîíå÷íûõ

(ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íûõ) âûâîäîâ, 1 6 i 6 n;
(v) ìíîæåñòâî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ äëÿ áåñêîíå÷íûõ âûâî-

äîâ {z1, . . . , zk}, 0 6 k 6 n.
Êîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä (îòíîñèòåëüíî G) α ⇒∗

L w,
α ∈ (X ∪ Σ)∗, w ∈ Σ∗ îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Áåñêîíå÷-
íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä (îòíîñèòåëüíî G) π : z ⇒ω

L w, z ∈ Z,
w ∈ Σω îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π : z ⇒L α1zi1 ⇒∗
L w1zi1 ⇒L w1α2zi2 ⇒∗

L w1w2zi2 ⇒L . . . ⇒∗
L⇒∗

L w1w2 . . . wmzim ⇒L w1w2 . . . wmαm+1zim+1 ⇒∗
L . . . ,

ãäå z → α1zi1 , zi1 → α2zi2 , . . . , zim → αm+1zim+1 , . . . ∈ P ,
w1, w2, . . . , wm, . . . ∈ Σ∗ è w = w1w2 . . . wm . . ..

Ïóñòü INV(π) = {z ∈ Z | z áåñêîíå÷íî ÷àñòî çàïèñàíî â π}. Òîãäà
èìååì L(G) = {w ∈ Σ∗ | xj ⇒∗

L w} ∪ {w ∈ Σω | π : zj ⇒ω
L w,

INV(π) ∩ {z1, . . . , zk} 6= ∅}.
Îáñóäèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó ñìåøàííûìè ω-àëãåáðàè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè íàä (A〈〈Σ∗〉〉, A〈〈Σω〉〉), ãäå A åñòü B èëè N∞, è ñìåøàí-
íûìè ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè (ñì. òàêæå ÷àñòü II
[2, ïåðåä òåîðåìîé 3.8]). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äàííîé ñìåøà-
íîîé ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå Gj, k = (n, Σ, P, j, k),
1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n ñìåøàííóþ ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
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xi = pi(x1, . . . , xn), zi = qi(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn), 1 6 i 6 n íàä
(A〈〈Σ∗〉〉, A〈〈Σω〉〉) ïîñðåäñòâîì

(pi, α) = 1, åñëè xi → α ∈ P, (pi, α) = 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,
(qi, α) = 1, åñëè zi → α ∈ P, (qi, α) = 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Îáðàòíî, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñìåøàííîéω-àëãåáðàè÷åñêîé ñè-
ñòåìå xi = pi(x1, . . . , xn), zi = qi(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn), 1 6 i 6 n, ñìå-
øàííóþ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó Gj, k = (n, Σ, P, j, k),
1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n ïîñðåäñòâîì xi → α ∈ P , åñëè (pi, α) 6= 0, è
zi → α ∈ P , åñëè (zi, α) 6= 0. Âñÿêèé ðàç, ãîâîðÿ î ñìåøàííîé
ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå, àññîöèèðîâàííîé ñî ñìåøàí-
íîé ω-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè íàîáîðîò, áóäåì ïîíèìàòü ïîä
ýòèì ñîîòâåòñòâèå â ñìûñëå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû èñïîëüçóåì èçîìîðôèçì ìåæäó
B〈〈Σ∗〉〉 × B〈〈Σω〉〉 è 2Σ∗ × 2Σω .

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü Gj, k = (n, Σ, P, j, k), 1 6 j 6 n,
0 6 k 6 n � ñìåøàííàÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà
è xi = pi(x1, . . . , xn), zi = qi(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn), 1 6 i 6 n
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñìåøàííàÿ ω-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä
(B〈〈Σ∗〉〉, B〈〈Σω〉〉). Ïóñòü (σ, τ) � ðåøåíèå ïîðÿäêà k, 0 6 k 6 n, ñè-
ñòåìû xi = pi, zi = qi, 1 6 i 6 n. Òîãäà L(Gj, k) = σj + τj, 1 6 j 6 n,
0 6 i 6 k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.6 ÷àñòè II [2] ïîëó÷èì σj =
= {w ∈ Σ∗ | xj ⇒∗

L w}, 1 6 j 6 n, à ïî òåîðåìå 5.9 ÷àñòè V [5],
ïðèìåíåííîé ê A = B, ïîëó÷èì τj = {w ∈ Σω | π : zj ⇒∗

L w,
INV(π) ∩ {z1, . . . , zk} 6= ∅}, 1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n.

Åñëè íàøèì áàçîâûì êâåìèêîëüöîì ÿâëÿåòñÿN∞〈〈Σ∗〉〉×N∞〈〈Σω〉〉,
òî ìû ìîæåì âûâåñòè áîëåå ñèëüíûå ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Gj, k = (n, Σ, P, j, k), 1 6 j 6 n,
0 6 k 6 n � ñìåøàííàÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà è
xi = pi(x1, . . . , xn), zi = qi(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn), 1 6 i 6 n �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñìåøàííàÿ ω-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä
(N∞〈〈Σ∗〉〉, N∞〈〈Σω〉〉). Ïóñòü (σ, τ) � ðåøåíèå ïîðÿäêà k, 0 6 k 6 n
ñèñòåìû xi = pi, zi = qi, 1 6 i 6 n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dj(w), w ∈ Σ∗
(ñîîòâåòñòâåííî w ∈ Σω) ÷èñëî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ êîíå÷-
íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íûõ ëåâîñòî-
ðîííèõ âûâîäîâ π, ãäå INV(π) ∩ {z1, . . . , zk} 6= ∅) èç ïåðåìåííîé xj

(ñîîòâåòñòâåííî zj), 1 6 j 6 n. Òîãäà

σj =
∑

w∈Σ∗
dj(w)w è τj =

∑

w∈Σω

dj(w)w , 1 6 j 6 n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.8 ÷àñòè II [2] è ïî òåîðåìå 5.9
÷àñòè V [5], ïðèìåíåííîé ê A = N∞.
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ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà (ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè) G = (Φ, Σ, P, A, F ) åñòü îáû÷íàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ
ãðàììàòèêà (Φ, Σ, P, A), äîïîëíåííàÿ ìíîæåñòâîì F ⊆ Φ ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ (ñì. òàêæå [9]).

Áåñêîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä π îòíîñèòåëüíî G, íà÷èíà-
þùèéñÿ ñ íåêîòîðîé ñòðîêè α, îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

π : α ⇒L α1 ⇒L α2 ⇒L . . . ,

ãäå α, αi ∈ (Φ∪Σ)∗ è⇒L îïðåäåëåíû êàê îáû÷íî. Ýòîò áåñêîíå÷íûé
ëåâîñòîðîííèé âûâîä π ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñàí
â âèäå

α = β0B0γ0 ⇒∗
L v0B0γ0 ⇒L v0β1B1γ1γ0 ⇒∗

L⇒∗
L v0v1B1γ1γ0 ⇒L v0v1β2B2γ2γ1γ0 ⇒∗

L . . . ,

ãäå vi ∈ Σ∗; βi, γi ∈ (Φ ∪ Σ)∗; Bi → βi+1Bi+1γi+1 ∈ P ; βi ⇒∗
L vi;

îñîáîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé Bi íå ïåðåïèñûâàåòñÿ â ïîäâûâîäå
βiBiγi ⇒∗

L viBiγi, à ïåðåìåííûå â γi íèêîãäà íå ïåðåïèñûâàþòñÿ
â áåñêîíå÷íîì ëåâîñòîðîííåì âûâîäå π. Ýòî âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé Bi íàçûâàåòñÿ i-é çíà÷èìîé ïåðåìåííîé âûâîäà π. (Çàìåòèì,
÷òî äåðåâî áåñêîíå÷íîãî âûâîäà π èìååò åäèíñòâåííûé áåñêîíå÷-
íûé ïóòü, îïðåäåëÿþùèé ïåðåìåííûåBi.) Ìû áóäåì òàêæå çàïèñû-
âàòü äëÿ òàêîãî áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà π : α ⇒ω

L w
äëÿ w = w0w1 . . . wn . . .. Ïî îïðåäåëåíèþ INV(π) = {Σ ∈ Φ | Σ
áåñêîíå÷íî ÷àñòî ïåðåïèñûâàåòñÿ â π}. ω-ÿçûê L(G), ïîðîæäåííûé
ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé G, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(G) = {w ∈ Σ∗ | A ⇒∗
L w}∪{w ∈ Σω | π : A ⇒ω

L w, INV(π)∩F 6= ∅} .

ω-ÿçûê L íàçûâàåòñÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, åñëè îí ïîðîæ-
äàåòñÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé. (Îáû÷íî ω-ÿçûê ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Σω. Çäåñü îí � ïîäìíîæåñòâî Σ∗ ∪ Σω.)

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ω-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàä A〈〈Σ∗〉〉 ×
×A〈〈Σω〉〉 è ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé òàêîå æå, êàê
îáû÷íî (ñì. òàêæå ÷àñòü II [2, ïåðåä òåîðåìîé 3.8]). Ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå äàííîé ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå
Gj = ({y1, . . . , yn}, Σ, P, yj , {y1, . . . , yk}) ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó yi = pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n íàä A〈〈Σ∗〉〉 × A〈〈Σω〉〉 ïîñðåäñòâîì
(pi, α) = 1, åñëè yi → α ∈ P , è (pi, α) = 0 � â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Îáðàòíî, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ω-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå
yi = pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n, ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòè-
êó Gj, k = ({y1, . . . , yn}, Σ, P, yj , {y1, . . . , yk}), 1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n
ïîñðåäñòâîì yi → α, åñëè (pi, α) 6= 0.

Ëþáàÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà G èíäóöèðóåò ñìå-
øàííóþ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó G′ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü G = (Φ, Σ, P, A, F ), ãäå áåç ïîòåðè îáùíîñòè
Φ = {y1, . . . , yn}, A = yj è F = {y1, . . . , yk}. Òîãäà G′ =
= (n, Σ, P ′, j, k), ãäå P ′ îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
yi → α = w0yi1w1 . . . wt−1yitwt ∈ P , ãäå yi, yi1 , . . . , yit ∈ Φ è
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w0, w1, . . . , wt ∈ Σ∗. Òîãäà îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ïðîäóê-
öèé

Uyi→α = {xi → w0xi1w1 . . . wt−1xitwt}∪
∪ {zi → w0zi1 , zi → w0xi1w1zi2 , . . . , zi → w0xi1w1xi2 . . . wt−1zit} ,

è, êðîìå òîãî,
P ′ =

⋃

yi→α∈P

Uyi→α .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà yi ⇒∗
L w,

w ∈ Σ∗ â G, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä xi ⇒∗
L w

â G′, èñïîëüçóþùèé òîëüêî x-ïðîäóêöèè. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî
áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà âG

yi ⇒L β1yi1γ1 ⇒∗
L w1yi1γ1 ⇒L w1β2yi2γ2γ1 ⇒∗

L⇒∗
L w1w2yi2γ2γ1 ⇒L w1w2β3yi3γ3γ2γ1 ⇒∗

L . . . ,

ãäå yi åñòü 0-ÿ, à yij � j-ÿ çíà÷èìàÿ ïåðåìåííàÿ, ñóùåñòâóåò ñëåäó-
þùèé áåñêîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä âG′:

zi ⇒L β̄1zi1 ⇒∗
L w1zi1 ⇒L w1β̄2zi2 ⇒∗

L w1w2zi2 ⇒L w1w2β̄3zi3 ⇒∗
L . . . ,

ïðè ýòîì, åñëè âβi ïåðåìåííûå y çàìåíèòü íà x, òî ïîëó÷èì β̄i. Çäåñü
zi → β̄1zi1 ∈ Uyi→β1yi1

γ1 è zij → β̄j+1zij+1 ∈ Uyij
→βj+1yij+1

γj+1 . Îáà
áåñêîíå÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäà ïîðîæäàþòw1w2w3 . . . ∈ Σω.

Îáðàòíî, äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà
zi ⇒ω

L w â G′ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ëåâîñòî-
ðîííèé âûâîä â G yi ⇒ω

L w, w ∈ Σω. Áîëåå òîãî, åñëè P ′ ÿâëÿåòñÿ
íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåìUyi→α äëÿ âñåõ yi → α ∈ P , òî ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó áåñêîíå÷íûìè ëåâîñòîðîííèìè âûâîäàìè âG è â G′ âçàèìíî
îäíîçíà÷íî.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà π â ω-êîíòåêñòíî-ñâî-
áîäíîé ãðàììàòèêå G îïðåäåëèì INSV(π) = {yi ∈ Φ | yi âñòðå÷à-
åòñÿ áåñêîíå÷íî ÷àñòî êàê çíà÷èìàÿ ïåðåìåííàÿ â π}. ßñíî, ÷òî åñ-
ëè äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ π â ω-êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå G = (Φ, Σ, P, A, F ) èìååì INV(π) ∩ F 6= ∅
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà INSV(π) ∩ F 6= ∅, òî L(G′) = L(G), ãäå
G′ � ñìåøàííàÿ ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà, èíäóöèðîâàí-
íàÿ ãðàììàòèêîé G.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü Gj,k = ({y1, . . . , yn}, Σ, P, yj , {y1, . . . , yk}),
1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n � ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà è yi =
= pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ω-àëãåáðàè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà íàä B〈〈Σ∗〉〉 ×B〈〈Σω〉〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäàπ èìååì INV(π)∩{y1, . . . , yk} 6=
6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà INSV(π) ∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅. Ïóñòü
(σ, τ) � ðåøåíèå ïîðÿäêà k, 0 6 k 6 n ω-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
íàä (B〈〈Σ∗〉〉, B〈〈Σω〉〉), èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìîé yi = pi, 1 6 i 6 n.
Òîãäà L(Gj,k) = σj + τj, 1 6 j 6 n, 0 6 i 6 k.
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Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü Gj,k = ({y1, . . . , yn}, Σ, P, yj , {y1, . . . , yk}),
1 6 j 6 n, 0 6 k 6 n � ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà è
yi = pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ω-àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä N∞〈〈Σ∗〉〉 × N∞〈〈Σω〉〉. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà π èìååì
INV(π) ∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà INSV(π) ∩
∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dj(w), w ∈ Σ∗ (ñîîòâåòñòâåí-
íî w ∈ Σω) ÷èñëî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ëåâîñòî-
ðîííèõ âûâîäîâ (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âû-
âîäîâ π òàêèõ, ÷òî INSV(π) ∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅) èç ïåðåìåííîé yj,
1 6 j 6 n. Òîãäà

σj =
∑

w∈Σ∗
dj(w)w è τj =

∑

w∈Σω

dj(w)w , 1 6 j 6 n .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè k = n èëè n = 1, òî INV(π) ∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà INSV(π) ∩ {y1, . . . , yk} 6= ∅ äëÿ âñåõ π.

Ïðèìåð 3.1 (ñì. òàêæå [9, ïðèìåð 3.1.6]). Ðàññìîòðèì
ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä B〈〈Σ∗〉〉 × B〈〈Σω〉〉, ãäå Σ = {a, b}:
y1 = ay1b + ab, y2 = y1y2. Îíà èíäóöèðóåò ñìåøàííóþ ω-àëãåáðàè-
÷åñêóþ ñèñòåìó íàä (B〈〈Σ∗〉〉, B〈〈Σω〉〉) x1 = ax1b + ab, x2 = x1x2,
z1 = az1, z2 = z1+x1z2. Íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìûx1 = ax1b+ab,
x2 = x1x2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê σ =

(∑
n>1 anbn, 0

)T . z-óðàâíåíèÿ ìî-

ãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå z = Mz, ãäå M =
(

a 0
ε x1

)
. Ïîëó÷èì

Mω1 =
(

aω

x∗1a
ω

)
è Mω2 =

(
aω

xω
1 + x∗1a

ω

)
.

ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ω-àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå, èìååò ïðîäóêöèè y1 → ay1b, y1 → ab,
y2 → y1y2. Áåñêîíå÷íûå ëåâîñòîðîííèå âûâîäû:

(i) y1 ⇒L ay1b ⇒L aay1bb ⇒L . . . ⇒L any1b
n ⇒L . . ., òî åñòü

y1 ⇒ω
L aω ñ ïîâòîðÿþùåéñÿ ïåðåìåííîé y1;

(ii) y2 ⇒L y1y2 ⇒∗
L an1bn1y2 ⇒L an1bn1y1y2 ⇒∗

L an1bn1 . . .
. . . antbnty2 ⇒L . . ., òî åñòü y1 ⇒ω

L an1bn1 . . . antbnt . . . ñ ïîâòîðÿþ-
ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè y1, y2;

(iii) y2 ⇒∗
L an1bn1 . . . antbnty2 ⇒L an1bn1 . . . antbnty1y2 ⇒ω

L⇒ω
L an1bn1 . . . antbntaω, òî åñòü y2 ⇒ω

L an1bn1 . . . antbntaω, t > 0 ñ
ïîâòîðÿþùåéñÿ ïåðåìåííîé y1.

Åñëè y1 � åäèíñòâåííàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ ïåðåìåííàÿ,y1 èëè y2 �
ñòàðòîâàÿ ïåðåìåííàÿ, òî L(G1,1) =

∑
n>1 anbn + aω èëè L(G2,1) =

=
(∑

n>1 anbn
)ω ∪ (∑

n>1 anbn
)∗

aω ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ïîâòîðÿ-
þùèåñÿ ïåðåìåííûå � y1 è y2, à y1 èëè y2 � ñòàðòîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, òî ñíîâà ïîëó÷èì L(G1,2) =

∑
n>1 anbn + aω èëè L(G2,2) =

=
(∑

n>1 anbn
)ω ∪ (∑

n>1 anbn
)∗

aω ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèì ýòî
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ñ ðåøåíèÿìè ïîðÿäêà 1 èëè 2 ω-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû y1 =
= ay1b + ab, y2 = y1y2:

(∑
n>1 anbn, 0

)T +
(
aω,

(∑
n>1 anbn

)ω
aω

)T

èëè
(∑

n>1 anbn, 0
)T +

(
aω,

(∑
n>1 anbn

)ω +
(∑

n>1 anbn
)∗

aω
)T ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè y1 � åäèíñòâåííàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ ïåðåìåííàÿ
è y2 � ñòàðòîâàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ÷ëåí

(∑
n>1 anbn

)ω îòñóòñòâóåò.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â âûâîäàõ (ii) êàæäàÿ y1 âûâîäèò êîíå÷-
íîå ñëîâî anjbnj ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî ïîäâûâîäà
y1 ⇒∗

L anjbnj è íèãäå íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìîé ïåðåìåííîé.
Åñëè âñå ïåðåìåííûå � ïîâòîðÿþùèåñÿ, òî ýòî íå èìååò çíà÷å-

íèÿ: êàæäûé áåñêîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä ïðèâîäèò ê ïîðîæ-
äàåìîìó ÿçûêó. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîâòîðÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
ÿâëÿþòñÿ y1 è y2, à y1 èëè y2 � ñòàðòîâàÿ ïåðåìåííàÿ, òî áåñêîíå÷-
íûå ÷àñòè ðåøåíèé ïîðÿäêà 1 èëè 2 ñîîòâåòñòâóþò ïîðîæäàåìûì
ÿçûêàì ïî òåîðåìå 3.3.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìû 3.3 è 3.4.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó y1 =
= ay1y1 + b íàä N∞〈〈Σ∗〉〉 × N∞〈〈Σω〉〉, ãäå Σ = {a, b}. Íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû x1 = ax1x1 + b íàä
N∞〈〈Σ∗〉〉 îïðåäåëÿåòñÿ êàê σ = D∗b, ãäå D � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ðÿä îãðàíè÷åííîãî ÿçûêà Äèêà (ñì. Berstel [6]). Ñìåøàííàÿ
ω-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä (N∞〈〈Σ∗〉〉,N∞〈〈Σω〉〉) x1 = ax1x1 + b,
z1 = az1 + ax1z1 èìååò ðåøåíèå ïîðÿäêà 1 (D∗b, (a + ax1)ω(D∗b)) =
= (D∗b, (a + aD∗b)ω) = (D∗b, (a + D)ω), òàê êàê aD∗b = D.

ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå
y1 = ay1y1 + b, èìååò ïðîäóêöèè y1 → ay1y1, y1 → b è ïîðîæäàåò
ÿçûê D∗b + (a + D)ω = D∗b + (a∗D)ω + (a∗D)∗aω.

Ïîñêîëüêó êàæäîå ñëîâî â (a∗D)∗ è â (a∗D)ω èìååò åäèíñòâåííóþ
ôàêòîðèçàöèþ íà ñëîâà â a∗D, òî âñå êîýôôèöèåíòû âD∗b+(a+D)ω

ðàâíû 0 èëè 1, òî åñòü ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ñ ïðî-
äóêöèÿìè y1 → ay1y1, y1 → b ÿâëÿåòñÿ ¾îäíîçíà÷íîé¿ω-êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé.

Ïóñòü (A, V ) � íåïðåðûâíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-
ïîëóìîäóëü. Ïðîâåðèì ðåøåíèÿ ïîðÿäêà k: åñëè (σ,ω) � ðåøåíèå
ïîðÿäêà k A′-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä A × V , òî σ ∈ Alg(A′) è
ω � k-å òåîðåòèêî-àâòîìàòíîå ðåøåíèå êîíå÷íîé Alg(A′)-ëèíåéíîé
ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.9 ÷àñòè V [5] ω èìååò âèä
ω =

∑
16j6m sjt

ω
j , ãäå sj , tj ∈ Rat(Alg(A′)) = Alg(A′). Ñëåäîâàòåëü-

íî, îïÿòü ïî òåîðåìå 4.9 ÷àñòè V [5] ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü (A, V ) � íåïðåðûâíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû äëÿ (s, v) ∈ A× V :

(i) (s, v) = ||A||, ãäå A � êîíå÷íûé Alg(A′)-àâòîìàò;
(ii) (s, v) ∈ ω-Alg(A′);
(iii) s ∈ Alg(A′) è v =

∑
16k6m skt

ω
k , ãäå sk, tk ∈ Alg(A′).
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Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü (A, V ) � íåïðåðûâíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî
ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Òîãäà ω-Alg(A′) � îáîáùåííîå êâåìè-
êîëüöî ñî çâåçäîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ 0, 1 ∈ A′, òî
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî 0, 1 ∈ ω-Alg(A′). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
(σ1, ω1) è (σ2, ω2) ëåæàò â ω-Alg(A′). Òîãäà ïî òåîðåìå 3.5 σ1, σ2 ∈
∈ Alg(A′) è ω1 =

∑
16k6m1

s1
kt

1
k
ω, ω2 =

∑
16k6m2

s2
kt

2
k
ω äëÿ íåêîòî-

ðûõ s1
k, s2

k, t1k, t2k ∈ Alg(A′). Ïîëó÷èì

(σ1, ω1) + (σ2, ω2) = (σ1 + σ2,
∑

16k6m1

s1
kt

1
k
ω +

∑

16k6m2

s2
kt

2
k
ω)

è
(σ1, ω1) · (σ2, ω2) = (σ1σ2,

∑

16k6m1

s1
kt

1
k
ω + σ1 ·

∑

16k6m2

s2
kt

2
k
ω) .

Ñëåäîâàòåëüíî, (σ1, ω1) + (σ2, ω2) è (σ1, ω1) · (σ2, ω2) ñíîâà ëå-
æàò â ω-Alg(A′).

Êðîìå òîãî,
(σ1, ω1)¶ = (σ1, 0)

è
(σ1, ω1)⊗ = (σ∗1, σω

1 + σ∗1 ·
∑

16k6m1

s1
kt

1
k
ω) .

Ñëåäîâàòåëüíî, (σ1, ω1)¶ è (σ1, ω1)⊗ ñíîâà ëåæàò â ω-Alg(A′) è
ω-Alg(A′) ðàöèîíàëüíî çàìêíóòî.

Çàìå÷àíèå 3.1.5, îïðåäåëåíèå 2.2.1 è òåîðåìà 4.1.8(a) èç ðàáîòû
[9] è òåîðåìà 3.5(iii) äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.7. CFLω = {L0 ⊆ Σω | L0 ∈ Bω-alg〈〈Σ∗,Σω〉〉, Σ �
àëôàâèò}.

Ïóñòü t ∈ Balg〈〈Σ∗〉〉. Òîãäà t åñòü x2-êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî
ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû xi = pi(x2, . . . , xn), 2 6 i 6 n,
íàä Balg〈〈Σ∗〉〉. Ðàññìîòðèì ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä B〈〈Σ∗〉〉 ×
×B〈〈Σω〉〉

y1 = y2y1 , yi = pi(y2, . . . , yn), 2 6 i 6 n

è èíäóöèðîâàííóþ ñìåøàííóþ ω-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä
(B〈〈Σ∗〉〉, B〈〈Σω〉〉)

z1 = z2 + x2z1 , zi = (pi)x(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn), 2 6 i 6 n ,
x1 = x2x1 , xi = pi(x2, . . . , xn), 2 6 i 6 n .

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû x1 = x2x1, xi =
= pi(x2, . . . , xn), 2 6 i 6 n, ðàâíà 0. Âû÷èñëèì òåïåðü ðåøåíèå
ïîðÿäêà 1 ñèñòåìû z1 = z2 + x2z1, zi = (pi)x(x1, . . . , xn, z1, . . . , zn),
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2 6 i 6 n. Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå z = Mz, òîãäà ïîëó÷èì

M =




x2 ε 0 . . . 0
0
...
0

M ′


. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ìàò-

ðèöû Mω1 ðàâíà xω
2 , à ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ïîðÿäêà 1 îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê (0, tω).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó G, ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå y1 = y2y1, yi = pi, 2 6 i 6 n, ñî ìíîæåñòâîì
ïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ {y1} è ñòàðòîâîé ïåðåìåííîé y1. Åäèí-
ñòâåííûé áåñêîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé âûâîä π, ãäå y1 âñòðå÷àåòñÿ
áåñêîíå÷íî ÷àñòî, èìååò âèä

π : y1 ⇒L y2y1 ⇒∗
L w1y1 ⇒L w1y2y1 ⇒∗

L w1w2y1 ⇒L . . .

Åäèíñòâåííàÿ çíà÷èìàÿ ïåðåìåííàÿ òàêîãî âûâîäàπ åñòü y1, òî åñòü
INSV(π) = {y1}, è INSV(π) ∩ {y1} 6= ∅, åñëè INV(π) ∩ {y1} 6= ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, L(G1,1) = tω ïî òåîðåìå 3.3.

Îáû÷íûå ïîñòðîåíèÿ äàþò òîãäà äëÿ s + v, ãäå v =
∑

16k6n skt
ω
k ,

s, sk, tk ∈ Balg〈〈Σ∗〉〉, ω-êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêóG′ òàêóþ,
÷òî L(G′) = s + v.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äàëè ïîñòðîåíèå, ñíîâà äîêàçûâàþùåå òåî-
ðåìó 3.7. Íî âäîáàâîê ê ýòîìó G′ èìååò òî ïðèÿòíîå ñâîéñòâî,
÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ëåâîñòîðîííåãî âûâîäà π ïîëó÷èì
INSV(π) ∩ F 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà INV(π) ∩ F 6= ∅, ãäå
F � ìíîæåñòâî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ âG′.

4. Òðàíñäóêöèè è àáñòðàêòíûå ω-ñåìåéñòâà
ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Â äàëüíåéøåì (A, V ) è (Â, V̂ ) áóäóò îáîçíà÷àòü ïàðû ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü, à Q è J (ñîîòâåòñòâåííî I), âîçìîæíî ñíàáæåííûå
èíäåêñàìè, áóäóò îáîçíà÷àòü êîíå÷íûå (ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîëü-
íûå) ìíîæåñòâà èíäåêñîâ. Îòîáðàæåíèå (hA, hV ) ïàð ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü (èç (Â, V̂ ) â (A, V )) îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè
hA : Â → A è hV : V̂ → V . Ïóñòü (Â, V̂ ) è (A, V ) � ïàðû ïîëóêîëüöî
ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Òîãäà òàêîå îòîáðàæåíèå (hA, hV ) íà-
çûâàåòñÿ ìîðôèçìîì ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü
(èç (Â, V̂ ) â (A, V )), åñëè hA : Â → A � ìîðôèçì ïîëóêîëåö,
hV : V̂ → V � ìîðôèçì ìîíîèäîâ, è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîë-
íÿþòñÿ äëÿ âñåõ s ∈ Â, v ∈ V̂ :

(i) hA(s)hV (v) = hV (sv);
(ii) hA(s)∗ = hA(s∗);
(iii) hA(s)ω = hV (sω).
Ïóñòü òåïåðü (Â, V̂ ) è (A, V ) � ïîëíûå ïàðû ïîëóêîëüöî-ïîëó-

ìîäóëü. Òîãäà îòîáðàæåíèå (hA, hV ) ïàð ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü (èç
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(Â, V̂ ) â (A, V )) íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì ïîëíûõ ïàð ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü (èç (Â, V̂ ) â (A, V )), åñëè hA : Â → A � ìîðôèçì ïî-
ëóêîëåö, hV : V̂ → V � ìîðôèçì ìîíîèäîâ è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ s, si ∈ Â, v ∈ V̂ :
(i) hA(s)hV (v) = hV (sv);
(ii)

∑
i∈I hA(si) = hA(

∑
i∈I si);

(iii)
∏

i>1 hA(si) = hV (
∏

i>1 si).

Îòîáðàæåíèå (hA, hV ), ãäå hA : Â → AQ′1×Q′2 è hV : V̂ →
→ V Q′ , ïðîäîëæèì äî (h′A, h′V ), ãäå h′A : ÂQ1×Q2 → A(Q1×Q′1)×(Q2×Q′2)

è h′V : V̂ Q → V Q×Q′ , ïîñðåäñòâîì h′A(M)(q1, q′1),(q2, q′2) = hA(Mq1, q2)q′1, q′2
è h′V (P )(q,q′) = hV (Pq)q′ äëÿ M ∈ Σ̂Q1×Q2 , P ∈ V̂ Q, q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2,
q′1 ∈ Q′

1, q′2 ∈ Q′
2, q ∈ Q, q′ ∈ Q′.

Ïóñòü Q1 =
⋃

j1∈J1
Q1

j1
, Q1

j1
∩Q1

j′1
= ∅ äëÿ j1 6= j′1, Q2 =

⋃
j2∈J2

Q2
j2
,

Q2
j2
∩ Q2

j′2
= ∅ äëÿ j2 6= j′2, è ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå ìàòðèöû M ∈

∈ Σ̂Q1×Q2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèÿìè Q1 è Q2 íà áëî-
êè M(Q1

j1
, Q2

j2
), òî åñòü çàïèøåì M = (M(Q1

j1
, Q2

j2
))j1∈J1,j2∈J2 .

Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî h′A(M) = (h′A(M(Q1
j1

, Q2
j2

)))j1∈J1,j2∈J2 .
Åñëè P ∈ Σ̂Q ðàçáèò íà áëîêè P (Q1

j1
), òî åñòü P = (P (Q1

j1
))j1∈J1 ,

òî h′V (P ) = (h′V (P (Q1
j1

)))j1∈J1 .
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ îòîáðàæåíèé (hA, hV ) è (h′A, h′V ).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü (A, V ) è (Â, V̂ ) � ïàðû ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü è ïóñòü (hA, hV ), ãäå hA : Â → An′×n′

è hV : V̂ → V n′,� ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-
ïîëóìîäóëü. Òîãäà ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ (hA, hV ), ãäå
hA : Ân×n → A(n×n′)×(n×n′) è hV : V̂ n → V (n×n′), � ñíîâà ìîðôèçì
ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî hA : Ân×n →
→ A(n×n′)×(n×n′) � ìîðôèçì ïîëóêîëåö è hV : V̂ n → V n×n′ � ìîð-
ôèçì ìîíîèäîâ. Ïóíêò (i) óñëîâèé â îïðåäåëåíèè ìîðôèçìà ïàð ïî-
ëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü òàêæå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ.
Äîêàæåì òîëüêî ïóíêòû (ii) è (iii) èíäóêöèåé ïî n.

Äëÿ n = 0, 1 òåîðåìà î÷åâèäíà. Åñëè n > 1, ðàçîáüåì M ∈ Ân×n

ñîãëàñíî (1). Ïîëó÷èì

hA(M)∗ =
(

hA(a) hA(b)
hA(c) hA(d)

)∗
=

(
α β
γ δ

)
= hA(

(
α′ β′
γ′ δ′

)
) =

= hA(M∗) ,
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ãäå

α = (hA(a) + hA(b)hA(d)∗hA(c))∗ = hA(α′); α′ = a + bd∗c;
δ = (hA(d) + hA(c)hA(a)∗hA(b))∗ = hA(δ′); δ′ = d + ca∗b;
β = hA(a)∗hA(b)δ = hA(β′); β′ = a∗bδ′;
γ = hA(d)∗hA(c)α = hA(γ′); γ′ = d∗cα′,

è

hA(M)ω =
(

hA(a) hA(b)
hA(c) hA(d)

)ω

=
(

α
β

)
= hV (

(
α′
β′

)
) = hV (Mω) ,

ãäå
α = (hA(a) + hA(b)hA(d)∗hA(c))ω +

+ (hA(a) + hA(b)hA(d)∗hA(c))∗hA(b)hA(d)ω =
= hA(α′)ω + hA(α′′)hA(d)ω = hV (α′ω) +

+ hA(α′′)hV (dω) = hV (α′ω) + hV (α′′dω) = hV (α′ω + α′′dω);
α′ = a + bd∗c; α′′ = (a + bd∗c)∗b;
β = (hA(d) + hA(c)hA(a)∗hA(b))ω +

+ (hA(d) + hA(c)hA(a)∗hA(b))∗hA(c)hA(a)ω =
= hA(β′)ω + hA(β′′)hA(a)ω = hV (β′ω) + hA(β′′)hV (aω) =
= hV (β′ω) + hV (β′′aω) = hV (β′ω + β′′aω);

β′ = (d + ca∗b)ω; β′′ = (d + ca∗b)∗c.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü (A, V ) è (Â, V̂ ) � ïàðû ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü è ïóñòü (hA, hV ), ãäå hA : Â → A è
hV : V̂ → V ,� ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëó-
ìîäóëü. Òîãäà ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ (hA, hV ), ãäå hA : Ân×n →
→ An×n è hV : V̂ n → V n,� ñíîâà ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n′ = 1 â òåîðåìå 4.1.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ′ωkn′ äëÿ M ′ ∈

∈ A(n×n′)×(n×n′), 0 6 k 6 n. Ýòà ìàòðèöà îïðåäåëåíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì (â ñîîòâåòñòâèè ñ (1)): ðàçîáüåì M ′ íà áëîêè M ′ =

=
(

a b
c d

)
, ãäå a åñòü (k×n′)×(k×n′) è ñîäåðæèò ýëåìåíòû ìàòðè-

öû M ′ ñ èíäåêñàìè (1, 1), . . . , (1, n′), . . . , (k, 1), . . . , (k, n′); à d åñòü
(n−k, n′)×(n−k, n′) è ñîäåðæèò ýëåìåíòû ìàòðèöûM ′ ñ èíäåêñàìè
(k + 1, 1), . . . , (k + 1, n′), . . . , (n, 1), . . . , (n, n′). Òîãäà

M ′ωkn′ =
(

(a + bd∗c)ω

d∗c(a + bd∗c)ω

)
.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü (A, V ) è (Â, V̂ ) � ïàðû ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü è ïóñòü (hA, hV ), ãäå hA : Â → An′×n′

è hV : V̂ → V n′,� ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëó-
ìîäóëü. Òîãäà hA(M)ωkn′ = hV (Mωk) äëÿ M ∈ Ân×n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì M ∈ Ân×n íà áëîêè: M =
(

a b
c d

)
,

ãäå a åñòü k × k è d åñòü (n− k)× (n− k). Ïîëó÷èì òîãäà

hA(M) =
(

hA(a) hA(b)
hA(c) hA(d)

)
∈ A(n×n′)×(n×n′)

è

hA(M)ωkn′ =
(

(hA(a) + hA(b)hA(d)∗hA(c))ω

hA(d)∗hA(c)(hA(a) + hA(b)hA(d)∗hA(c))ω

)
=

=
(

hA(a + bd∗c)ω

hA(d∗c)hA(a + bd∗c)ω

)
=

(
hV ((a + bd∗c)ω)

hA(d∗c)hV ((a + bd∗c)ω)

)
=

=
(

hV ((a + bd∗c)ω)
hV (d∗c(a + bd∗c)ω)

)
= hV (

(
(a + bd∗c)ω

d∗c(a + bd∗c)ω

)
) = hV (Mωk) .

Äàëåå (A, V ) è (Â, V̂ ) îáîçíà÷àþò ïàðû ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-
îìåãà-ïîëóìîäóëü, à A′, Â′ îáîçíà÷àþò ïîäìíîæåñòâà â A è Â.

Ìîðôèçì (hA, hV ) ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü
íàçûâàåòñÿ (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûì ((Â′, A′)-àëãåáðàè÷åñêèì), åñëè
äëÿ âñåõ s ∈ Â′, hA(s) ∈ Rat(A′)Q×Q (hA(s) ∈ Alg(A′)Q×Q).
Åñëè Â = A, V̂ = V è Â′ = A′, òî ýòîò ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ
A′-ðàöèîíàëüíûì (A′-àëãåáðàè÷åñêèì).

Òåïåðü ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíîãî è àëãåáðàè÷åñêîãî
òðàíñäóêòîðà íàä ïàðàìè ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü.

(Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð (íàä ïàðàìè ïîëóêîëüöî ñî
çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü (Â, V̂ ) è (A, V ))

T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′)

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç:
(i) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé {1, . . . , n′}, n′ > 1;
(ii) (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì (hA, hV ) ïàð ïîëóêîëüöî ñî

çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü, ãäå hA : Â → An′×n′ è hV : V̂ → V n′ ;
(iii) I ′ ∈ Rat(A′)1×n′ � âåêòîð íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé;
(iv) P ′ ∈ Rat(A′)n′×1 � âåêòîð êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé.
Îòîáðàæåíèå ||T|| : Â× V̂ → A× V èç êâåìèêîëüöà Â× V̂ â êâå-

ìèêîëüöî A×V , ðåàëèçóåìîå (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûì òðàíñäóêòîðîì
T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′), îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

||T||((s, v)) = (I ′hA(s)P ′, I ′hV (v)), s ∈ Â, v ∈ V̂ .
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Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

||T||(s + v) = I ′hA(s)P ′ + I ′hV (v) .

Çàìåòèì, ÷òî ||T||(s, 0) = (I ′hA(s)P ′, 0) è ||T||(0, v) = (0, I ′hV (v)).
Ñëåäîâàòåëüíî, ||T||(s + v) = ||T||(s) + ||T||(v).

Îòîáðàæåíèå τ : Â×V̂ → A×V íàçûâàåòñÿ (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíîé
òðàíñäóêöèåé, åñëè ñóùåñòâóåò (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð
T òàêîé, ÷òî τ((s, v)) = ||T||((s, v)) äëÿ âñåõ s ∈ Â, v ∈ V̂ .
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî τ ðåàëèçîâàíî ïîñðåäñòâîì T.
(A′, A′)-ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð (â ñëó÷àå Â = A è Â′ = A) íà-
çûâàåòñÿ A′-ðàöèîíàëüíûì òðàíñäóêòîðîì è (A′, A′)-ðàöèîíàëüíàÿ
òðàíñäóêöèÿ íàçûâàåòñÿ A′-ðàöèîíàëüíîé òðàíñäóêöèåé.

(Â′, A′)-àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′) îï-
ðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð,
çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî (hA, hV ) ÿâëÿåòñÿ òåïåðü (Â′, A′)-àë-
ãåáðàè÷åñêèì ìîðôèçìîì ïàð ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëó-
ìîäóëü, è ýëåìåíòû èç I ′ è P ′ ëåæàò â Alg(A′). Îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé
(Â′, A′)-àëãåáðàè÷åñêîé òðàíñäóêöèè, A′-àëãåáðàè÷åñêîãî òðàíñäóê-
òîðà è A′-àëãåáðàè÷åñêîé òðàíñäóêöèè äîëæíû áûòü ÿñíû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (Â′, A′)-ðàöèîíàëüíûå òðàíñäóêöèè îòîáðà-
æàþò ω-Rat(Â′) â ω-Rat(A′).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü (Â, V̂ ) è (A, V ) � ïàðû ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü Êîíâåÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ (Â′, A′)-ðà-
öèîíàëüíûì òðàíñäóêòîðîì è ÷òî (s, v) ∈ ω-Rat(Â′). Òîãäà
||T||((s, v)) ∈ ω-Rat(A′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (s, v) � ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî Â′-àâòîìà-
òà A = (n, I, M, P, k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′).
Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûéA-àâòîìàòA′ = (n×n′, I ′hA(I), hA(M),
hA(P )P ′, k × n′). Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû hA(s) ëåæàò â Rat(A′) äëÿ
s ∈ Â′, òî A′ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì Rat(A′)-àâòîìàòîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó (iii) òåîðåìû 4.9 ÷àñòè V [5], ñóùåñòâóþò
s, tk, sk ∈ Rat(Rat(A′)) = Rat(A′) òàêèå, ÷òî ||A|| = s+

∑
16k6m skt

ω
k .

Ýòî âëå÷åò ||A′|| ∈ ω-Rat(A′). Ïîëó÷àåì

||A′|| = I ′hA(I)hA(M)∗hA(P )P ′ + I ′hA(I)hA(M)ωkn′ =
= I ′hA(I)hA(M∗)hA(P )P ′ + I ′hA(I)hV (Mωk) =
= I ′hA(IM∗P )P ′ + I ′hV (IMωk) = ||T||(||A||) .

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî ðàâåíñòâà çäåñü ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1,
à òðåòüåãî ðàâåíñòâà � ïî òåîðåìàì 4.1 è 4.3. Ñëåäîâàòåëüíî,
||T||(||A||) ∈ Rat(A′).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèîíàëüíóþ êîìïîçèöèþA′-ðàöèîíàëü-
íûõ òðàíñäóêöèé.
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Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü (A, V ) � ïàðà ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-
îìåãà-ïîëóìîäóëü. Òîãäà ñåìåéñòâî A′-ðàöèîíàëüíûõ òðàíñäóêöèé
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîé êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T′ = (n′, I ′, (h′A, h′V ), P ′) è T′′ =
= (n′′, I ′′, (h′′A, h′′V ), P ′′) � äâà A′-ðàöèîíàëüíûõ òðàíñäóêòîðà. Ìû
õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå τ : A × V → A × V , îïðåäåëåí-
íîå ïîñðåäñòâîì τ((s, v)) = ||T′′||(||T′||((s, v))), s ∈ A, v ∈ V , ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ A′-ðàöèîíàëüíîé òðàíñäóêöèåé.

Ðàññìîòðèì T = (n′×n′′, I ′′h′′A(I ′), (h′′A◦h′A, h′′V ◦h′V ), h′′A(P ′)P ′′).
Ïî òåîðåìå 2.3 ÷àñòè IV [4] è ïî òåîðåìå 4.3 îòîáðàæåíèå
(h′′A ◦ h′A, h′′V ◦ h′V ) � A′-ðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëüöî
ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû èç I ′′h′′A(I ′) è
h′′A(P ′)P ′′ ëåæàò â Rat(A′). Ñëåäîâàòåëüíî, T åñòü A′-ðàöèîíàëüíûé
òðàíñäóêòîð íàä ïàðàìè ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü.
Ïîëó÷èì äëÿ s ∈ A, v ∈ V

||T||(s + v) = I ′′h′′A(I ′)h′′A(h′A(s))h′′A(P ′)P ′′ + I ′′h′′A(I ′)h′′V (h′V (v)) =
= I ′′h′′A(I ′h′A(s)P ′)P ′′ + I ′′h′′V (I ′h′V (v)) =
= I ′′h′′A(||T′||(s))P ′′ + I ′′h′′V (||T′||(v)) = ||T′′||(||T′||(s + v)) .

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Ai, Vi) � ïàðû ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-
ïîëóìîäóëü è A′i ⊆ Ai, i = 1, 2, 3. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.5 ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè
τ1 � (A′1, A′2)-ðàöèîíàëüíàÿ òðàíñäóêöèÿ è τ2 � (A′2, A′3)-ðàöèî-
íàëüíàÿ òðàíñäóêöèÿ, òî êîìïîçèöèÿ τ1 è τ2 ÿâëÿåòñÿ (A′1, A′3)-
ðàöèîíàëüíîé òðàíñäóêöèåé.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (Â′, A′)-àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêöèè îòîá-
ðàæàþò ω-Alg(Â′) â ω-Alg(Â′). Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâå-
äåííîìó â òåîðåìå 4.4.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü (Â, V̂ ) è (A, V ) � íåïðåðûâíûå ïàðû ïî-
ëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü, T � (Â′, A′)-àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð è
(s, v) ∈ ω-Alg(Â′). Òîãäà ||T||((s, v)) ∈ ω-Alg(A′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (s, v) � ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî Â′-àâòîìà-
òà A = (n, I, M, P, k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′).
Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûéA-àâòîìàòA′ = (n×n′, I ′hA(I), hA(M),
hA(P )P ′, k × n′). Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû hA(s) ëåæàò â Alg(A′) äëÿ
s ∈ Â′, òî A′ ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè êîíå÷íûì Alg(A′)-àâòîìàòîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó (iii) òåîðåìû 3.5 ñóùåñòâóþò s, tk, sk ∈
∈ Alg(Alg(A′)) = Alg(A′) òàêèå, ÷òî ||A|| = s +

∑
16k6m skt

ω
k . Ýòî

âëå÷åò ||A′|| ∈ ω-Alg(A′). Ïîëó÷èì ||A′|| = ||T||(||A||), êàê â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 4.4. Ñëåäîâàòåëüíî, ||T||(||A||) ∈ Alg(A′).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèîíàëüíóþ êîìïîçèöèþ A′-àëãåáðàè-
÷åñêèõ òðàíñäóêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû àíàëîãè÷-
íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.5.
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Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü (A, V ) � íåïðåðûâíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî-
ïîëóìîäóëü. Òîãäà ñåìåéñòâî A′-àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîé êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T′ = (n′, I ′, (h′A, h′V ), P ′) è T′′ =
= (n′′, I ′′, (h′′A , h′′V ), P ′′) � äâà A′-àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêòîðà.
Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå τ : A×V → A×V , îïðåäåëåí-
íîå ïîñðåäñòâîì τ((s, v)) = ||T′′||(||T′||((s, v))), s ∈ A, v ∈ V , ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ A′-àëãåáðàè÷åñêîé òðàíñäóêöèåé.

Ðàññìîòðèì T = (n′×n′′, I ′′h′′A(I ′), (h′′A◦h′A, h′′V ◦h′V ), h′′A(P ′)P ′′).
Ïî òåîðåìå 2.6 ÷àñòè IV [4] è òåîðåìå 4.3 îòîáðàæåíèå
(h′′A ◦ h′A, h′′V ◦ h′V ) � A′-àëãåáðàè÷åñêèé ìîðôèçì ïàð ïîëóêîëü-
öî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü. Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû I ′′h′′A(I ′) è
h′′A(P ′)P ′′ ëåæàò â Alg(A′). Ñëåäîâàòåëüíî, T � àëãåáðàè÷åñêèé
A′-òðàíñäóêòîð íàä ïàðàìè ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïîëóìîäóëü.
Èìååì äëÿ s ∈ A, v ∈ V ||T||(s + v) = ||T′′||(||T′||(s + v)), êàê â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 4.5.

Ïóñòü (Ai, Vi) � íåïðåðûâíûå ïàðû ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü è
A′i ⊆ Ai, i = 1, 2, 3. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.7
ïîëó÷àåì: åñëè τ1 � (A′1, A′2)-àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàíñäóêöèÿ è τ2 �
(A′2, A′3)-àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàíñäóêöèÿ, òî êîìïîçèöèÿ τ1 è τ2 �
(A′1, A′3)-àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàíñäóêöèÿ.

Äî êîíöà ýòîé ãëàâû A ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì çâåçäà-îìåãà-ïîëóêîëü-
öîì, Σ∞ � áåñêîíå÷íûé àëôàâèò è Σ ⊆ Σ∞ � êîíå÷íûé ïîäàëôàâèò
â Σ. Âñå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü èíäåêñèðîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå 5.5 ÷àñòè V [5] (A〈〈Σ∗∞〉〉, A〈〈Σω∞〉〉) äî êîíöà ýòîé ãëàâû áóäåò
ïîëíîé ïàðîé ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü.

Îïðåäåëèì
A{{Σ∗∞}} = {s ∈ A〈〈Σ∗∞〉〉 | ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àëôàâèò Σ ⊂ Σ∞

òàêîé, ÷òî supp(s) ⊆ Σ∗}
è
A{{Σω

∞}} = {v ∈ A〈〈Σω
∞〉〉 | ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àëôàâèò Σ ⊂ Σ∞

òàêîé, ÷òî supp(v) ⊆ Σω} .

Òîãäà (A{{Σ∗∞}}, A{{Σω∞}}) � ïàðà ïîëóêîëüöî ñî çâåçäîé-îìåãà-ïî-
ëóìîäóëü. Ïóñòü A〈〈Σ∗〉〉 ⊂ A{{Σ∗∞}} è A〈〈Σω〉〉 ⊂ A{{Σω∞}}.

Äî êîíöà ýòîé ñòàòüèA áóäåò îáîçíà÷àòü êîììóòàòèâíîå ïîëíîå
çâåçäà-îìåãà-ïîëóêîëüöî. Îïðåäåëèì òåïåðü â äîïîëíåíèå ê ïîäîá-
íûì îïðåäåëåíèÿì â ÷àñòè IV [4]
Aalg{{Σω

∞}} = {v ∈ A{{Σω
∞}} | åñòü êîíå÷íûé àëôàâèò Σ ⊂ Σ∞

è sk, tk ∈ Aalg〈〈Σ∗〉〉 òàêèå, ÷òî v =
∑

16k6m skt
ω
k } ,

Arat{{Σω
∞}} = {v ∈ A{{Σω

∞}} | åñòü êîíå÷íûé àëôàâèò Σ ⊂ Σ∞
è sk, tk ∈ Arat〈〈Σ∗〉〉 òàêèå, ÷òî v =

∑
16k6m skt

ω
k } ,

A{Σω
∞} = {s ∈ A〈Σω〉 | Σ ⊂ Σ∞ êîíå÷íî} .
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Ïàðà (hA, hV ) îòîáðàæåíèé hA : Σ∗∞ → (A〈〈Σ∗∞〉〉)n′×n′ è
hV : Σω∞ → (A〈〈Σω∞〉〉)n′ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì, åñëè óäîâëå-
òâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) îòîáðàæåíèå hA � òàêîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîðôèçì ìîíî-
èäîâ, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå Σ ⊂ Σ∞ òàêîå, ÷òî hA(x) = 0 äëÿ
x ∈ Σ∞ − Σ;

(ii) hA(w)hV (u) = hV (wu) äëÿ âñåõ w ∈ Σ∗∞, u ∈ Σω∞;
(iii)

∏
i>0 hA(wi) = hV (

∏
i>0 wi) äëÿ âñåõ wi ∈ Σ∗∞, i > 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (hA, hV ) � ïðåäñòàâëåíèå, òî ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ hA(x)i, j 6= 0, x ∈ Σ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå Σ′ ⊂ Σ∞ òàêîå, ÷òî hA(w)i, j ∈ A〈〈Σ′∗〉〉 äëÿ
âñåõ w ∈ Σ∗∞. Ïðåäñòàâëåíèå (hA, hV ) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
(àëãåáðàè÷åñêèì), åñëè hA : Σ∗∞ → (Arat{{Σ∗∞}})n′×n′ (hA : Σ∗∞ →
→ (Aalg{{Σ∗∞}})n′×n′).

Ïðåäñòàâëåíèå (hA, hV ) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî îòîáðàæå-
íèÿ (µA, µV ), ãäå µA : A〈〈Σ∗∞〉〉 → (A{{Σ∗∞}})n′×n′ è µV : A〈〈Σω∞〉〉 →
→ (A{{Σω∞}})n′ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì:

µA(s) = µA(
∑

w∈Σ∗∞

(s, w)w) =
∑

w∈Σ∗∞

(s, w)⊗ hA(w), s ∈ A〈〈Σ∗∞〉〉,

µV (v) = µV (
∑

u∈Σω∞

(v, u)u) =
∑

u∈Σω∞

(v, u)⊗ hV (u), v ∈ A〈〈Σω
∞〉〉 .

Çäåñü ⊗ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà (ñì. Kuich, Salomaa
[18]). Åñëè (hA, hV ) � ïðåäñòàâëåíèå, òî åãî ïðîäîëæåíèå îáîçíà÷à-
åòñÿ óæå ÷åðåç (µA, µV ). Ýòî ïðèìåíèìî òàêæå ê èíäåêñèðîâàííûì
ñèìâîëàì h è µ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäóþùåé òåîðåìå((A{{Σ∗∞}})n′×n′ , (A{{Σω∞}})n′)
� ïîëíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü ïî òåîðåìå 5.6 ÷àñòè V [5].

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå çâåçäà-îìåãà-
ïîëóêîëüöî. Åñëè (hA, hV ) � ïðåäñòàâëåíèå, òî (µA, µV ) � ìîð-
ôèçì ïîëíîé ïàðû ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü èç (A{{Σ∗∞}}, A{{Σω∞}}) â
((A{{Σ∗∞}})n′×n′ , (A{{Σω∞}})n′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî µA � ìîðôèçì ïîëóêîëåö
è µV � ìîðôèçì ìîíîèäîâ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷èì äëÿ âñåõ s, si ∈
∈ A{{Σ∗∞}} è v ∈ A{{Σω∞}}:

(i) µA(s)µV (v) =
= (

∑
w∈Σ∗∞

(s, w)⊗ hA(w))(
∑

u∈Σω∞
(v, u)⊗ hV (u)) =

=
∑

w∈Σ∗∞

∑
u∈Σω∞

(s, w)(v, u)⊗ hA(w)hV (u) =
=

∑
w∈Σ∗∞

∑
u∈Σω∞

(s, w)(v, u)⊗ hV (wu) .

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè òåîðåìó 4.33 èç [18] âî âòîðîì ðàâåíñòâå, è
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µV (sv) = µV ((
∑

w∈Σ∗∞
(s, w)w)(

∑
u∈Σω∞

(v, u)u)) =
= µV (

∑
w∈Σ∗∞

∑
u∈Σω∞

(s, w)(v, u)wu) =
=

∑
w∈Σ∗∞

∑
u∈Σω∞

(s, w)(v, u)⊗ hV (wu) ,

òî åñòü µA(s)µV (v) = µV (sv);
(ii)

∑
i∈I µA(si) =

=
∑

i∈I µA(
∑

w∈Σ∗∞
(si, w)w) =

=
∑

i∈I

∑
w∈Σ∗∞

(si, w)⊗ hA(w) =
=

∑
w∈Σ∗∞

(
∑

i∈I(si, w))⊗ hA(w) =
= µA(

∑
i∈I si) ;

(iii)
∏

i>1 µA(si) =
=

∏
i>1

∑
wi∈Σ∗∞

((si, wi)⊗ hA(wi)) =
=

∑
(w1, w2,...)∈Σ∗∞×Σ∗∞×...

∏
i>1((si, wi)⊗ hA(wi)) =

=
∑

(w1, w2,...)∈Σ∗∞×Σ∗∞×...

∏
i>1(si, wi)⊗

∏
i>1 hA(wi)

è
µV (

∏
i>1 si) =

= µV (
∏

i>1

∑
wi∈Σ∗∞

(si, wi)wi) =
= µV (

∑
(w1, w2, ...)∈Σ∗∞×Σ∗∞×...

∏
i>1((si, wi)wi)) =

= µV (
∑

(w1, w2,...)∈Σ∗∞×Σ∗∞×...

∏
i>1(si, wi)

∏
i>1 wi) =

=
∑

(w1, w2,...)∈Σ∗∞×Σ∗∞×...

∏
i>1(si, wi)⊗ hV (

∏
i>1 wi) ,

òî åñòü ∏

i>1

µA(si) = µV (
∏

i>1

si) .

Êîíêðåòèçèðóåì òåïåðü ïîíÿòèÿ A′-ðàöèîíàëüíîãî è A′-àëãåáðà-
è÷åñêîãî òðàíñäóêòîðîâ äëÿ ôèêñèðîâàíííîãî ïîëóêîëüöàA è ôèê-
ñèðîâàííîãî àëôàâèòà Σ∞. Ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð

T = (n′, I ′, (hA, hV ), P ′)

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
(i) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé {1, . . . , n′}, n′ > 1;
(ii) ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (hA, hV );

(iii) I ′ ∈ (Arat{{Σ∗∞}})1×n′ � âåêòîð íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé;

(iv) P ′ ∈ (Arat{{Σ∗∞}})n′×1 � âåêòîð êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé.
Îòîáðàæåíèå ||T|| : A〈〈Σ∗∞〉〉 ×A〈〈Σω∞〉〉 → A〈〈Σ∗∞〉〉 ×A〈〈Σω∞〉〉, ðåà-

ëèçóåìîå òðàíñäóêòîðîì T, çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì
||T||(s + v) = I ′µA(s)P ′ + I ′µV (v) =
= I ′

∑
w∈Σ∗∞

((s, w)⊗ hA(w))P ′ + I ′
∑

u∈Σω∞
(v, u)⊗ hV (u) =

=
∑

w∈Σ∗∞
(s, w)I ′hA(w)P ′ +

∑
u∈Σω∞

(v, u)I ′hV (u) =
=

∑
w∈Σ∗∞

(s, w)||T||(w) +
∑

u∈Σω∞
(v, u)||T||(u) .
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Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå Σ ⊂ Σ∞ òàêîå, ÷òî hA(x) = 0
äëÿ x ∈ Σ∞ − Σ; hA(x) ∈ (Arat〈〈Σ∗〉〉)n′×n′ äëÿ x ∈ Σ; I ′ ∈
∈ (Arat〈〈Σ∗〉〉)1×n′ è P ′ ∈ (Arat〈〈Σ∗〉〉)n′×1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòè÷åñêè
||T|| ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì A〈〈Σ∗〉〉 × A〈〈Σω〉〉 → A〈〈Σ∗〉〉 × A〈〈Σω〉〉.
Àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêòîðû ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì
(hA, hV ) è I ′ ∈ (Aalg{{Σ∗∞}})1×n′ , P ′ ∈ (Aalg{{Σ∗∞}})n′×1 îïðåäåëÿ-
þòñÿ òàêèì æå îáðàçîì.

Ðàöèîíàëüíûé èëè àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð T, îïèñàííûé
âûøå, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîíå÷íûé àâòîìàò, îáîðóäîâàí-
íûé óñòðîéñòâîì âûâîäà. Ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå
j òðàíñäóêòîð T ÷èòàåò áóêâó x ∈ Σ è âûâîäèò ðàöèîíàëüíûé èëè
àëãåáðàè÷åñêèé ñòåïåííîé ðÿä hA(x)i,j . Êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ äàåò íà âûõîäå ïðîèçâåäåíèå ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ îòäåëüíûõ ïåðåõîäîâ.

Âñå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç n ïåðåõîäîâ èç
ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j ïðè ÷òåíèè ñëîâà w ∈ Σ∗, |w| = n äàþò íà
âûõîäå ñòåïåííîé ðÿä hA(w)i,j . Ýòîò âûõîä ïåðåìíîæàåòñÿ ñ ïîäõî-
äÿùèìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, è
I ′ihA(w)i,jP

′
j íàçûâàþò òðàíñëÿöèåé ñëîâà w ïîñðåäñòâîì êîíå÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðåõîäîâ èç i â j. Ñóììèðóÿ, äëÿ âñåõ i, j ∈
∈ {1, . . . , n′} ∑

16i,j6n′ I
′
ihA(w)i, jP

′
j = I ′hA(w)P ′ = ||T||(w) íàçûâà-

þò òðàíñëÿöèåé ñëîâà w ïîñðåäñòâîì T. Ñòåïåííîé ðÿä s ∈ A〈〈Σ∗∞〉〉
òîãäà òðàíñëèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì T â

∑
w∈Σ∗(s, w)I ′hA(w)P ′ =

= I ′µA(s)P ′ = ||T||(s).
Âñå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ, íà÷èíàþùèõñÿ

â ñîñòîÿíèè i è ÷èòàþùèõ ñëîâî u ∈ Σω, äàþò íà âûõîäå ñòåïåí-
íîé ðÿä hV (u)i. Ýòîò âûõîä ïåðåìíîæàåòñÿ ñ ïîäõîäÿùåé êîìïî-
íåíòîé âåêòîðà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, è I ′hV (u)i íàçûâàþò òðàíñ-
ëÿöèåé ñëîâà u ïîñðåäñòâîì áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïå-
ðåõîäîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â i. Ñóììèðóÿ, äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n′}∑

16i6n′ I
′
ihV (u)i = I ′hV (u) = ||T||(u) íàçûâàþò òðàíñëÿöèåé ñëî-

âà u ïîñðåäñòâîì T. Çàìåòèì çäåñü, ÷òî åñëè u =
∏

i>0 xi, xi ∈ Σ∞,
òî I ′hV (u) = I ′

∏
i>0 hA(xi). Ñòåïåííîé ðÿä v ∈ A〈〈Σω∞〉〉 òîãäà òðàíñ-

ëèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì T â
∑

u∈Σ(v, u)I ′hV (u) = I ′µV (v) = ||T||(v).
Ïàðà ñòåïåííûõ ðÿäîâ s + v èç êâåìèêîëüöà A〈〈Σ∗∞〉〉 × A〈〈Σω∞〉〉

òîãäà òðàíñëèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì T â ñóììó òðàíñëÿöèé ðÿäîâ s è
v ïîñðåäñòâîì T, òî åñòü â ||T||(s) + ||T||(v) = ||T||(s + v).

Êîíêðåòèçàöèÿ òåîðåì 4.4 è 4.6 äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå (íåïðåðûâ-
íîå) çâåçäà-îìåãà-ïîëóêîëüöî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � ðàöèîíàëü-
íûé (àëãåáðàè÷åñêèé) òðàíñäóêòîð è ÷òî s ∈ Arat{{Σ∗∞}}, v ∈
∈ Arat{{Σω∞}} (s ∈ Aalg{{Σ∗∞}}, v ∈ Aalg{{Σω∞}}). Òîãäà ||T||((s, v)) ∈
∈ Arat{{Σ∗∞}} × Arat{{Σω∞}} (||T||((s, v)) ∈ Aalg{{Σ∗∞}} × Aalg{{Σω∞}}).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A = B, òî òåîðåìà 4.9 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì
î ôîðìàëüíûõ ÿçûêàõ.
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Òåîðåìà 4.10.Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå çâåçäà-îìåãà-
ïîëóêîëüöî. Ïóñòü (h′A, h′V ) è (h′′A, h′′V ) � ðàöèîíàëüíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñ ïðîäîëæåíèÿìè (µ′A, µ′V ) è (µ′′A, µ′′V ) ñîîòâåòñòâåííî. Òî-
ãäà (hA, hV ) = (µ′′A ◦ h′A,µ′′V ◦ h′V ) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì è åãî ïðîäîëæåíèÿ (µA, µV ) óäîâëåòâîðÿþò ðà-
âåíñòâàì µA(s) = µ′′A(µ′A(s)), s ∈ A〈〈Σ∗∞〉〉 è µV (v) = µ′′V (µ′V (v)),
v ∈ A〈〈Σω∞〉〉 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè
ðàöèîíàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ äëÿ (hA, hV ).

(i) Ïîëó÷èì hA(ε) = µ′′A(h′A(ε)) = µ′′A(E) = E′, ãäå E
è E′ � ìàòðè÷íûå åäèíèöû ïîäõîäÿùèõ ðàçìåðíîñòåé è äëÿ
w1, w2 ∈ Σ∗∞ hA(w1w2) = µ′′A(h′A(w1w2)) = µ′′A(h′A(w1)h′A(w2)) =
= µ′′A(h′A(w1))µ′′A(h′A(w2)) = hA(w1)hA(w2). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò
Σ ⊂ Σ∞ òàêîå, ÷òî hA(x) = 0 äëÿ x ∈ Σ∞ − Σ. Â èòîãå, ïîñêîëüêó
ýëåìåíòû h′A(x) � ðàöèîíàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû, ïî òåîðåìå 4.4 çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû âhA(x) = µ′′A(h′A(x)), x ∈ Σ∞ ñíîâà ÿâëÿþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè.

(ii) Äëÿ w ∈ Σ∗∞ è u ∈ Σω∞ ïîëó÷èì hA(w)hV (u) =
= µ′′A(h′A(w))µ′′V (h′V (u)) = µ′′V (h′A(w)h′V (u)) = µ′′V (h′V (wu)) = hV (wu).

(iii) Äëÿwi ∈ Σ∗∞, i > 0 ïîëó÷èì
∏

i>0 hA(wi) =
∏

i>0 µ′′A(h′A(wi)) =
= µ′′V (

∏
i>0 h′A(wi)) = µ′′V (h′V (

∏
i>0 wi)) = hV (

∏
i>0 wi).

Äîêàæåì òåïåðü ïîñëåäíþþ ÷àñòü íàøåé òåîðåìû: äëÿ s ∈
∈ A〈〈Σ∗∞〉〉 è v ∈ A〈〈Σω∞〉〉 ïîëó÷èì µ′′A(µ′A(s)) = µ′′A(

∑
w∈Σ∗∞

(s, w) ⊗
⊗ h′A(w)) =

∑
w∈Σ∗∞

(s, w) ⊗ µ′′A(h′A(w)) = µA(s) è µ′′V (µ′V (v)) =
= µ′′V (

∑
u∈Σω∞

(v, u) ⊗ h′V (u)) =
∑

u∈Σω∞
(v, u) ⊗ µ′′V (h′V (u)) = µV (u).

Ñëåäñòâèå 4.11. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå çâåçäà-
îìåãà-ïîëóêîëüöî è ïóñòü T′ è T′′ � ðàöèîíàëüíûå òðàíñäóêòîðû.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð T òàêîé, ÷òî äëÿ
êàæäîãî s+ v ∈ A〈〈Σ∗∞〉〉×A〈〈Σω∞〉〉, ||T||(s+ v) = ||T′′||(||T′||(s+ v)).

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå àáñòðàêòíîãîω-ñåìåéñòâà ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ. Ïåðåä ýòèì íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðå-
äåëåíèÿ. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî L êâåìèêîëüöà A{{Σ∗∞}} × A{{Σω∞}}
íàçûâàåòñÿ ω-ñåìåéñòâîì ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïóñòü òåïåðü T � ðà-
öèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð. Òîãäà äëÿ êàæäîãî s + v ∈ A{{Σ∗∞}} ××A{{Σω∞}} ïîëó÷èì ||T||(s + v) ∈ A{{Σ∗∞}} ×A{{Σω∞}}. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ω-ñåìåéñòâà L ñòåïåííûõ ðÿäîâ

M̂(L) = {||T||(s + v) | s + v ∈ L, T � ðàöèîíàëüíûé òðàíñäóêòîð}
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ω-ñåìåéñòâîì ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïî òåîðåìå 4.10 ïî-
ëó÷èì M̂(M̂(L)) = M̂(L). Ïîýòîìó, åñëè L = M̂(L), òî ãîâîðÿò,
÷òî ω-ñåìåéñòâî L ñòåïåííûõ ðÿäîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàöèî-
íàëüíûõ òðàíñäóêöèé è íàçûâàþò åãî ïîëíûì êîíóñîì. Òåîðåìà 4.9
íåìåäëåííî äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå (íåïðå-
ðûâíîå) çâåçäà-îìåãà-ïîëóêîëüöî. Òîãäà êâåìèêîëüöî Arat{{Σ∗∞}} ×
×Arat{{Σω∞}} (Aalg{{Σ∗∞}} × Aalg{{Σω∞}}) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êîíóñîì.

Ïóñòü (A〈〈Σ∗∞〉〉, A〈〈Σω∞〉〉) � ïîëíàÿ ïàðà ïîëóêîëüöî-ïîëóìîäóëü.
Äëÿ çàäàííîãî ω-ñåìåéñòâà L ñòåïåííûõ ðÿäîâ îáîçíà÷åíèå F̂(L) áó-
äåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íàèìåíüøåãî ω-ðàöèîíàëüíîãî çàìêíóòîãî
êâåìèêîëüöà, êîòîðîå òàêæå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëü-
íûõ òðàíñäóêöèé è ñîäåðæèò L. Î÷åâèäíî, ÷òî F̂(L) ñíîâà ÿâëÿåò-
ñÿ ω-ñåìåéñòâîì ñòåïåííûõ ðÿäîâ. ω-ñåìåéñòâî L ñòåïåííûõ ðÿäîâ
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì àáñòðàêòíûì ω-ñåìåéñòâîì ñòåïåííûõ ðÿäîâ,
åñëè L = F̂(L). Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê ïîñëåäíåìó ðåçóëüòàòó
ýòîé ñòàòüè. Èç òåîðåì 4.12, 4.9 ÷àñòè V [5] è 3.6 äàííîé ÷àñòè îíî
âëå÷åò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëíîå (íåïðå-
ðûâíîå) çâåçäà-îìåãà-ïîëóêîëüöî. Òîãäà êâåìèêîëüöî Arat{{Σ∗∞}} ×
×Arat{{Σω∞}} (Aalg{{Σ∗∞}} × Aalg{{Σω∞}}) åñòü ïîëíîå àáñòðàêòíîå
ω-ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíî àêöèåé Àâñòðî-Âåíãåðñêîãî íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà, ïðîåêò 53ÎåU1.

Supported by Aktion �Osterreich-Ungarn, Wissenschafts- und Erziehungs-
kooperation, Projekt 53ÎåU1.
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