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О проективных движениях в общих пространствах путей 
 

Установлено, что алгебра Ли подгруппы G  c одно-

мерными орбитами максимального порядка группы rG  

проективных движений в общих непроективно плоских 
пространствах путей является идеалом алгебры Ли 
группы rG . 

 
Ключевые слова: общее пространство путей, проективная связ-

ность, алгебра Ли. 
 
Пусть М — n-мерное дифференцируемое многообразие, 

)(MТ  его касательное расслоение, MMT )(:  —  канони-

ческая проекция. 
Общее пространство путей [1] есть пара ),( HМ , где H  — 

дифференциально-геометрический объект, заданный на каса-

тельном расслоении )(MT . Пусть ( ), где 1, ,ix i n  — систе-

ма координат окрестности MU  . В окрестности )(1 U  от-

носительно координат ( , ), где , 1,i jx y i j n , объект H
 имеет 

компоненты 1 1( , , , , , )i n nН x x y y  , однородные второй степе-

ни относительно слоевых координат 1, , ny y . На базисном 

многообразии общего пространства путей посредством объек-
та H

 задаются линии (пути), которые в окрестности U  опре-

деляются системой дифференциальных уравнений 
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Геометрические объекты НН ,  на касательном расслоении 
)(МТ  определяют на базе одни и те же пути [2] тогда и толь-

ко тогда, когда они проективно связаны: 

 )y,x(Фy)y,x(H)y,x(Н iii  , 

где ),( yxФ  скалярная функция, однородная первого измере-

ния относительно nуу ,,1  . Построим геометрический объект 

)( iРP , не зависящий от проективного преобразования объек-
та H , компоненты которого 

 ,
1

),( 


 Н
n

y
yxHР

i
ii  

где 
.Н  
частная производная Н  по у . i

kj
i
jk ÐÏ ..2

1


 
— ком-

поненты объекта проективной связности П  общего простран-
ства путей. 

Важную характеристику пространствам путей дают тензор 
Вейля )( i

jklWW
 
и тензор )( i

ljkПП  . Пространство путей 

),( HM
 является проективно плоским тогда и только тогда, 

когда 0,0  ПW .
 

Векторное поле 
i

ni

x
xxXUFХ




 ),,(),( 11 
 

),1( ni   является инфинитезимальным проективным движе-

нием в пространстве ),( HM  тогда и только тогда, когда 

 0i
X
РL c , (1) 

где сХ  полный лифт векторного поля Х . Условие (1) равно-
сильно условию 0ПL cX

, которое в координатах ),( ji yх  ок-

рестности )(1 U  запишется в виде 
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Теорема 1. Максимальная размерность алгебры Ли rL  

группы проективных движений rG
 c одномерными орбитами 

в непроективно плоских общих пространствах путей равна n . 
Доказательство. В работе [3] показано, что алгебра rL

 
либо абелева, либо имеет структуру 

 ).,,4,3,1,,(,0),(,),( 2 rXXXXХ kk    (3) 

Найдем все представления абелевой алгебры rL
 и алгебры 

rL  со структурой (3) в виде алгебры Ли инфинитезимальных 

преобразований 
i

i

x
xХ



 )( 
 
( 1, ; 1, )i n α r   координат-

ной окрестности U , когда 1))(( xrang i
 . 

1. Существует система координат )( ix окрестности U , в 

которой инфинитезимальное преобразование 1Х  абелевой ал-

гебры rL  имеет вид 
11

x
X




  [4]. В этой системе координат 

1

2 ),,(
x

xxХ n




  
 

),2( r . В основу дальнейшего на-

хождения представлений положим число функционально не-
зависимых составляющих  : 

a) все составляющие   функционально независимы.  

В этом случае nr   и посредством преобразований координат 

,,),,,(,),,,(, 1122
2

211    rrn
r

rn xxxxxxxххх  nn xx    

инфинитезимальные преобразования rХХ ,,1  , являющиеся 

базисом абелевой алгебры rL , приводятся к виду 
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 2
1 21 1 1

, , , ( )r
rХ Х х Х x r n

х х x

  
   
  

 . (4) 

(оставлены старые обозначения для новой системы коорди-
нат); 

б) число функционально независимых составляющих   

равно ,1,  nll rl  . В этом случае существует система ко-

ординат окрестности U , в которой 

 ,,,,
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2
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х
хХ

х
Х l

l 




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

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xxX l
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
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1

2 ),,(,
x

xxX l
rr 


   . (5) 

2. Аналогично тому, как были определены представления 

абелевой алгебры rL , можно показать, что алгебра rL
 со 

структурой (3) имеет следующие представления, когда 
:1)( irang   

 

1
1 21 1

2 1
3 1 1
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, , ,r
r
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
 (6) 

где ;1 nr  
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  .1,),,(,
1

12 



  nl
x

xxX l
rr    (7) 

Найдем компоненты объекта Р  общего пространства пу-
тей, допускающего алгебру Ли rL  инфинитезимальных про-

ективных движений (4) при nr  . Для этого запишем для 
каждого векторного поля из преобразований (4) уравнения 
инфинитезимальных проективных движений (1): 
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
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
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 (8) 

Из уравнений (8) получим, что  1221 ),,,,,( yyyххАР nn   
),,,,,,( 22 nn yyxxB   yyyххАР nn ),,,,,( 22  . Здесь 

А  однородная функция первой степени относительно 
nуу ,,2  . Составляющие объекта )( iРР  должны удовле-

творять условию 0. 
P : 0.  

 yAnA . Из этого равен-

ства с учетом того, что АyA. 
 , получим, что 0А . 

Итак, геометрический объект Р  имеет компоненты 
),,,,,( 22

1
nnii yyxxBР  . Таким образом, абелева группа 

nG  с алгеброй Ли (4) является абелевой группой проективных 

движений в общих пространствах путей с объектом проектив-
ной связности 

 

2 2
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1
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Покажем, что пространства ),( HM  не допускают в каче-

стве группы проективных движений группу rG  с алгеброй 

Ли (5). Предположим, что группа rG  является группой про-

ективных движений в общих пространствах путей. Запишем 
уравнения инфинитезимальных проективных движений для 
алгебры rL

 (5): 
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где rlsnil ,1;,1;,2,,  . 
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Из уравнений (9) следует, что  1221 ),,,,,( yyyxxАР nn   

),,,,,,( 22 nn yyxxB   yyyxxAP nn ),,,,,( 22  . То-

гда из выражения (10) при 1i  находим, что sss axa  
 . 

Так как 



l

sss XaXaХ
2

1


 , то пришли к противоречию с ус-

ловием. По условию векторные поля (5) линейно независимы. 
Найдем теперь составляющие объекта проективной связ-

ности общего пространства путей, допускающего алгебру Ли 

инфинитезимальных проективных движений 1nL   (6). Так как 

алгебра nL  (5) является подалгеброй алгебры 1nL  (6), то со-

ставляющие объекта проективной связности пространства 
 НМ , , допускающего алгебру Ли инфинитезимальных про-

ективных движений 1nL  (6), определим из уравнений 

 0i
jkX

ПL C , (11) 

где ),,,,( 22
1

nn
jk

ii
jk yyxxBП  ; cX  — полный лифт век-

торного поля .
1

1

x
xX



  Из уравнений (11) получим, что 

0i
jkП . Пространство путей ),( НМ

 является проективно 

плоским. 
Не существует пространств путей, допускающих алгебру 

Ли rL  инфинитезимальных преобразований (7) в качестве ал-
гебры Ли проективных движений. Теорема доказана. 

 

Теорема 2. Пусть rG локальная группа проективных дви-

жений в непроективно плоских общих пространствах путей, 

nG — абелева подгруппа с одномерными орбитами группы rG . 

Тогда алгебра Ли nL  подгруппы nG  является идеалом алгебры 

Ли rL  группы rG . 
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Доказательство. Из теоремы 1 следует, что векторные по-

ля 
11
х

Х



 ,
11

2
2 ,,

x
xХ

х
хХ n

n 






   выступают базисом 

алгебры Ли nL  подгруппы nG  проективных движений в про-

странствах путей ),( HM , составляющие объекта проективной 

связности которого ),,,,( 22
1

nn
jk

ii
jk yyxxBП  . 

Компоненты тензора Вейля W  пространства путей, допускаю-
щего абелеву группу nG  проективных движений с одномерными 

орбитами, ,01
1

11
1  jljllkljkl WWWW   ),,2,,(,1   nsWs  зави-

сят от переменных nn yyхх ,,,,, 22  , а компоненты тензора 

l.jk
i
1

i
jkl BП:П  . 

Пусть rLХ  , 
i

ni

x
xxX




 ),,( 1  . Запишем уравнения 

проективных движений для векторного поля Х : 
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xxxxn 
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

  . (12) 

Из уравнений (12) при 1,,2  kjni  получим, что 

 ),,( 21 nххх   ),,( 2 nxx  , n,2 . Из первой серии 
условий интегрируемости дифференциальных уравнений (12) 

 ,0,0  i
jklX

i
jklX

WLПL cc  

где сХ  — полный лифт векторного поля Х , следует, что 

 .0B,0W l.jk
1
s  


   (13) 

Так как пространства ),( НМ  являются непроективно пло-

скими, то из (13) имеем, что 0 . Из уравнений (12) с уче-
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том того, что ),,,( 2 nxx     получим 

),,(),,( 2211 nn xxxxx    . Найдем коммутаторы век-

торного поля 


xx
xX









1

1 )(  и векторных полей 

базиса алгебры nL : 

   1 11 1
( , ) ( ) , ( , )λ λ

λ λY X X x η ψ Y X X η
x x

 
    

 
, n,2 . (14) 

Из выражения (14) следует, что векторные поля 

,,1, niYi  алгебры rL  должны раскладываться по векторным 

полям базиса алгебры nL . В противном случае получим про-

тиворечие с теоремой 1. Следовательно, подалгебра nL
 явля-

ется идеалом алгебры Ли rL . 
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On projective motions in general path spaces 
 

It is established that Lie algebra of subgroup G  with one-dimen-

sional orbits of maximal order of group rG  of projective motions in 

general nonprojective flat path spaces is an ideal of Lie algebra of 
group rG . 


