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ИНВАРИАНТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КЛАССОВ  

СТЕПАНОВА СТРУКТУР ПОЧТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ  

НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ 
 

Получены инвариантные характеристики классов 

Степанова структур почти произведения [1] в случае, 

когда в качестве исходного многообразия выступает 

касательное расслоение,  -структура определена ин-

финитезимальной связностью, а линейная связность 

является связностью Леви-Чивита эрмитовой метрики 

структуры почти произведения. 

 

1. Пусть M  — гладкое n-мерное многообразие; TM  — 

касательное расслоение над M ; )( ixx   — локальные коор-

динаты на M ;  )(),( Axyxz ),( iini yxx   — естественные 

локальные координаты на TM  и   — инфинитезимальная 

связность, определяющая горизонтальное распределение zH  

и, следовательно, структуру почти произведения (  -струк-

туру) на TM : zzz VHTMT )( , где zV  — вертикальное рас-

пределение, касающееся слоев. Локальный базис векторных 

полей, адаптированный к структуре почти произведения, имеет 

вид ),( iiA   , где k
k
iii N   , 

i
i x / , 

i
i y / , а 

),( yxNN k
i

k
i   — коэффициенты инфинитезимальной связно-

сти. Дуальный ему базис ),( kkB ydx   состоит из горизон-

тальных форм idx  и вертикальных форм pk
p

kk dxNdyy  , а 

структурные уравнения имеют вид 
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 k
k
ijji R  ],[ , k

k
ijji L   ],[ , 0],[  ji

 ,  (1) 

где k
ji

k
ij

k
ij NNR  , k

ij
k
ij NL   . 

Пусть h  и v  — операторы проектирования на Н и V соот-

ветственно: hh 2 , vv 2 , 0 vhhv . Тогда hvP   есть 

оператор структуры почти произведения: idP 2 , 

hXhXP )( , vXvXP )( . Кроме того, на TM  имеется кано-

ническая почти комплексная структура I , idI 2 , 

vXhXI )( , hXvXI )( . 

Риманову метрику G  на TM  назовем эрмитовой метрикой 

структуры почти произведения, если она эрмитова, 

),(),( YXGIXIXG  , а метрика структуры почти произведения 

),(),( YXGPYPXG  . Отсюда следует, что 

 ,),(),( ji
ij

ji
ij yyyxgdxdxyxgG    (2) 

где ji
ij dxdxyxgg  ),(  определяет на M  обобщенную ла-

гранжеву метрику. Обозначим через   финслерову связность 

обобщенного лагранжева пространства ),( gM , согласованную 

с метрикой g  и без кручения. Если ),( k
ij

k
ij C  — коэффициенты 

этой связности, определяемые разложениями k
k
ijji
 , 

k
k
ijj C

i



, k

ji
k
ij  , k

ji
k
ij CC  , то 

 )(
2

1
ijsisjsji

ksk
ij gggg  ;  (3) 

 )(
2

1
ijsisjsji

ksk
ij ggggC   .  (4) 

Пусть 
C
AB

~
 — коэффициенты связности Леви-Чивита 

~
 

метрики G , определяемые разложением C
C
ABBA


~~
.  

Тогда [2] 
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 k
ij

k
ij 

~
, )(

2

1~ p
ijspijs

kskn
ij Rggg    , 

 )(
2

1~ p
sijpsij

ks

jn

k
i Rggg 


 , )(

2

1~ p
jsipjsi

ks

j

k
in Rggg  

 ,  (5) 

 )(
2

1~ p
jisp

p
jspi

ks

j

kn
in BgBgg  


, )(

2

1~ p
sjip

p
sipj

ks

jn

k
in BgBgg 


, 

 )(
2

1~ p
isjp

p
ijsp

ksk
ij

kn

jni BgBgg 



, ,

~ k
ijjn

kn
in C






 

где k
ij

k
ij

k
ij LB  . 

2. Целью данной работы является нахождение инвариант-

ных характеристик тех классов структур почти произведения, 

которые выделены С.Е. Степановым в работе [1], в случае на-

личия на многообразии линейной связности без кручения. При 

этом в качестве исходного многообразия мы берем касательное 

расслоение TM , считая, что  -структура определена инфи-

нитезимальной связностью  , а линейная связность без кру-

чения является связностью Леви-Чивита 
~

 метрики G . 

В упомянутой выше работе выделены восемь классов 

структур почти произведения: интегрируемые и полуинтегри-

руемые, плоские и полуплоские, чебышевские и получебы-

шевские, геодезические и полугеодезические. 

Необходимым и достаточным условием интегрируемости 

структуры почти произведения является обращение в нуль 

тензора Нейенхейса: )),,(),((8),( YXFYXFYXN vh   где 

],[
2

1
hYhXvF h   и ],[

2

1
vYvXhF v   — тензоры интегрируемо-

сти распределений Н и V соответственно. Из уравнений (1) 

следует, что 0hF  тогда и только тогда, когда 0k
ijR , а 

0vF . Таким образом, имеет место 

Утверждение 1. Структура почти произведения P  на 

TM  является интегрируемой тогда и только тогда, когда 

0k
ijR . Если 0k

ijR , то структура полуинтегрируема. 
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Распределение Н называется плоским, или вполне геоде-

зическим, если для любой точки TMz  и любого вектора 

xH  геодезическая  , определяемая начальными условиями 

)( 0tz   и 


)( 0t
dt

d
, является интегральной кривой распре-

деления Н. Структура почти произведения называется плоской, 

если оба ее распределения являются вполне геодезическими, и 

полуплоской, если вполне геодезическим является одно из двух 

распределений. Критерием плоской структуры является обра-

щение в нуль тензора Йордена: 

 },{},{},{},{),( PYXPYPXPPYPXYXYXJ  , 

где )
~~

(
2

1
},{ XYYX YX   — скобка Йордена. Имеет место ра-

венство )),(),((8),( YXQYXQYXJ vh  , где },{),( hYhXvYXQh  , 

},{),( vYvXhYXQv   — вторые фундаментальные формы рас-

пределений Н и V соответственно. Если 0hQ , то распреде-

ление Н является плоским. Вычисляя hQ  и vQ , убеждаемся, 

что справедливо 

Утверждение 2. Для того чтобы структура почти про-

изведения P  на TM  была плоской, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись следующие условия: 

 0 p
ijkpijk Rgg ;  (6) 

 0 p
kjip

p
kipj BgBg .  (7) 

Если выполняется только условия (6), то структура по-

лупоская, в этом случае распределение Н вполне геодезическое. 

Если выполняются только условия (7), то структура полупло-

ская, а распределение V является вполне геодезическим. 

Структура почти произведения называется чебышевской, 

если каждое распределение параллельно вдоль интегральных 

кривых другого распределения. Если одно из распределений 

параллельно вдоль интегральных кривых другого распределе-
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ния, то структура называется получебышевской. Обращение в 

нуль тензора )
~

(2),( hYvYXK vXHV   означает, что распре-

деление Н параллельно вдоль интегральных кривых распре-

деления V, а обращение в нуль тензора )
~

(2),( vYhYXK hXVH   

означает, что распределение V параллельно вдоль интеграль-

ных кривых распределения Н. Проводя необходимые вычис-

ления, убеждаемся, что 0HVK  тогда и только тогда, когда 

 0 p
jikp

p
jkpi BgBg ,  (8) 

а 0VHK  тогда и только тогда, когда 

 0 p
kijpkij Rgg .  (9) 

Следовательно, справедливо 
 

Утверждение 3. Для того чтобы структура почти про-

изведения P  на TM  была чебышевской, необходимо и дос-

таточно, чтобы выполнялись условия (8) и (9). Если выполня-

ется одно из условий, то структура получебышевская. 

Структура почти произведения является полугеодезиче-

ской, если 0 hh FQ  (или 0 vv FQ ), т.е. распределение Н 

(или V) параллельно вдоль своих интегральных кривых. Если 

0 vvhh FQFQ , то структура геодезическая. Анализ 

этих условий для структуры P  на TM позволяет сделать сле-

дующий вывод: 
 

Утверждение 4. Для того чтобы структура почти про-

изведения P  на TM  была геодезической, необходимо и дос-

таточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

 0 ijk g , 0k
ijR ;  (10) 

 0 p
kjip

p
kipj BgBg .  (11) 

Если выполняется одно из условий — (10) или (11), то 

структура полугеодезическая. 
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THE INVARIANT CHARACTERISTICS STEPANOV’S 

CLASSES OF ALMOST-PRODUCT STRUCTURES  
ON THE TANGENT BUNDLE 

 
The invariant characteristics Stepanov’s classes of al-

most-product structures are obtained for the case, when the original 

manifold is the tangent bundle,  -structure is defined by infinitesi-

mal connection and the linear connection is the Levi-Civita con-
nection of Hermitian metric of the almost-product structure. 
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О ПОЛУСИММЕТРИЧЕСКИХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ 

АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Методом внешних форм Картана исследуются 

свойства такой оснащенной гиперповерхности M m  аф-

финного пространства A 1n , которая относительно ин-

дуцированной связности является полусимметрическим 
подмногообразием. 




