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Дифференцирование линейных алгебр  

с единицей над полем  
 

Линейные алгебры над заданным полем возникают 
при изучении различных задач алгебры, анализа и гео-
метрии. Операция дифференцирования, возникшая в 
математическом анализе, была перенесена в теорию ли-
нейных алгебр над полем, а также в теорию колец.  

Множество всех дифференцирований линейной ал-
гебры сами образуют линейную алгебру. Эта алгебра 
называется алгеброй дифференцирований. При этом она 
допускает структуру алгебры Ли. Если алгебра, диф-
ференцирования которой рассмотрены, является конеч-
номерной, то ее алгебра Ли дифференцирований будет 
также конечномерной. Поэтому возникает естественная 
задача определения размерности алгебр Ли дифференци-
рований рассматриваемой линейной алгебры или оценки 
сверху размерности алгебры дифференцирований.  

Для решения этих задач в работе получена система 
линейных однородных уравнений, которой удовлетво-
ряют компоненты произвольного дифференцирования. 
Оценка ранга этой системы позволяет получить оценку 
снизу ранга матрицы рассматриваемой системы. Полу-
чена оценка размерности сверху алгебр Ли дифферен-
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цирований произвольной конечномерной линейной ал-
гебры, обладающей главной единицей над произволь-
ным полем, характеристика которого отлична от двух. 
Доказана точность полученной оценки путем построе-
ния линейной алгебры, алгебра Ли дифференцирований 
которой реализует максимальную размерность алгебры 
дифференцирований данной алгебры. 

 
Ключевые слова: алгебра Ли, дифференцирование линейной ал-

гебры, размерность алгебры Ли, линейная алгебра 

 
1. Необходимые понятия и сведения  

из теории линейных алгебр и их дифференцирований 
 
Линейной алгеброй над полем P называется векторное 

пространство над этим полем, на котором задана билинейная 
операция, называемая операцией умножения. Будем считать, 
что рассмотренная алгебра A является конечномерной, а про-
изведение любых двух элементов x и y обозначим через xy. 

Дифференцированием линейной алгебры A называется 
всякий линейный оператор ܣ:ܦ → -удовлетворяющий усло ,ܣ
вию  

ሻݕݔሺܦ ൌ ݕሻݔሺܦ ൅  ሻݕሺܦݔ

для любых элементов x и y  из A. 
Множество всевозможных дифференцирований алгебры A 

обозначается символом DerA. Это множество допускает есте-
ственную структуру алгебры Ли над полем P относительно 
операции коммутирования, определенной по правилу 

ሾܦଵ, ଶሿܦ ൌ  ,ଵܦ°ଶܦଶെܦ	°ଵܦ

где ° является композицией отображений ܦଵ	 и ܦଶ. 
Алгебра Ли DerA имеет размерность, не превращающую 

݊ଶ, где n — размерность алгебры A [2]. Для доказательства 
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этого утверждения возьмем полную линейную алгебру Ли 
gl(n,P) квадратных матриц порядка n над полем P. Операция 
коммутирования в этой алгебре задана по правилу  

ሾܤ, ሿܥ ൌ ܥܤ െ  ,ܤܥ

где BC и CB — произведения матриц B и C из gl(n,P). Размер-
ность этой алгебры Ли над полем P равна ݊ଶ.  

Далее в алгебре A выберем некоторый базис ሺ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሻ. 
Для произвольного дифференцирования D алгебры A положим  

ሺ݁௜ሻܦ ൌ ௜ݔ
௞݁௞, ݔ௜

௞ ∈ ܲ 

и составим матрицу ܯሺܦሻ ൌ ௜ݔ||
௞||, для элементов ݔ௜

௞ будем 
считать, что верхний индекс указывает номер строки, а ниж-
ний — номер столбца.  

Ясно, что ܯሺܦሻ	является элементом множества gl(n,P). Так 
как для дифференцирования D относительно выбранного ба-
зиса ሺ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሻ матрица ܯሺܦሻ	 определена единственным 
образом, то можно определить отображение  

݂: ܣ	ݎ݁ܦ → ݈݃ሺ݊, ܲሻ 

условием ݂ሺܦሻ ൌ   .ሻܦሺܯ
Можно доказать, что отображение f является гомоморфиз-

мом, причем инъективным, то есть ݎ݁ܭ	݂ ൌ ሼ0ሽ. В силу этого 
заключаем, что ݀݅݉ሺݎ݁ܦ	ܣሻ ൑ ݊ଶ. 

Пусть ܦሺ݁௜ሻ ൌ ௜ݔ
௞݁௞	и ݁௜ ௝݁ ൌ ௜௝ܥ

௞݁௞, где ܥ௜௝
௞  — структурные 

постоянные алгебры относительно базиса ሺ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሻ. Опе-
ратор D будет дифференцированием тогда и только тогда, ко-
гда  

ሺ݁௜ܦ ௝݁ሻ ൌ ሺ݁௜ሻܦ ௝݁ ൅ ݁௜ܦሺ݁௝ሻ. 

Эти соотношения равносильны следующей системе линей-
ных однородных уравнений относительно переменных ݔ௜

௞: 

௠௝ܥ
௛ ௜ݔ

௠ ൅ ௜௠ܥ
௛ ௝ݔ

௠ െ ௜௝ܥ
௠ݔ௠௛ ൌ 0.  (1.1) 
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Эту систему представим следующим образом: 

ሺ௜௝ܥ
௛ |௠௞ ሻݔ௞

௠ ൌ 0,         (1.2) 

где  

ሺ௜௝ܥ
௛ |௠௞ ሻ ൌ ௜ߜ	

௞	ܥ௠௝
௛ ൅ ௝ߜ

௞ܥ௜௠
௛ െ ௠௛ߜ ௜௝ܥ

௞ .   (1.3) 

Здесь ߜ௜
௞ ൌ ൜

1		при	݇ ൌ ݅
0		при	݇ ് ݅ — символ Кронекера, 1 — еди-

ничный элемент поля P, 0 — нейтральный (нулевой) элемент 
поля P. 

Из скаляров ܥሺ௜௝
௛ |௠௞ ሻ составим прямоугольную матрицу 

ܥ ൌ ሺ௜௝ܥ
௛ |௠௞ ሻ, 

где тройка индексов ሺ௜௝
௛ ሻ фиксирует строку, а пара индексов 

ሺ௠௞ ሻ — столбец этой матрицы. Так, например, скаляр ܥሺ௜௝
௛ |௠௞ ሻ 

является коэффициентом при переменном ݔ௠௞  в уравнении ሺ௜௝
௛ ሻ 

(при фиксированных индексах h, i, j, k, m). 
Поскольку система (1.2) линейная и однородная, то имеет 

место  
Теорема 1.  
(1) ݀݅݉ሺݎ݁ܦ	ܣሻ ൑ ݊ଶ െ  ;ранг матрицы C — ߩ	 где ,ߩ
(2) если ݃݊ܽݎ	ܥ ൒ ሻܣ	ݎ݁ܦто ݀݅݉ሺ ,ݎ ൑ ݊ଶ െ  .ݎ
Отметим, что ранг матрицы C не зависит от выбора базиса. 

Поэтому ݀݅݉ሺݎ݁ܦ	ܣሻ не зависит от выбора базиса. 
 

2. Оценка сверху размерности алгебры Ли  
дифференцирований линейной алгебры A,  

обладающей единицей 
 
Предположим, что линейная алгебра A обладает единицей, 

то есть в ней имеется элемент 	ߜ такой, что ݔߜ ൌ ߜݔ ൌ -Эле .ݔ
мент ߜ обычно называется главной единицей алгебры [1]. Оче-
видно, что алгебра A имеет лишь только одну главную едини-
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цу. Для исследования алгебры дифференцирований алгебры A 
выберем специальным образом базис в ней. Включим главную 
единицу в базис и обозначим ߜ ൌ ݁଴. Остальные элементы  
базиса могут быть выбраны произвольно. Тогда получим сле-
дующий набор базисных элементов: ሺ݁଴, ݁ଵ, … , ݁௡ିଵሻ. Так как 
݁଴݁௜ ൌ ݁௜݁଴ ൌ ݁௜, то структурные постоянные алгебры A будут 
удовлетворять условиям 

଴௜ܥ
௞ ൌ ௜ߜ

௞ , ܥ௜଴
௞ ൌ ௜ߜ

௞. 

Эти соотношения являются необходимым и достаточным 
условием того, что элемент является главной единицей алгеб-
ры A. Считая, что ݁଴ ൌ  перейдем к исследованию матрицы ,ߜ
C.  

Теорема 2. Размерность алгебры ܣݎ݁ܦ алгебры A с едини-
цей не больше, чем ሺ݊ െ 1ሻଶ, где ݊ ൌ ݀݅݉௉ܣ при условии, что 
характеристика поля P не равна 2. 

Доказательство. Рассмотрим матрицу T, составленную из 
коэффициентов при переменных  

ଵݔ
଴, ௜ݔ

଴		ሺ݅ ൐ 1ሻ, 	଴ݔ
௞ 		ሺ݇ ൐ 0ሻ 

в уравнениях 

ሺଵଵ
ଵ ሻ, ሺ௠ଵ

ଵ ሻ	ሺ݉ ൐ 1ሻ, ሺ଴଴
௛ ሻ	ሺ݄ ൌ 0,1, … , ݊ െ 1ሻ.	 

Вычислим эти коэффициенты по формулам (1.3), получим 

ሺଵଵܥ
ଵ |଴

ଵሻ ൌ ଴ଵܥ
ଵ ൅ ଵ଴ܥ

ଵ ൌ 2, ሺ௠ଵܥ
ଵ |଴

ଵሻ ൌ 0,		 

ሺ௠ଵܥ
ଵ |଴

௛ሻ ൌ ௠௛ߜ ଴ଵܥ
ଵ ൌ ௠௛ߜ , ሺ଴଴ܥ

௛ |଴
ଵሻ ൌ െߜ଴

௛ܥ଴଴
ଵ ൌ 0,  

ሺ଴଴ܥ	
௛ |௞

଴ሻ ൌ ௞ߜ
௛൅ߜ௞

௛െߜ௞
௛ܥ଴଴

଴ ൌ ௞ߜ
௛. 

На основании полученных соотношений можно сделать 
вывод о том, что матрица T имеет следующее строение: 

ܶ ൌ ൭
2 0 ∗
0 ௡ିଶܧ ∗
0 0 ௡ܧ

൱, 
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где ܧ௦	 — единичная матрица порядка s. Ранг этой матрицы 
равен 2݊ െ 1. Следовательно, ранг матрицы C не меньше, чем 
2݊ െ 1. Отсюда заключаем, что  

݀݅݉ሺݎ݁ܦ	ܣሻ ൑ ݊ଶ െ ሺ2݊ െ 1ሻ ൌ ሺ݊ െ 1ሻଶ. 

Для доказательства точности оценки рассмотрим алгебру 
ሺ݊ െ 1ሻ-дуальных чисел ܴሺߝଵ, ,ଶߝ … , ௡ିଵሻߝ ൌ ሼܽ଴ ൅ ܽଵߝଵ ൅ ⋯൅
ܽ௡ିଵߝ௡ିଵ|	ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡ିଵ ∈ ܲ, ௝ߝ௜ߝ ൌ 0ሽ, ߝ଴ — единица алгеб-
ры. Поэтому ܦሺߝ଴ሻ ൌ   ଴ሻ. Отсюдаߝ଴ߝሺܦ

଴ሻߝሺܦ ൌ ଴ߝ଴ሻߝሺܦ ൅  .଴ሻߝሺܦ଴ߝ

Значит, ܦሺߝ଴ሻ ൌ 0. Следовательно, ݔ଴
௜ ൌ 0		ሺ݅ ൌ 0,1, … , ݊ െ 1ሻ. 

Поскольку ߝ௜ߝ௝ ൌ 0, то ܦሺߝ௜ሻߝ௝ ൅ ௝ሻߝሺܦ௜ߝ ൌ 0. Отсюда, поло-
жив ܦሺߝ௜ሻ ൌ ௜ݔ

௞ߝ௞ ሺ݇ ൌ 0,1, … , ݊ െ 1ሻ, получим 

௜ݔ
଴ߝ௝ ൅ ௝ݔ

଴ߝ௜ ൌ 0. 

Если ݅ ൌ 1, ݆ ് 1, то ݔଵ
଴ ൌ 0, ௝ݔ

଴ ൌ 0 в силу линейной не-
зависимости ߝଵ, ሺ݆	௝ߝ ് 1ሻ. Значит, ݔଵ

଴ ൌ 0 и ݔ௝
଴ ൌ 0. То есть 

௞ݔ
଴ ൌ 0	ሺ݇ ൌ 1, 2, … , ݊ െ 1ሻ.  
Если же ݀݅݉ܣ ൌ 2, то 2ݔଵ

଴ߝଵ ൌ 0. Так как характеристика 
поля ܲ ് 2, то ݔଵ

଴ ൌ 0	ሺ݅ ് 0ሻ.  
Таким образом, имеем ݔ଴

௜ ൌ 0		ሺ݅ ൌ 0, 1, … , ݊ െ 1ሻ.  
Следовательно, каждое дифференцирование задается ра-

венством ܦሺߝ௜ሻ ൌ ௜ݔ
௞ߝ௞ ሺ݅, ݇ ൌ 0, 1, … , ݊ െ 1ሻ. 

Следовательно, ݀݅݉	ܴሺߝଵ, ,ଶߝ … , ௡ିଵሻߝ ൌ ሺ݊ െ 1ሻଶ. Это до-
казывает точность оценки в теореме 2. 

Заметим, что аналогичные задачи авторами были рассмот-
рены для йордановых алгебр [8], а также для некоторых дру-
гих алгебр специального вида [5—7]. 
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Linear algebras over a given field arise when studying various prob-
lems of algebra, analysis and geometry. The operation of differentiation, 
which originated in mathematical analysis, was transferred to the theory of 
linear algebras over a field, as well as to the theory of rings.  

The set of all differentiations of a linear algebra themselves form a 
linear algebra. This algebra is called the algebra of differentiations. At the 
same time, this algebra admits the structure of a Lie algebra. If the algebra 
whose differentiations are considered is finite-dimensional, then its Lie 
algebra of differentiations will also be finite-dimensional. Therefore, there 
is a natural problem of determining the dimension of the Lie algebras of the 
differentiations of the linear algebra under consideration or to obtain an 
estimate from above of the dimension of the algebra of differentiations.  

To solve these problems, a system of linear homogeneous equations 
is obtained, which is satisfied by the components of arbitrary differentia-
tion. Evaluation of the rank of this system allows us to obtain an estimate 
from below of the rank of the matrix under consideration. 

 
Keywords: Lie algebra, differentiation of linear algebra, dimension of 

Lie algebra, linear algebra 
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