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Oб одном свойстве 4W -многообразий  

Доказано, что квазисасакиева структура, индуциро-
ванная на вполне омбилической гиперповерхности W4-
многообразия, либо гомотетична сасакиевой структуре, 
либо является косимплектической структурой. 
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1. Значение класса 4W  почти эрмитовых многообразий 

определяется прежде всего тем, что этот класс содержит все 
локально конформные келеровы (locally conformal Kählerian, 
LCK-) многообразия. При этом класс 4W  совпадает с классом 

LCK-многообразий для размерности не ниже шести [1]. Отме-
тим, что 4W -многообразия изучали с разных точек зрения та-

кие известнейшие геометры, как Альфред Грей (США), Изу 
Вайсман (Израиль) и Вадим Фёдорович Кириченко (Россия).  

Данная статья продолжает работу автора, связанную с изу-
чением почти контактных метрических структур на гиперпо-
верхностях 4W -многообразий [2—5].  

2. Напомним [1], что под почти эрмитовой структурой на чет-

номерном многообразии nM 2  мы понимаем пару   ,, gJ , 
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состоящую из почти комплексной структуры J и римановой 
метрики  ,g , причем J и  ,g  должны удовлетворять 

условию  

),(,,,, 2nMYXYXJYJX   

где )( 2nM   — модуль гладких векторных полей на многооб-

разии nM 2 . 
Пусть  },,{,2 gJM n  — почти эрмитово многообразие. 

Зафиксируем точку nMp 2 . Пусть )( 2n
p MT  — пространство, 

касательное к многообразию nM 2  в выбранной точке p, а 
  ,, pp gJ  — почти эрмитова структура, порожденная па-

рой   ,, gJ . Реперы, адаптированные почти эрмитовой 

структуре (А-реперы), устроены так:  

),,,,,,,( ˆ1̂1 nnp    

где a  — собственные векторы оператора почти комплексной 

структуры в комплексификации касательного пространства, 
принадлежащие собственному значению оператора 1i , а 

â  — собственные векторы, принадлежащие собственному 
значению i . Здесь индекс a принимает значения от 1 до n; 

.ˆ naa    

Почти эрмитова структура на многообразии  nM 2  принад-
лежит классу 4W , если  

         


 YFZXZFYX
n

ZYFX  ,,
12

1
,  

    JYFJZXJZFJYX  ,,  , )(,, 2nMZYX  . 

Здесь JYXYXF ,),(   — фундаментальная форма почти 

эрмитовой структуры; через   обозначен оператор кодиффе-
ренцирования, через   — риманова связность метрики 

 ,g  [1]. 
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На всякой ориентируемой гиперповерхности 12 nN  почти 

эрмитова многообразия nM 2  индуцируется почти контактная 
метрическая структура [4; 6], понимаемая как система тензор-
ных полей  g,,,  , для которой выполняются следующие 

условия: 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, NYX  . 

Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле, 

  — ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика. 

 
3. Структурные уравнения Картана (в А-репере) почти 

контактной метрической структуры на ориентируемой гипер-

поверхности 12 nN  в произвольном 4W -многообразии nM 2  

имеют следующий вид [2; 3; 5]: 

    











 iBBd n2  

;
2

1  
 






  iB n                            (1) 

    













 iBBd n2

;
2

1  
 






  iB n  

     








  n
n

nn
n iBiBBd 222

  ,
   nn

n iB  

где .
2

,
2

ˆ
ˆ,,ˆ

a
cb

c
ab

a

cbc
ab J

i
BJ

i
B   



М. Б. Банару 

17 

Здесь через }{  , }{  обозначены компоненты форм 

смещения )(  n , через }{ k
j  — компоненты форм римано-

вой связности; а через }{ ,
j

mkJ  обозначены компоненты J . 

Отметим, что системы функций  c
abB  и  c

abB  являются ком-

понентами тензоров Кириченко [6] почти эрмитовой структу-

ры на многообразии nM 2 . Здесь и далее ;1,,1,,  n  

;,,1,, ncba   ;ˆ naa     — вторая квадратичная форма по-

гружения гиперповерхности 12 nN  в 4W -многообразие .2nM  

Гиперповерхность 4W -многообразия является вполне ом-

билической в том и только том случае, если ,psps g   

const , при этом гиперповерхность 4W -многообразия явля-

ется вполне геодезической тогда и только тогда, когда матрица 
ее второй квадратичной формы будет нулевой. Принимая во 
внимание вид матрицы метрического тензора [4; 6] 

 































0

0

0

0

00100

0

0







1-n

1-n

I

I

psg , 

мы можем сделать вывод о том, что «блоки» )( ˆ  и )( ̂  

матрицы второй квадратичной формы погружения вполне ом-

билической гиперповерхности 12 nN  в 4W -многообразие nM 2  

имеют скалярный вид: 
  iˆ .     
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Сопоставляя уравнения (1) с известными [1] структурными 
уравнениями квазисасакиевой структуры 

;





   Bd  

;




   Bd  

,2 


   Bd  

структуры, гомотетичной сасакиевой,   

;





   id  

;




   id  


   id 2  , 

а также косимплектической структуры 

,


  d  

,

  d  

0d , 

мы приходим к такому результату.  
Теорема. Квазисасакиева структура, индуцированная на 

вполне омбилической гиперповерхности 12 nN  4W -многообра-

зия ,2nM  является либо гомотетичной сасакиевой структу-
ре, либо косимплектической структурой. При этом структу-
ра будет косимплектической в том и только том случае, ко-
гда гиперповерхность является вполне геодезическим подмно-
гообразием многообразия nM 2 . 

Учитывая упомянутый выше факт о том, что класс 4W  по-
чти эрмитовых многообразий содержит все LCK-многообра-
зия, мы получаем такое 

Следствие 1. Квазисасакиева структура, индуцированная 

на вполне омбилической гиперповерхности 12 nN  всякого 
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LCK-многообразия ,2nM  является либо гомотетичной сасаки-
евой структуре, либо косимплектической структурой. При 
этом структура будет косимплектической в том и только том 
случае, когда гиперповерхность является вполне геодезиче-

ским подмногообразием LCK-многообразия nM 2 . 
С учетом результатов В. Ф. Кириченко о строении косим-

плектических многообразий [6] мы приходим еще к одному 
результату. 

Следствие 2. Пусть 12 nN  — вполне геодезическая гипер-

поверхность 4W -многообразия ,2nM  на которой индуцирова-

на квазисасакиева структура. Тогда гиперповерхность 12 nN  
локально эквивалентна произведению келерова многообразия 
на вещественную прямую. 
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The properties of almost Hermitian manifolds belonging to the Gray — 

Hervella class W4 are considered. The almost Hermitian manifolds of this 
class were studied by such outstanding geometers like Alfred Gray, Izu 
Vaisman, and Vadim Feodorovich Kirichenko. 

Using the Cartan structural equations of an almost contact metric 
structure induced on an arbitrary oriented hypersurface of a W4-manifold, 
some results on totally umbilical and totally geodesic hypersurfaces of 
W4-manifolds are presented. It is proved that the quasi-Sasakian structure 
induced on a totally umbilical hypersurface of a W4-manifold is either 
homothetic to a Sasakian structure or cosymplectic. Moreover, the quasi-
Sasakian structure is cosymplectic if and only if the hypersurface is a to-
tally geodesic submanifold of the considered W4-manifold.  

From the present result it immediately follows that the quasi-Sasakian 
structure induced on a totally umbilical hypersurface of a locally confor-
mal Kählerian (LCK-) manifold also is either homothetic to a Sasakian 
structure or cosymplectic. 

 
Keywords: almost Hermitian manifold, 4W -manifold, almost contact 

metric structure, hypersurface. 
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