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(Балтийский федеральный университет им. И. Канта, г. Калининград) 
 

Связности второго порядка на семействе  
центрированных плоскостей в проективном пространстве 

 
В продолжении 2 ( )rG B  главного расслоения ( )rG B , 

ассоциированного с семейством rB  центрированных 
плоскостей, способом Лаптева — Лумисте задана фунда-
ментально-групповая связность второго порядка. Найде-

ны уравнения на объект 2  данной связности и объект 
2R  кривизны этой связности. Показано, что связность  

1-го порядка  , заданная в расслоении ( )rG B , вместе с 

аффинной связностью i
jk  в пространстве параметров rV  

индуцируют однопараметрическую связку связностей 2 . 
 

Ключевые слова: семейство центрированных плоскостей, фун-
даментально-групповая связность, метод продолжений и охватов, 
кривизна. 

 
 1. Главное расслоение, ассоциированное 
с семейством центрированных плоскостей 

 

Отнесем n-мерное вещественное проективное пространство 

Pn к подвижному реперу },{ IAA , nJI ,1,,  , инфините-
зимальные перемещения которого определяются деривацион-
ными формулами 

 I
I AAdA  , AAAdA IJ

J
III  , 

где форма   играет роль множителя пропорциональности, а 

структурные формы I , I
J , I  проективной группы GP(n) 

удовлетворяют уравнениям Картана [8, c. 121] 
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 I
J

JID  , J
J
IID  ,  (1.1) 

 )( J
I
KK

I
J

KI
K

K
J

I
JD  .  (1.2) 

В пространстве Pn рассмотрим семейство rB  центрированных 

плоскостей *
mL , где 1 ≤ m < n, 1 ≤ r < m(n – m) + n (см. [2; 4; 6]. 

Произведем специализацию подвижного репера },,{ AAA a , по-

мещая вершину A в центр плоскости *
mL , а вершины aA  — на 

плоскость *
mL . Система уравнений семейства rB  центрированных 

плоскостей *
mL  [4; 6] в параметрической форме имеет вид 

 ia
i

a  , i
i   , i

aia   ,  (1.3) 

 mba ,1,,  ; nm ,1,,   ; rji ,1,,  , 

где формы Пфаффа i  являются структурными формами  
r-мерного гладкого многообразия rV , причем имеют место 

уравнения 

 i
j

jiD  ,  (1.4) 

 i
jk

ki
k

k
j

i
jD  .  (1.5) 

При этом [1] 0][ i
jk , где символ «  » означает сравнение по 

модулю базисных форм i . 

Совокупность функций },,{   aii
a
i  удовлетворяет 

уравнениям 

 
,

,,

j
aijaiai

j
iji

ja
ij

a
i

a
i











  (1.6) 

 0][ a
ij ,   ][][ aj

a
iij , 0][  ija , 

где   — дифференциальный оператор, действующий по закону 
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  ai
j
iaj

b
abiaiai d , 

а по крайним индексам в скобках производится альтернирова-

ние. Таким образом, объект },,{   aii
a
i  является тензо-

ром, содержащим три подтензора i , },{ a
ii  , },{   aii . Он 

называется фундаментальным тензором многообразия rB  при 
параметрическом задании. 

Уравнения (1.4), (1.5) выступают структурными уравне-
ниями главного расслоения )( rVL  линейных реперов, ассо-

циированного с многообразием rV . 

Из уравнений (1.1—1.3) следует, что с многообразием rB  

ассоциировано главное расслоение )( rBG  со структурными 
уравнениями (1.4), а также 

 a
bi

ia
c

c
b

a
bD  ,  (1.7) 

 









  i

iD ,  (1.8) 

 a
i

iaa
b

baD 

  ,  (1.9) 

 ai
i

b
b
aaD  ,  (1.10) 

 a
aD  


 ,  (1.11) 

где 

 b
a
ic

c
ii

a
b

a
bi

a
bi  




 )( ,  (1.12) 

 








  ia
a
ii

a
aii )( ,  (1.13) 

 
  aiai ,   a

i
a

i .  (1.14) 

Базой главного расслоения )( rBG  является многообразие 

rB , а типовым слоем — подгруппа стационарности G  плос-

кости *
mL . Ассоциированное расслоение имеет два простей-

ших и два простых фактор-расслоения [2; 4]. По отношению к 
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расслоению )( rBG  формы i  выступают базовыми, а a
b , 

 , 

a , a
 ,   — слоевыми [3, с. 52]. 

Используя (1.4—1.14), мы можем представить внешние 

дифференциалы форм a
bi , 

 i , a
i , ai  следующим образом: 

 a
bij

ja
bj

j
i

a
ci

c
b

a
c

c
bi

a
biD  ,  (1.15) 

 


















  ij

j
j

j
iiiiD ,  (1.16) 

 
,a

ij
ja

j
j
i

a
i

a
i

a
bi

ba
b

b
i

a
iD












  (1.17) 

 aij
j

aj
j
ibi

b
ab

b
aiaiD  ,  (1.18) 

где 

 ,)( bj
a
ib

a
ijcj

c
iJ

J
ij

a
b

a
jbi

a
bij

a
bij  




  

 ,)( 








  ijaj
a
iJ

J
ij

a
jai

a
aijij  

   a
ij

a
ij , 

  aijaij . 

Замечание 1.1. Формы a
bij , 

 ij , a
ij , aij  симметричны 

по нижним индексам i и j: 
 [ ] [ ] [ ] [ ]0, 0, 0, 0a a

b ij ij ij a ij   
     . 

Формулы (1.4, 1.7—1.11, 1.15—1.18) являются структур-
ными уравнениями продолженного главного расслоения 

)(2
rBG , ассоциированного с многообразием rB . 

Продолжая уравнения (1.6), найдем 
 a a k b a a a a k

ij k ij i bj ij i j ijk          
      ,  (1.19) 

 k k
ij i j k ij ijk         

   ,  (1.20) 

   ΔΛ Λ Λ Λ Λ Λ Λ ,α α k α b β α α α α k
aij ak ij bi aj ai βj ij a i aj aijkθ ω ω ω ω θ        (1.21) 

 0][ a
jki , 0][  jki , 0][  jkai . 
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Из уравнений (1.6, 1.19—1.21) следует, что совокупность 

функций },,,{2   aijij
a
ij  образует геометрический объ-

ект, содержащий подобъект  . Систему функций 2  назовем 
фундаментальным объектом 2-го порядка многообразия rB  
при параметрическом задании. 

Замечание 1.2. Компоненты   aijkijk
a
ijk ,,  объекта 2  

симметричны по индексам i, j, k. 
 

2. Ассоциированные связности  

на многообразиях rB  и rV  
 
Фундаментально-групповая связность (по Г. Ф. Лаптеву) 

1-го порядка 

 { , , , , }a a
bi i i ai i      

   , 

т. е. связность в главном расслоении )( rBG , задается способом 
Лаптева — Лумисте [3] с помощью форм 

 
, , ,

, ,

a a a i i a a a i
b b bi i i

i i
a a ai i

     

   

  

 

  
     

  

        

     
 (2.1) 

причем компоненты объекта   удовлетворяют дифференци-
альным уравнениям [6], полученным с использованием теоре-
мы Картана — Лаптева [3, c. 81—83]: 

 ja
bij

a
bi

a
bi  , j

ijii  






 ,  (2.2) 

 j
aijaib

b
aiai  ,  (2.3) 

 ja
ij

a
i

a
i

ba
bi

a
i  


 ,  (2.3) 

 j
ij

a
aiia

a
ii  


 .  (2.4) 

Объект   содержит два простейших и два простых [5, c. 5] по-
добъекта [2; 4]. 
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Из форм (2.1) с учетом выражений (2.2—2.4) получаем 
структурные уравнения для форм связности: 

 jia
bij

a
c

c
b

a
b RD  ~~~ ,  (2.5) 

 ji
ijRD  











~~~ ,  (2.5) 

 jia
ij

aa
b

ba RD  



~~~~~ , (2.6) 

 ji
aijb

b
aa RD  ~~~ ,  (2.6) 

 ji
ija

a RD  



~~~~~ ,  (2.7) 

где компоненты объекта кривизны групповой связности 

},,,,{ ijaij
a

ijij
a
bij RRRRRR 


  выражаются по формулам 

 a
cj

c
ib

a
ijb

a
bijR ][][  , 









  ][][ jiijijR ,  (2.8) 

 a
ji

a
bj

b
i

a
ij

a
ijR ][][][ 


  , ][][ bj

b
iaijaaijR  ,  (2.9) 

 ][][][ jiaj
a

iijijR 

  .  (2.10) 

Продолжим уравнения (2.2—2.4), в результате чего получим 
уравнения на продолжения компонент объекта связности  : 

 ka
bijk

a
bij

c
bj

a
ci

a
cj

c
bi

k
ij

a
bk

a
bij  , (2.11) 

 k
ijkijjiji

k
ijkij  





















 ,  (2.12) 

 
,ka

ijk
a

ijj
a
i

a
ji

a
ij

c
j

a
ci

ca
cij

a
bj

b
i

k
ij

a
k

a
ij
















 (2.13) 

     k
aijkaij

b
ajbibj

b
aib

b
aij

k
ijakaij  ,  (2.14) 

 
,k

ijkjiij
a

jai

a
aijaj

a
ia

a
ij

k
ijkij













  (2.15) 

где продолжения компонент объекта   симметричны по ин-
дексам j , k : 
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 a
bikj

a
bijk  , 



  ikjijk , a

ikj
a
ijk   , aikjaijk  , ikjijk   . 

Используя формулы (2.11—2.15), найдем дифференциаль-
ные сравнения на компоненты объекта кривизны R  группо-
вой связности 1-го порядка: 

 0 a
bijR , 0 

ijR ,  (2.16) 

 0 



a
ij

ba
bij

a
ij RRR , 0 b

b
aijaij RR , (2.17) 

 0 



a
aijija

a
ijij RRRR . (2.18) 

Из сравнений (2.16—2.18) следует, что объект кривизны 
R  образует тензор, содержащий четыре подтензора [2; 4]. 

В пространстве параметров rV  зададим аффинную связ-

ность с помощью форм 

 ki
jk

i
j

i
j 

~
, (2.19) 

где i
jk  — объект аффинной связности, удовлетворяющий 

дифференциальным уравнениям 

 li
jkl

i
jk

i
jk  . (2.20) 

Структурные уравнения на формы связности имеют вид 

 lki
jkl

i
k

k
j

i
jD 

~~~
, 

где i
ml

m
kj

i
klj

i
jkl ][][   — компоненты тензора кривизны; 

 0 i
jkl . 

 
3. Ассоциированные связности 2-го порядка 

 
Фундаментально-групповая связность 2-го порядка 

 },,,,{2 a
ijaijij

a
bij LLLL 


 , 
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т. е. связность в продолжении )(2
rBG  главного расслоения 

)( rBG , задается способом Лаптева — Лумисте с помощью 

форм (2.1), а также форм второго порядка 

 
,~,~

,~,~

j
aijaiai

ja
ij

a
i

a
i

j
ijii

ja
bij

a
bi

a
bi

LL

LL
















 (3.1) 

причем компоненты a
bijL , 

ijL , aijL , a
ijL  объекта 2  удовле-

творяют следующим дифференциальным уравнениям, полу-
ченным с использованием теоремы Картана — Лаптева: 

 ka
bijk

a
bij

a
ci

c
bj

c
bi

a
cj

a
bk

k
ij

a
bij LL  , (3.2) 

 k
ijkijijijk

k
ijij LL  





















 , (3.3) 

 
,ka

ijk
a

iji
a
j

a
ij

a
ij

a
bi

b
j

ba
bij

b
i

a
bj

a
k

k
ij

a
ij

LL

LL
















 (3.4) 

 k
aijkaijbi

b
aj

b
aibjb

b
aijak

k
ijaij LLL  . (3.5) 

Выражения для внешних дифференциалов (структурные урав-
нения) форм (3.1) имеют вид 

 kja
bijk

a
bj

j
i

a
ci

c
b

a
c

c
bi

a
bi RD  ~~~~~~~ , (3.6) 

 kj
ijkj

j
iiii RD  




















~~~~~~~ , (3.7) 

 
,~~~~

~~~~~~~

kja
ijk

a
j

j
i

a
i

a
i

a
bi

ba
b

b
i

a
i

R

D













 (3.8) 

 kj
aijkaj

j
ibi

b
ab

b
aiai RD  ~~~~~~~ , (3.9) 

где компоненты 2-го порядка объекта кривизны групповой 
связности 2-го порядка 

 },,,,{2
aijk

a
ijkijk

a
bijk RRRRRR 
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выражаются по формулам 

 a
blk

l
ji

a
cik

c
jb

a
ck

c
jbi

a
jkbi

a
bijk LLLLR ][][][][  , (3.10) 

 


















  ][][][][ lk

l
jiikjkjijkiijk LLLLR , (3.11) 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]Γ Γ Γ Γ Γ ,a a l a β a b a β a b a
αijk αi jk i j αlk αi j βk αi j bk α j βik α j bikR L L L L L L       (3.12) 

 ][][][][ alk
l

jibik
b

jabk
b

jaijkaiaijk LLLLR  . (3.13) 

Продолжая уравнения (3.2—3.5), получим сравнения на 
продолжения компонент L: 

,0


a
bijk

a
blk

l
ij

a
bl

l
ijk

a
cik

c
bj

a
ci

c
bjk

c
bik

a
cj

c
bi

a
cjk

l
jk

a
bil

l
ik

a
blj

c
bk

a
cij

a
ck

c
bij

a
bijk LLLLL

 (3.14) 

,0
























































ijklk
l
ijl

l
ijkikjijkikj

ijk
l
jkil

l
ikljkijkijijk LLLLL

 (3.15) 

,0

































a
ijkik

a
ji

a
jk

a
kij

a
ijk

a
ikj

a
ijk

a
bik

b
j

a
bi

b
jk

b
k

a
bij

ba
bijk

b
ik

a
bj

b
i

a
bjk

a
lk

l
ij

a
l

l
ijk

l
jk

a
il

l
ik

a
ljk

a
ij

a
bk

b
ij

a
ijk

L

L

LL

LLLLL

 (3.16) 

,0



aijkbik
b
ajbi

b
ajk

b
aikbj

b
aibjkbk

b
aij

b
b
aijkalk

l
ijal

l
ijk

l
jkail

l
ikalj

b
akbijaijk

L

LLLLL
 (3.17) 

где 

),2(2

2

)()(

)(

cjk
c
ick

c
jiJ

J
ijk

a
bbjk

a
ibk

a
ji

b
a
ijk

a
jkbi

a
kjbi

a
bijk

a
bijk



 








 (3.18) 

 
,)2(

2

)(

)(





















ijkajk
a
iak

a
jiJ

J
ijk

a
jkai

a
kjai

a
aijkijk

 (3.19) 
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   a
ijk

a
ijk , 

  aijkaijk , (3.20) 

где   aijkijk
a
ijk ,,  — дважды продолженные компоненты 

фундаментального тензора 1 , получающиеся из уравнений 
(1.19—1.21). 

Замечание 3.3. Формы (3.18—3.20) симметричны по ниж-
ним индексам j и k: 

 0,0,0,0 ][][][][  

 jkai

a
jkijki

a
jkbi . (3.21) 

Используя формулы (3.2—3.5, 3.10—3.13, 3.14—3.17), 

найдем дифференциальные сравнения для компонент a
bijkR , 


ijkR , a

ijkR , aijkR  объекта кривизны 2R  групповой связности: 

 0 a
bl

l
ijk

a
ci

c
bjk

c
bi

a
cjk

a
bijk RRR , (3.22) 

 0 















 l

l
ijkijkijkijk RRR , (3.23) 

 
,0














a
l

l
ijk

a
ijk

ba
bijk

a
bi

b
jk

a
ijki

a
jk

a
ijk

R

RRRRR
 (3.24) 

 0 b
b
aijkal

l
ijkbi

b
ajk

b
aibjkaijk RRRR . (3.25) 

Из сравнений (2.16—2.18, 3.22—3.25) следует, что объект 

кривизны 2R  образует геометрический объект лишь вместе с 

фундаментальным тензором },,{   aii
a
i  и тензором кри-

визны аффинной связности i
jkl . 

 
4. Индуцированные связности 2-го порядка 

 

Теорема 4.1. Объекты аффинной связности i
jk  и фунда-

ментально-групповой связности 1-го порядка   индуцируют в 

главном расслоении )(2
rBG  два типа фундаментально-

групповой связности 2-го порядка: 
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1
2 { ,

1111

,,, aij
a

ijij
a
bij LLLL 


 }, 

2
2 { ,

2222

,,, aij
a

ijij
a
bij LLLL 


 }. (4.1) 

Доказательство. Охваты компонент aij
a

ijij
a
bij LLLL ,,, 


  с 

помощью   и i
jk  имеют вид 

 a
cj

c
ib

a
bk

k
ij

a
bij

a
bijL ][

1

2  , (4.1) 

 












  ][

1

2 jik
k
ijijijL , (4.2) 

 a
ji

a
bj

b
i

a
k

k
ij

a
ij

a
ijL ][][

1

22 

  , (4.3) 

 ][

1

2 bj
b

iaak
k
ijaijaijL  , (4.4) 

 a
bk

k
ij

a
bji

a
bijL 
2

, 






  k

k
ijjiijL

2

, (4.5) 

 a
k

k
ij

a
ji

a
ijL  

2

, ak
k
ijajiaijL 

2

. (4.6) 

Замечание 4.1. Охваты (4.1—4.4) являются аналогами 
формул охватов в работе [7]. 

Внесем формы связности в уравнения (2.2—2.4): 

 ja
bij

a
bi  , j

iji  



 , (4.7) 

 j
aijai  , ja

ij
a
i   , j

iji   , (4.8) 

где в левых частях стоят ковариантные дифференциалы ком-
понент объекта связности   относительно связности 

i
jk2 : 

 a
bi

j
i

a
bj

c
b

a
ci

a
c

c
bi

a
bi

a
bi d  ~~~~ , 

 





















  i

j
ijiiii d ~~~~ , 

 aib
b
ai

j
iaj

b
abiaiai d  ~~~~ , 
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 a
i

a
i

ba
bi

j
i

a
j

a
i

a
b

b
i

a
i

a
i d 





  ~~~~~~ , 

 a
aiia

a
i

j
ijiii d 





  ~~~~~ , 

а в правых частях — ковариантные производные: 
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a
cj

c
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Они удовлетворяют следующим сравнениям: 
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Теорема 4.2. Ковариантные производные (4.9—4.12) обра-

зуют тензор { a
bij , 

 ij , aij , a
ij  }, содержащий два 

простейших a
bij , 

 ij  и два простых { a
bij , aij }, 

{ a
bij , 

 ij , a
ij  } подтензора. 

Замечание 4.2. Ковариантные производные (4.9—4.13), 
вообще говоря, самостоятельного объекта не образуют. 

Замечание 4.3. Обращая ковариантные производные (4.9—
4.12) в нуль, получим формулы охвата (4.1—4.4). 

Из выражений (4.1—4.6, 2.8—2.10) следует, что 
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Теорема 4.3. Объекты аффинной связности i
jk  и фунда-

ментально-групповой связности 1-го порядка   индуцируют в 

главном расслоении )(2
rBG  однопараметрическую связку 

фундаментально-групповых связностей 2-го порядка: 
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bij LLLL }, 

где 
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A. Kuleshov 

 

Connections of the 2nd order on a family of centered planes  
in a projective space 

 

In the prolongation )(2
rBG  of the principal bundle )( rBG , associ-

ated with a family of centered planes rB , by Laptev — Lumiste’s way 

foundamental-group connection of the 2nd order is given. Equations of 

the object 2  of this connection and the curvature object 2R  of this 
connection are found. It is shown that connection of the 1st order   on 

the bundle )( rBG  together with affine connection i
jk  in the parameter 

space rV  induce one-parameter bunch of the connections 2 . 
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Двойственные нормальные связности  
на распределении гиперплоскостных 
элементов в римановом пространстве 

 
Построены основы двойственной теории нормаль-

ных связностей, индуцируемых на оснащенном регу-
лярном распределении гиперплоскостных элементов в 
римановом пространстве nV . 


