
 Н. Л. Великанов, В. А. Наумов,  С. И. Корягин, Д. А. Тарасов 

 

7 7

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
 
 

 
УДК 519.6 
 
А. В. Фаворская, Д. И. Петров, Н. И. Хохлов, И. Б. Петров 

 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УПРУГОАКУСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

С ПОМОЩЬЮ СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
 

Сеточно-характеристическим методом моделируются волновые 
процессы в упругоакустических задачах, в частности в задачах шельфо-
вой сейсморазведки. Рассматриваются системы «вода — грунт — угле-
водородосодержащий слой» и «лед — вода — грунт — углеводородосо-
держащий слой». Разработано условие на контакте между жидкостью и 
твердым телом. 

 
Wave processes in elastic-acoustic problems are simulated with the help of 

grid-characteristic method, in particular, for the offshore seismic prospecting. 
We consider systems of water-soil-hydrocarbon-bearing layer and ice-water-soil-
hydrocarbon-bearing layer.  

 
Ключевые слова: сеточно-характеристический метод, механика деформи-

руемого твердого тела, упругоакустические задачи, шельфовая сейсморазведка, 
модель флюидонасыщенной трещины. 

 
Key words: grid-characteristic method, the mechanics of deformable solids, 

wave problems in coupled elastic-acoustic media, marine seismology, fluid-filled 
crack, structural acoustics. 

 
Введение 

 

Проблема поиска перспективных месторождений углеводородов — 
одна из основных стратегических задач. В последнее время рассматри-
вается возможность добычи в условиях северных морей, что требует со-
вершенствования методов гидросейсмической разведки и их числен-
ного моделирования [1]. 

В данной работе приведены результаты численного эксперимента 
по моделированию волновых процессов в системах «вода — грунт» се-
точно-характеристическим методом [2—6]. Была получена форма от-
клика от резервуара с месторождением углеводородов при различных 
начальных условиях на больших глубинах. Эксперимент производятся 
для различных конфигураций геологических отложений и двух типов 
начальных возмущений. Также исследовались волновые процессы в си-
стеме «лед — вода — грунт», причем грунт содержал неоднородное 
нефтесодержащее включение. 
 

1. Постановка задачи 
 

Решаются полная система уравнений, описывающих состояние 
сплошной линейно-упругой среды и полная система уравнений, опи-
сывающая акустическое поля. Компоненты скорости движения v


 и 
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симметричного тензора напряжений Коши  в линейно-упругой среде 
описываются следующей системой уравнений [7]: 

 T( ) ,v
t


  


σ


 (1) 

 T( ) ( )v v v
t


      

σ

  
I ( ).  (2) 

Для численного моделирования морской воды и нефтесодержащих 
включений использовалось приближение идеальной жидкости [8] и 
решалась полная система уравнений, описывающая акустическое поле 
давления p и компонент скорости v


: 

 ,v p
t


  



 (3) 

 2 ( ).p с v
t


   



 (4) 

В выражениях (1), (2) ,  — параметры Ляме, определяющие свойс-

тва упругого материала, a b


 — тензорное произведение векторов a


 и 

b


,  ij jia b a b 


, I  — единичный тензор второго ранга. В уравнении 

(4) за c обозначена скорость звука в идеальной жидкости. Скорость про-
дольных волн в линейно-упругой среде можно найти по формуле  

 
2

pс
  




, (5) 

а скорость поперечных волн вычисляется в соответствии с  

 sс





. (6) 

 
2. Численный метод 

 
Для численного решения систем (1), (2) и (3), (4) используется се-

точно-характеристический метод на криволинейных структурных сет-
ках, позволяющий строить корректные численные алгоритмы для рас-
чета граничных точек и точек, лежащих на поверхностях раздела двух 
сред с разными параметрами Ляме и (или) плотностями. 

Систему (1), (2) в двумерном случае можно представить в виде 

 1 2
1 2

0
q q q
t x x

  
  

  
A A

  
.  (7) 

В выражении (7) под вектором q


 понимается вектор, составленный 
из двух компонент скорости и трех компонент симметричного тензора 

напряжений  T

1 2 11 22 12, , , ,q v v   


. 

Вначале применяется метод расщепления по пространственным 
координатам, в результате чего имеем две одномерных системы 

 = j
j

q q
t x

 
 

A
 

. (8) 
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Каждая из этих систем является гиперболической и обладает пол-
ным набором собственных векторов с действительными собственными 
значениями, поэтому каждую из систем можно переписать в виде  

= j j j
j

q q
t x

 
 

1Ω Λ Ω
 

, 

где jΩ — матрица, составленная из собственных векторов, jΛ — диаго-

нальная матрица, элементами которой служат собственные значения. 
Для всех координат матрица  имеет вид (индекс j далее опускается, 
где это возможно) 

= diag{ , , , ,0}p p s sc c c c Λ . 

После замены переменных =p qΩ
 

 каждая из систем (8) распадается 
на пять независимых скалярных уравнений переноса 

= 0
p p
t x

 
 

 

 
. 

Одномерные уравнения переноса решаются с помощью метода ха-
рактеристик либо обычными конечно-разностными схемами. 

После того как все компоненты перенесены, восстанавливается само 
решение:  

1 1=n nq p  1Ω
 

. 
Решение системы (3), (4) в двумерном случае, а также решение сис-

тем (1), (2) и (3), (4) в трехмерном случае проводится по аналогичным 
алгоритмам. 

В программе реализовано применение TVD-разностных схем 2-го 
порядка точности [9], 15 различных лимитеров [10], в расчетах в основ-
ном используются ограничитель superbee [11] и сеточно-характеристи-
ческие схемы 2—4 порядка точности [6]. 

 
3. Контактное условие между жидкостью и твердым телом 

 
Пусть в части области интегрирования a решается система уравне-

ний (1), (2), а в части области интегрирования b решается система урав-
нений (3), (4). Рассмотрим контактное условие между ними. Система 
(1), (2) в трехмерном случае имеет три выходящих характеристики, а 
система (3), (4) в трехмерном случае имеет одну выходящую характери-
стику. Таким образом, для нахождения всех четырех выходящих харак-
теристик необходимо выполнение следующих контактных условий: 
  , 1 , 1b n a np p p    σ

 
, (8) 

  , 1 , 1 0a n a np p p     σ σ
  

 (9) 

 , 1 , 1a n b nv p v p      
. (10) 

Условие (8) представляет собой равенство нормальной компоненты 
поверхностной плотности сил со стороны твердого тела давлению в 
идеальной жидкости, условие (9) обеспечивает равенство нулю танген-
циальной компоненты поверхностной плотности сил со стороны твер-
дого тела, а выражение (10) задает равенство нормальных компонент 
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скоростей в идеальной жидкости и твердом теле. В (8)—(10) за p


 обо-
значена внешняя нормаль к твердому телу, являющаяся внутренней 
нормалью к жидкости. 

Вычисляется вектор скорости V


 такой, чтобы условия (8)—(10) бы-
ли выполнены. Далее для твердого тела используется граничное усло-
вие с заданной скоростью, а для жидкости — граничное условие с за-
данной нормальной компонентой скорости. 

 
4. Результаты численного моделирования 

 
В данной работе исследовались волновые картины, возникающие в 

системах «вода — грунт» и «лед — вода — грунт», причем грунт имел 
нефтесодержащее включение. 

1. Система «вода — грунт». Расчет проводился на трехмерной пря-
моугольной сетке, количество узлов составляло 10 000, шаг по времени 
равнялся 310 с , шаг по пространству — 10 м. 

На рисунке 1 представлено поведение волны с плоским фронтом 
при прохождении грунта на глубине 1000 м, не содержащего включе-
ний. Плотность воды полагалась равной 1000 кг/м3, скорость звука сос-
тавляет 1500 м/с. Грунт имеет плотность 2500 кг/м3, продольная ско-
рость распространения возмущения 4500 м/с, поперечная — 2250 м/с. 

Отклик той же среды на сферическое возмущение представлен на 
рисунке 2. 

Результат моделирования прохождения плоской волны через угле-
водородосодержащий слой показан на рисунке 3. Использованы сле-
дующие параметры слоя: плотность 2000 кг/м3, продольная скорость 
распространения звука 4000 м/с, поперечная — 1250 м/с. Глубина зале-
гания нефтесодержащего пласта составляла 500 м. 

 
2. Система «лед — вода — грунт». Эта система решалась в двумер-

ном приближении. Шаг по пространству составлял 0,2 м, шаг по време-
ни — 310-5 с, было выполнено 6 тысяч шагов по времени. Рассматри-
вался слой льда толщиной 4 м плотностью 917 кг/м3. Скорость про-
дольных волн во льду полагалась равной 3940 м/с, а поперечных — 

Рис. 1. Прохождение 
плоской волны в сис-
теме «вода — грунт» 

Рис. 3. Прохождение пло-
ской волны через углево-
дородосодержащий слой 

Рис. 2. Прохождение сфе-
рического возмущения в 
системе «вода — грунт» 
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3650 м/с. Рассматривался слой воды толщиной 100 м, что соответствует 
Ленинградскому и Русановскому месторождениям Карского моря [12]. 
Скорость продольных волн в грунте — 6500 м/с, поперечных — 
3700 м/с, плотность задавалась равной 2500 кг/м3. Плотность воды рав-
нялась 1000 кг/м3, скорость звука — 1500 м/с. 

На рисунке 4 приведена картина сейсмически и гидроакустических 
волн, возникающих при точечном воздействии на верхнюю кромку 
льда импульсом Риккера, а на рисунке 5 — формирование отклика от 
резервуара с глубиной залегания 50 м. 

 

 
 

Рис. 4. Сейсмические и гидроакустические волны  
в системе «лед — вода — грунт» 

 

 
 

Рис. 5.  Отклик включения в системе «лед — вода — грунт» 
от нефтесодержащего включения 

 
Заключение 

 
В данной статье было рассмотрено решение упругоакустических 

задач шельфовой сейсморазведки с помощью сеточно-характеристичес-
кого метода. Было разработано граничное условие между частью обла-
сти интегрирования, в которой решается система уравнений, описыва-
ющая состояние бесконечно малого объема сплошной линейно-упру-
гой среды и той части области интегрирования, в которой решается си-
стема уравнений, описывающая акустическое поле. 
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