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centred Grassman’s manifold is given by means of parallel displace-

ments and mappings. 
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ЛИФТЫ ФУНКЦИЙ И ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

В РАССЛОЕНИЕ ВЕЙЛЯ НАД АЛГЕБРОЙ ВЕЙЛЯ 

ВЫСОТЫ 2 

 
Построены лифты функций и векторных полей в 

расслоение Вейля над алгеброй Вейля высоты 2. 

 

1. Пусть A — алгебра Вейля — коммутативная, ассоциа-

тивная алгебра A с единицей, обладающая нильпотентным 

идеалом I таким, что факторалгебра A/I изоморфна алгебре 

действительных чисел R. 

Наименьшее натуральное число r, удовлетворяющее усло-

вию Ir+1 = 0, называется высотой, а размерность факторалгебры 

I/I2 — шириной алгебры Вейля A [1]. 

Пусть Mn — гладкое многообразие размерности n класса C 

и C(Mn) — алгебра гладких вещественнозначных функций 

класса C, заданных на Mn. Гомоморфизм jp: С
(Mn)A назы-

вают A-близкой точкой к точке pMn, если имеет место срав-

нение jp(f)  f(p) (mod I) для всякой функции fC(Mn). 

Множество всех точек, A-близких к точке pMn, обозначим 

через (Mn)p
A и составим объединение 

nMp

A
n

A
pn M)M(



 . Опре-

делим каноническую проекцию n
A
n MM:   условием  (jp) = 

p. На множестве 
A
nM  возникает гладкая структура, порож-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

дённая гладкой структурой многообразия Mn. Расслоение (
A
nM , 

, Mn) называется расслоением Вейля порядка r. 

Для каждой функции fC(Mn) функция fA, удов-

летво-ряющая условию fA(jp) = jp(f), называется 

A-продолжением функции f. 

Пусть a* — линейная форма, заданная на A и принимающая 

значения в R. Тогда A

)a(
faf   — вещественнозначная 

функция на 
A
nM . Для линейных форм 0,  дуального базиса к 

базису {0, } алгебры A будем использовать следующие 

обозначения: )()()0()( ff,ff
0  


, где  ff )0( . 

Пусть (U, xi) — координатная окрестность на Mn. На мно-

жестве 
A
n

1 M)U( 
 рассмотрим продолжения (xi)A коорди-

натных функций. Так как (xi)A = 


 ii
0 xx , то (xi)(0) = xi

0, (x
i)()= 

xi
. Функции xi

0, xi
 являются координатными функциями на 

—1(U). 

2. Если рассматривается расслоение Вейля порядка 2, то 

можно показать [2], что A-продолжение функции f имеет вид: 

   



  ji

ij
i

i
A xxfxfff

)0()0()0(
2

1
)(  .  (1) 

Используя определение функций f(), получаем: 

   
 ji

ij
i

i xxfxff
)0()0()(

2

1
)(  .  (2) 

В формулах (1), (2) индексы , , ,  = 1, 2, …, N — 1, где N = 

dim A. 

Каждая линейная форма b* и элемент a алгебры A порож-

дают линейную форму b* a, определяемую условием b*a(c) =  

= b*(ac) для всякого cA. Обозначим )a(

)b()ab(
ff  


. Если b* = , 

a = , то )(
)(

)(

)()(
fff 














. Справедливо 
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Предложение [3]. Для функций f, gC(Mn) имеют место 

равенства 

 
,gf)fgff

,ffff

)a(
)(

)(

)b(

)a(

)b()(
)(

)(

)0(0
)(

)0()(
)0(
)(














 



(         ,

               ,
  (3) 

где 
 — структурные константы алгебры A. 

Отсюда можно получить формулу 

 )()(
)0(
)(

)()0(
)()( gfgf)fg()fg(

)( 




 


.  (4) 

3. Пусть (U, xi) и (V, 
ix ) — координатные окрестности на 

Mn. Если  —1(U) —1(V)   и координатные функции на UV 

связаны соотношениями )x,...,x,x(xx n21ii  , то на  —1(U) 

—1(V) координатные функции xi
0, xi

 и 
ii

0 x,x  будут связаны 

соотношениями 

   .xxx
2

1
x)x(x),x,...,x(xx kj

)0(

i
jk

j
)0(

i
j

in
0

1
0

i
0

i
0


    (5) 

4. Пусть X — векторное поле на Mn и a — элемент алгебры 

A. На 
A
nM  существует единственное векторное поле X(a), удо-

влетворяющее условию )a(

)b()b(

)a( )Xf(fX    для любой функции 

f и линейной формы b*. Если a =  0, то векторное поле 
)0()( XX

0

  называется полным лифтом векторного поля X. 

Векторные поля X(a) при aI называют вертикальными. Можно 

показать, что 

 
)()()( ],[],[ abba YXYX  . 

Если a = , b = , то 

 
)()()()( ],[],[],[ 


  YXYXYX  .  (6) 
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Можно также показать, что имеет место соотношение 

 
)()a(

)(
)a( Xf)fX( 

 .  (7) 

Отсюда, если X = Xii, то 
)(

i
)(
)(

i)(
i

i )()X()X( 


  , 

 )(
i )(








iix
. Тогда 

 









  i
i

i
i XXX  )(

)(
)(

)( )()( .  (8) 

Также можно получить формулу 

 )(
)(
)()(

)( )()( 






  XfXffX  .  (9) 

5. Рассмотрим алгебру Вейля A ширины 2 и высоты 2, базис 

которой имеет вид {0, 1, 2, 3}, где  12 = 0, 13 = 0, 22 = q3, 

q = 1. Используя структурные константы алгебры A, можно 

записать: 



  , где , ,  = 0, 1, 2, 3. 

Ненулевые структурные константы данной алгебры имеют вид: 

 100
0  , 110

1
01
1  , 120

2
02
2  , 

 130
3

03
3  , 111

3  , q22
3  .  (10) 

Тогда лифты функций (2) имеют вид: 

 
).xqxxx()f(

2

1
x)f(f

,x)f(fx)f(f

j
2

i
2

j
1

i
1)0(ij

i
1)0(i)3(

i
2)0(i)2(

i
1)0(i)1(



            ,

  (11) 

Закон преобразований координатных функций (5) имеет вид: 
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1)0(

i
3jk
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i
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3
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2)0(

i
2j

i
2

j
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0

1
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   ,  

  (12) 

Используя формулу (4), можно получить действие лифтов 

функций на произведение функций: 

 

.gfgqfgfgf)fg(

,gfgf)fg(

,gfgf)fg(gf)fg(

)0()3()2()2()1()1()3()0()3(

)0()2()2()0()2(

)0()1()1()0()1()0()0()0(





      ,

  (13) 

Лифты векторных полей (8) имеют выражение: 

 

3
i)0(

i)3(3
i)2(

i2
i)0(

i)2(

3
i)1(

i1
i)0(

i)1(

3
i)3(

i2
i)2(

i1
i)1(

i0
i)0(

i)0(

)X(X,)X(q)X(X

,)X()X(X

,)X()X()X()X(X







  (14) 

Формула (9), выражающая действие лифтов векторных по-

лей на лифты функций, примет вид: 

 

.)Xf(fX

;)Xf(qfX)Xf(fX

;)Xf(fX)Xf(fX

;3,2,1,0,)Xf(fX

)0()3(
)3(

)2()3(
)2(

)0()2(
)2(

)1()3(
)1(

)0()1(
)1(

)()(
)0(







 

     ,

     ,

     

  (15) 

Все остальные выражения равны нулю. 

Коммутаторы векторных полей (6) имеют вид: 

 

.]Y,X[]Y,X[;]Y,X[q]Y,X[

]Y,X[]Y,X[;]Y,X[]Y,X[

]Y,X[]Y,X[;3,2,1,0,]Y,X[]Y,X[

)3()0()3()3()2()2(

)2()0()2()3()1()1(

)1()0()1()()()0(





 

                                ;

;    

 (16) 

Все остальные выражения равны нулю. 
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О ФРОБЕНИУСОВЫХ АЛГЕБРАХ ВЕЙЛЯ ШИРИНЫ 2 

 
Доказано существование фробениусовых алгебр 

Вейля ширины 2. 

 

Пусть A — алгебра Вейля — коммутативная, ассоциатив-

ная алгебра A с единицей, обладающая нильпотентным идеа-

лом I таким, что факторалгебра A/I изоморфна алгебре дей-

ствительных чисел R. 

Наименьшее натуральное число r, удовлетворяющее усло-

вию Ir+1 = 0, называется высотой, а размерность факторалгебры 

I/I2 — шириной алгебры Вейля A. Алгебра A как векторное 




