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ПАРЫ 2-ПОВЕРХНОСТЕЙ В 4E  
 

В евклидовом пространстве 4E  рассматриваются 

две гладкие 2-поверхности M ,M  и диффеоморфизм 

MM:f  . Исследуется случай, когда касательные  

2-плоскости в соответствующих точках Mp , M)p(f   
ортогональны. 
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В евклидовом пространстве 4E  рассмотрим две гладкие  

2-поверхности M ,M  и диффеоморфизм f : M M . Будем 
предполагать, что касательные 2-плоскости в соответствую-
щих точках p M , f ( p ) M   ортогональны. 

Перенесем вектор f ( p ) pdf ( v ) T M ,v T M   параллельно в 

точку p M . Обозначим полученный вектор через *( dfv ) . 

Таким образом, определено отображение MTTM:  , 
где *X ( df ( X )) ,   X TM . 

Пусть pT M   — орт. Конец вектора нормальной кривиз-

ны по направлению   поверхности M  при переменном 
 опишет в pT M  кривую Q , которая называется индикатри-

сой нормальной кривизны поверхности M в точке p  и явля-
ется эллипсом. Если нормальная связность на поверхности 
плоская, то эллипс вырождается в отрезок либо точку. 
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Векторы нормальной кривизны поверхности M  в точке 
f ( p )  перенесем параллельно в точку p . Концы этих векто-

ров в pT M  опишут кривую Q , параллельную индикатрисе 

нормальной кривизны поверхности M  в точке )( pf . 

Теорема. Если f : M M  конформное отображение орто-

гональных 2-поверхностей, то отображение :TM T M   
переводит кривую Q  в кривую, симметричную кривой Q  отно-
сительно точки p . 

1. Основные формулы. Пусть M ,M  — две гладкие 2-по-

верхности, f : M M  — диффеоморфизм. 

Формулы Гаусса — Вейнгартена поверхности M  имеют 
вид [1, c. 23]: 

 X X X XY Y ( X ,Y ), A X         , 

где 1
0X ,Y T ( M ),   — связность Леви-Чивита метрики 

g( X ,Y ) X ,Y , ( X ,Y )  — вторая фундаментальная форма по-

верхности M , 1
1A T ( M )  — симметричный оператор, соответст-

вующий T M  ,   — нормальная связность, ,  — ска-

лярное произведение, причем A X ,Y ( X ,Y ),     . 

Обозначим через r(p)  радиус-вектор точки Mp , через 

( )r p  — радиус-вектор точки (  )f p M . Тогда отображение 

MMf :  запишется в виде 

 ( )r f r . 

Дифференциал отображения f  определится из равенства 

rrdfXdf XX  )()( , отображение MTTM  :  из 

равенства TMXXdfX  ,))(( * . 

Связность   Леви-Чивита метрики 

  YXdfYdfXYXg ,,),(  имеет вид [2]  
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 1
X XY Y     . 

Если   — вторая фундаментальная форма поверхности 

M , то X X( X ,Y ) ( X , Y ) df (Y ) df ( Y )        . 

Имеем XAYYYX YXX 
  )(),( 1 . Таким 

образом, 
 X Y( X ,Y ) ( X , Y ) A Y A X         ,  (1) 
откуда следует, что 

 X X

Z

( X ,Y ),Z A Y ,Z Y ,A Z

Y ,A X ( X ,Y ), Z .
 




 

       
      

  (2) 

2. Доказательство теоремы. Пусть MMf :  — кон-
формное отображение. Тогда 

 2g( X ,Y ) X , Y k g( X ,Y )   . 
В силу (2) имеем 

 1 2 1( X ,Y ),Z ( X ,Y ), Z k ( X ,Y ),Z .               

Таким образом, 

 
2

1
( X ,Y ) ( X ,Y )

k
   .  (3) 

Пусть MTp  — орт. Конец вектора нормальной кри-

визны ),(   по направлению   поверхности M  при пере-

менном  опишет в MTp
  индикатрису Q  нормальной кри-

визны поверхности M в точке p . 

Выберем ортобазис 2121 ,,, eevv  так, что ,MTv,v p21  

MTe,e p
21 . 

Положим 1 2cos( )v sin( )v    . Тогда индикатриса Q  нор-
мальной кривизны поверхности M  в точке p  запишется в виде 

 
2

1 1

2
1 2 2, 2

( ) ( , ) cos ( ) ( , )

sin(2 ) ( , ) sin ( ) ( , ).

v v

v v v v
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Аналогично получим, что индикатриса Q  нормальной кри-

визны поверхности M  в точке f ( p )  имеет вид: 

 2 2
1 1 1 2 2 2( ) cos ( ) ( , ) sin(2 ) ( ) sin ( ) ( , ).u u e e e e e e           

Если отображение конформное, то векторы )(),( 21 vv   

ортогональны и 1 2| ( v )| | ( v )| k   . 

Положим i ie ( v )/ | k |,i 1,2  . Тогда в силу (1) имеем 

 2 2
1 1 1 2 2, 2( ) cos ( ) ( , ) sin(2 ) ( , ) sin ( ) ( , ).u u v v v v v v           

Используя (3), получим u( ) ( )     . Таким образом, кри-

вые )(, QQ   симметричны относительно точки p . 
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THE NORMAL CURVATURES INDICATRIX  

FOR PAIR of 2-SURFACES IN 4E  
 

Let M ,M  be surfaces in Euclidean space 4E  with orthogonal tan-

gent planes and the mapping f : M M . There is the mapping 

:TM T M  , where X df ( X ),   X TM . Let Q  be normal 

curvature indicatrix of the surfaces M  at the point Mp  and Q  be 

normal curvature indicatrix of the surfaces M  at the point f ( p ) M . 

Theorem. Let M ,M  be surfaces in Euclidean space 4E  with 

orthogonal tangent planes and MM:f   be the conform map-

ping. Then Q  is symmetric to Q  with respect to p . 




