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Нормализации Фосса и Грина )(LH -распределения 
аффинного пространства 

 
Для основных структурных подрасслоений гипер-

полосного )(LH -распределения аффинного простран-
ства An построены внутренним инвариантным образом 
нормализации Форса и Грина. По всей статье исполь-
зуются обозначения из работ [1; 2]. 
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1. Пусть задано поле нормалей первого рода 
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Пусть F — фокальная точка плоскости )(1 ANn : 
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Из условия ее фокальности 

 )( 1
1

nnn
n eeeeFd


 




   

с учетом (1) находим 

 

1
1

1 1
1 11

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 11 1

,

( ) ,

[ ( )] 0,

n n n n n n
n n

n
n n

n n
n n n n

dy y y   

dy y y

y y

  

   

    

     


 
 

   

     

        

 (2) 

где .0   , 11n
n
n11   11  

Так как уравнение (2) выполняется тождественно, то 
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Итак, фокальное многообразие );( 1 LNF n , которое в ло-

кальном репере R1 задается уравнениями 
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ляется аналогом плоскости Кенигса [3; 4] нормали )A(1nN  

базисного L-подрасслоения. Точку пересечения нормали n
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назовем точкой Кенигса нормали n


, ассоциированной с L-под-

расслоением или кратко νL -виртуальной точкой Кенигса. 
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Определим в каждом центре А еще одну инвариантную 
плоскость )A()A()A( 23   nn KXK : 

 1 0, 0, 1 0,ny   y  y   
  (4) 

которая является нормалью 2-го рода плоскости Х(А). Итак, 
структура плоскости Кенигса )(2 nK  такова, что 
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то есть плоскость )(3 AKn  есть ось оснащающих плоскостей 

Кенигса в нормалях 1-го рода L-подрасслоения в данном цен-
тре А. Следовательно, имеет место 

Теорема 1. Для пучка нормалей 1-го рода )(1 ANn  прямой 

L(A) в данном центре А все плоскости Кенигса этих нормалей 
проходят через неподвижную (инвариантную) плоскость 

)(3 AKn  (4) — ось пучка плоскостей Кенигса. 

2. Аналогично находим фокальное многообразие F(N2; X) 
нормали 1-го рода )(2 AN  плоскости Х(А) при смещениях цен-

тра А вдоль кривых 
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принадлежащих Х-подрасслоению данного )(LH -распреде-
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Линейная поляра центра А относительно фокального много-
образия F(N2;X) (5): 
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представляет собой прямую К1, которую назовем Х -вирту-

альной прямой Кенигса [1] плоскости ],,[)(2 nLAAN 
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  в цен-

тре А. Поле прямых (6) задается полем квазитензора }{  n : 

 K
n n nK         

и полями (7, 8) тензоров }~{ 1 , }~{ n . 

Точку nС
~

 пересечения нормали }{1
i
nN   с прямой K1(A) (6) 

 1 1
1 1

1 1
( ) : , ,n i i

n n
n n n n

С   y   y 
 

 
     


   

 

назовем Х -виртуальной точкой Кенигса [1]. 
Точку пересечения прямой K1(A) с прямой L(A), то есть точку 
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назовем  -виртуальной точкой Грина [2] прямой L(A), так как 

она зависит от выбора нормали n


 плоскости H(A). 

Рассмотрим (n-2)-плоскость ]);([)( 132 GAKAq nn   , кото-
рая определяется системой уравнений 
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Следуя работам [2; 5; 6], плоскость )(2 Aqn  назовем H -вир-

туальной плоскостью Грина Н-подрасслоения данного  
)(LH -распределения. 

В биекции Бомпьяни — Пантази [7] H -виртуальной нор-
мали 2-го рода Грина (10) соответствует H -виртуальная нор-

маль 1-го рода i
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В результате справедлива 
Теорема 2. )(LH -распределение внутренним инвариант-

ным образом порождает H -виртуальную нормализацию Гри-

на ),( i
i
n qq  в дифференциальной окрестности порядка t, где t — 

порядок квазинормали }{  n  (или нормали n


 Н-подрасслоения). 

3. Следуя работе [8], назовем фокальной гиперплоскостью 
базисного L-подрасслоения в центре А данного )(LH -распреде-

ление всякую гиперплоскость )(А , которая содержит две бес-

конечно близкие прямые L-подрасслоения при смещении центра 
А вдоль некоторой интегральной кривой L-подрасслоения. 

Так как )()( AAL  , то уравнение гиперплоскости )(A  в 

локальном репере R1 зададим в виде 
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Учитывая (11, 12), для искомых интегральных кривых L-под-
расслоения получим соотношения 
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Система (13) имеет нетривиальное решение тогда и только 
тогда, когда выполняется условие 
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Таким образом, уравнения (13) определяют геометрическое 
место фокальных гиперплоскостей — фокальный гиперконус 
класса 1 [8], вершина которого есть прямая L(A). 

Линейной полярой гиперплоскости Н(А) [9] относительно 
фокального гиперконуса (14) является связка гиперплоскостей, 
которую с учетом (11) представим в виде 
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Все гиперплоскости связки (15) пересекаются по двумерной 
плоскости 

 2 1( ) [ , , ],n nA A e e e  
   

  (16) 

которая и является линейной полярой гиперплоскости Н(А) [9] 
относительно фокального гиперконуса (14). 

В локальном репере R1(A) плоскость Ф2 (16) задается урав-
нениями 
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Поле квазитензора }{  n  (17) 1-го порядка задает поле нор-

малей Ф2 1-го рода Х-подрасслоения, 
4. Аналогичные построения (см. п. 3) проведем для Х-под-

расслоения данного )(LH -распределения. Уравнение искомой 

фокальной гиперплоскости )(A Х-подрасслоения зададим сле-
дующим образом (в репере R1): 
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Геометрическое место фокальных гиперплоскостей )(А
(18) Х-подрасслоения — фокальный гиперконус класса (n-2), 
вершиной которого служит плоскость Х(А), представим в виде 
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Линейной полярой гиперплоскости Н(А) относительного ги-
перконуса (19) является связка гиперплоскостей 
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которая определяет (n - 1)-плоскость 

 1
1 1( ) [ , , ],n n nA A e e e     

 (20) 

где 

 1 1 1 1 11
, .

2
K

n n n n nK  
n

   



         (21) 
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Следуя работам [6; 8], прямую Ф1(А) (22) назовем нормалью 
Фосса )(LH -распределения в центре А. Соответственно плос-

кости Ф2(А) (16) и Фn-1(А) (20) назовем нормалями Фосса 1-го 
рода в смысле Нордена [5] X-, L-подрасслоений данного )(LH -

распределения. 
В силу биекции Бомпьяни — Пантази [10] полям нормалей 

Фосса }{  n , }{ 1
n , }{ i
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поля нормалей 2-го рода X-, L-, Н-подрасслоений: 

 
,, K

Kn
n    


  Α

 

 ,,
~

111
1

111
K

Kn
n     Α  



Ю. И. Попов 

93 

 
,, K

iKii
j

n
n
iji     Α

 

где ;
  n
nn

n  ,  ΑΑ ;
~~ 1

111111 n
nn  ,   ΑΑΑ 1

n
n

i in , Α  

;n j
i ij n   Α  

Заметим, что если задано поле нормалей Фосса }{ i
n  Н-под-

расслоения, то охват тензора 1
~  (7) имеет вид 
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       (23) 

в дифференциальной окрестности 1-го порядка. В этом случае, 
согласно работам [2; 5; 6], плоскость 

 0,ny  1 0i
iG y   ,  (24) 

где ,,~
11    G  G  назовем ребром Грина Gn-2(A) H-под-

расслоения. 
В биекции Бомпьяни — Пантази нормали 2-го рода Грина 

}{ iG  соответствует нормаль 1-го рода }{ i
nG , где 

 i ij i
n n j nG G   Α ,  (25) 

которую назовем нормалью 1-го рода Грина }{ i
nG  H-подрас-

слоения. 
Таким образом, имеет место 
Теорема 3. Нормаль Фосса Ф1(А) )(LH -распределения в 

каждом центре А есть пересечение линейных поляр гипер-
плоскости Н(А) относительно фокальных гиперконусов (14) и 
(19) соответственно L-, X-подрасслоений. 

)(LH -распределение внутренним инвариантным образом 

порождает нормализацию Фосса — Грина );( i
i
n G  и норма-

лизацию Фосса ),( 
  n  Х-подрасслоения в дифференциальной 
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окрестности 1-го порядка и нормализации Фосса ),( 1
1  n , 

),( i
i
n   соответственно L-, H-подрасслоений в дифференци-

альной окрестности 2-го порядка. 
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Foss and Green normalization 
for )(LH -distribution of affine space 

 
For the basic structure subbundles of the hyperstrip )(LH -dist-

ribution of affine space An we construct Foss and Green normalization in 
the inner invariant manner. Throughout the article we use designations of 
[1; 2]. 
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Дифференциальные сравнения компонент 
объекта кривизны аффинной связности 2-го порядка 

в несимметричном случае 
 

Выведены дифференциальные сравнения на компо-
ненты объекта кривизны аффинной связности 2-го по-
рядка в случае несимметричного объекта связности. 
Эти сравнения показывают, что в общем случае объект 
кривизны 2-го порядка образует геометрический объект 
лишь в совокупности с объектом кривизны 1-го поряд-
ка и объектом связности 2-го порядка. 

 
Ключевые слова: структурные уравнения Лаптева, аффинная связ-

ность, объект кривизны 2-го порядка, голономное, полуголономное и 
неголономное гладкие многообразия. 
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