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О квазисасакиевой структуре  
на вполне омбилической гиперповерхности 6-мерного эрмитова 

уплощающегося подмногообразия алгебры Кэли 
 

Доказано, что квазисасакиева структура на вполне 
омбилической гиперповерхности 6-мерного эрмитова 
уплощающегося подмногообразия алгебры октав явля-
ется сасакиевой. 
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1. В 60-х годах ХХ века знаменитый американский геометр 

Альфред Грей задал особое направление в области эрмитовой 
геометрии 6-мерных многообразий. Грей установил [1], что 
так называемые 3-векторные произведения в алгебре Кэли по-
рождают на ее 6-мерных подмногообразиях почти эрмитову 
структуру. Спустя десятилетие к изучению таких почти эрми-
товых структур приступил выдающийся отечественный гео-
метр Вадим Федорович Кириченко, а затем и его ученики. 
Один из самых значительных результатов, полученных 
В. Ф. Кириченко в данной области, — это полная классифика-
ция 6-мерных келеровых подмногообразий алгебры октав [2]. 
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В работе [3] В. Ф. Кириченко и М. Б. Банару ввели понятие уп-
лощающегося эрмитова подмногообразия алгебры Кэли. Ока-
залось, что к числу уплощающихся относятся и все 6-мерные 
келеровы подмногообразия алгебры октав. При этом важно от-
метить, что известны примеры 6-мерных уплощающихся под-
многообразий алгебры Кэли с эрмитовой структурой, отлич-
ной от келеровой [3; 4]. 

В данной заметке мы рассматриваем почти контактную 
метрическую структуру на вполне омбилической гиперпо-
верхности 6-мерного эрмитова уплощающегося подмногооб-
разия алгебры октав. Получен такой результат: 

Теорема. Квазисасакиева структура на вполне омбиличе-
ской гиперповерхности 6-мерного эрмитова уплощающегося 
подмногообразия алгебры Кэли является сасакиевой. 

Таким образом, 6-мерные эрмитовы уплощающиеся под-
многообразия алгебры Кэли обладают свойством, присущим 
6-мерным келеровым подмногообразиям алгебры октав [5]. 
Сходство (и даже совпадение) разнообразных свойств 6-мер-
ных эрмитовых уплощающихся и 6-мерных келеровых под-
многообразий алгебры октав было отмечено и в других рабо-
тах (см., например, [6—9]). 

 
2. Известно, что почти контактная метрическая (almost 

contact metric, acm-) структура индуцируется на всякой ориен-
тируемой гиперповерхности почти эрмитова многообразия. 
Почти контактные метрические структуры на гиперповерхно-
стях почти эрмитовых многообразий исследовались и иссле-
дуются многими геометрами. 

Напомним, что acm-структурой на многообразии N нечет-
ной размерности называется система тензорных полей 
 g,,,  , для которой выполняются такие условия [10]: 

1)(  ; 0)(  ; 0  ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX   , )(, NYX  . 
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Здесь   — поле тензора типа )1,1( ,   — векторное поле, 

  — ковекторное поле,  ,g  — риманова метрика, )(N  — 

модуль гладких векторных полей на многообразии N. 
Самым известным примером почти контактной метриче-

ской структуры является косимплектическая структура [10], 
которая характеризуется следующими тождествами: 

0,0   , 

где   — риманова связность метрики g . Известно, что мно-
гообразие с косимплектической структурой локально эквива-
лентно произведению некоторого келерова многообразия и 
вещественной прямой [10]. 

Напомним определение другого важнейшего вида почти 
контактной метрической структуры: структура ),,,( g  
называется квазисасакиевой, если ее фундаментальная форма 

YXYX  ,),(   замкнута и выполняется условие 

0
2

1
  dN , 

где N  — тензор Нейенхейса оператора  . 
Самой значительной работой в области геометрии квазисаса-

киевых структур является, по нашему мнению, статья В. Ф. Ки-
риченко и А. Р. Рустанова [11]. 

 
3. Приведем краткое доказательство теоремы. Воспользу-

емся структурными уравнениями Картана почти контактной 
метрической структуры на гиперповерхности N  6-мерного эр-
митова уплощающегося подмногообразия алгебры октав [6; 7]: 

  





 id ; 
 i  

 




  id ; 

  i             (1) 





   3iid .3 

   i  
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Здесь через }{  , }{   обозначены компоненты форм 

смещения )( 3   ; через }{ k
j  — компоненты форм римано-

вой связности; a


  ; 2,1,,  ; 3,2,1,, cba ; 

3ˆ  aa ;   — вторая квадратичная форма погружения ги-
перповерхности N  в 6-мерное эрмитово уплощающееся под-
многообразие алгебры Кэли. 

Сопоставим эти уравнения со структурными уравнениями 
квазисасакиевой структуры [5; 10]: 

; 





  Bd  

; 




  Bd  

.2 


   Bd  

Следовательно, 

1) 0 ; 2) 0 ; 3) 03  ; 4) 03  . 

Это означает, что матрица второй квадратичной формы по-
гружения гиперповерхности N  в 6-мерное эрмитово уплоща-
ющееся подмногообразие алгебры Кэли выглядит так: 

 































0

0

0

0

0000

0

0

ˆ

ˆ

33









 ps , .5...,,1, sp  

Пусть гиперповерхность 6-мерного эрмитова уплощающе-
гося подмногообразия алгебры октав является вполне омбили-
ческой: constg psps   , . Принимая во внимание вид мат-

рицы метрического тензора: 
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 































0

0

0

0

00100

0

0







2

2

I

I

psg , 

мы приходим к выводу о том, что «блоки» )( ˆ  и )( ̂  мат-

рицы второй квадратичной формы погружения вполне омби-
лической гиперповерхности N  в 6-мерное эрмитово уплоща-
ющееся подмногообразие алгебры Кэли имеют соответственно 

следующий вид: 
  iˆ , 

  iˆ . Поэтому структурные 

уравнения (1) можно в данном случае переписать так: 

;


   id  

;

   id  

.2 
   id  

Хорошо известно [5; 11], что полученные структурные урав-
нения задают сасакиеву структуру. Это означает, что квази-
сасакиева структура на вполне омбилической гиперповерхности 
6-мерного эрмитова уплощающегося подмногообразия алгебры 
октав является сасакиевой, что и требовалось доказать. 
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On quasi-Sasakian structure on a totally umbilical hypersurface  
of a six-dimensional Hermitian planar submanifold of Cayley algebra 
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Six-dimensional planar submanifolds of Cayley algebra equipped 
with almost Hermitian structures induced by Brown — Gray three-fold 

vector cross products in 8R  are considered. 
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We select the case when the almost Hermitian structures on such six-
dimensional planar submanifolds of Cayley algebra are Hermitian, i. e. 
these structures are integrable. We study almost contact metric structures 
on totally umbilical hypersurfaces in such six-dimensional Hermitian pla-
nar submanifolds of the octave algebra. 

We prove that if these almost contact metric structures on a totally 
umbilical hypersurface of a six-dimensional Hermitian planar submani-
fold of Cayley algebra are quasi-Sasakian, then they are Sasakian. 

 
Keywords: almost contact metric structure, quasi-Sasakian structure, 

Sasakian structure, totally umbilical hypersurface, six-dimensional Her-
mitian planar submanifold of Cayley algebra 
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