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ПРИЕМЫ ЛАПТЕВА И ЛУМИСТЕ ЗАДАНИЯ 

СВЯЗНОСТИ В ГЛАВНОМ РАССЛОЕНИИ 

 
Рассмотрены два способа задания групповой связ-

ности в главном расслоении, которые названы приемами 

Г.Ф. Лаптева и Ю.Г. Лумисте. Показано, что эти приемы 

эквивалентны. 

 

Пусть )M(G nr  — главное расслоение, базой которого яв-

ляется n-мерное гладкое многообразие nM
, а типовым слоем 

— r-членная группа Ли 
.G r  Структурные уравнения Лаптева 

[1; 2] расслоения )M(G nr  имеют вид: 

 n,1,...i(D i
j

ji  ; ),rn,1n,...    (1) 

 ,CD i
i 


    (2) 

где 
C  — структурные константы группы Ли rG , удовлетво-

ряющие условию антисимметрии 0C )( 
  и тождествам Яко-

би 

 .0CC }||{ 



  (3) 

Круглые скобки обозначают симметрирование, а фигурные 

скобки — циклирование. 
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Зададим в главном расслоении )M(G nr  групповую связ-

ность с помощью преобразованных слоевых форм 

 ,~ i
i     (4) 

где 
i  — некоторые функции. Дифференцируем формы (4) с 

помощью структурных уравнений (1, 2) и выносим базисные 

формы i : 

 ).d(C~D i
j
iji

i 


    (5) 

Подставим выражения слоевых форм   из равенств (4) в 1-е 

слагаемое 

 ).~~~~(CC j
j

i
i

j
j

i
i  




  

Во 2-м и 3-м слагаемых вернемся к исходным слоевым формам: 

 ).~~(CC j
j

i
i

j
j

i
i  




  

Раскроем скобки, подставим в уравнения (5) и перегруппируем 

слагаемые: 

 ё
).CCd(

C~~C~D

iii
j
iji

i

ji
ji




















  (6) 

Вводя тензорный дифференциальный оператор   

 ,d i
j
ijii




   (7) 

  ,C2 



   (8) 

запишем структурные уравнения (6) короче: 

 .C)(~~C~D ji
jiii

i  





  (9) 

Согласно теореме Картана - Лаптева [3; 4] формы (4) задают 

групповую связность, если на базе nM  задано поле объекта 

связности [4, с. 63, 83; 5]: 
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 .jijii     (10) 

Подставляя эти дифференциальные уравнения в структурные 

уравнения (9), получим 

 ,R~~C~D ji
ij  


   

причем компоненты объекта кривизны 
ijR  групповой связно-

сти выражаются следующим образом [4, с. 93; 5]: 

 ,CR ji]ij[ij



    (11) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование. 

Для нахождения дифференциальных уравнений на компо-

ненты объекта кривизны 
ijR  нужно продолжить уравнения 

(10), в которые с учетом обозначений (7) входят формы 

.,, i
i
j


   

Дифференцируем структурные уравнения (1) и выносим 

базисные формы: 

 .0)D( ji
k

k
j

i
j   

Разрешим кубичные уравнения по лемме Лаптева [1; 6]: 

 ,D i
jk

ki
k

k
j

i
j    (12) 

причем новые формы i
jk  удовлетворяют условиям 

.0kji
jk   Для их выполнения достаточно симметрии 

трехиндексных форм по нижним индексам 

 .0i
]jk[    (13) 

Дифференцируем формы (8) с помощью структурных 

уравнений (2): 

 ,CC2D i
i 









    (14) 

  .C2 ii




   (15) 
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Запишем тождества Якоби (3) в развернутом виде и умножим 

на 3 

 .0CCCCCC  















   )3(   

С их помощью преобразуем (ср. [2, c. 169]) 1-ю совокупность 

слагаемых из уравнений (14): 

 

.)
2

1

2

1

2

1

2

1
(2

)CCCC(2

)CCCC(2

)CCCC(2CC2





































































 

Здесь мы воспользовались антикоммутативностью внешнего 

умножения и антисимметричностью констант 
C , а также 

обозначением (8). С учетом этих преобразований структурные 

уравнения (14) принимают вид [2]: 

 .D i
i 









    (16) 

Лемма 1. .aa }{





   

Действительно, 

 



 )aaa(

3

1
a }{

 

.aa3
3

1

)aaa(
3

1

)aaa(
3

1































 

Продифференцируем структурные уравнения (2) с помо-

щью уравнений (1) и вынесем базисные формы 
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.0CCCC

)CCD( iiij
j
i

i

























  (17) 

Преобразуем два последних слагаемых 

0CC2

CC2CCCC

}{ 



























 

в силу леммы 1 и тождеств Якоби. Поэтому кубичные урав-

нения (17) преобразуются к виду: 

.0)CCD( i
iij

j
ii  





  

Разрешая эти уравнения по лемме Лаптева и пользуясь 

обозначением (8), получим [1; 2]: 

 ,D ij
j

ij
j
ii




    (18) 

причем .0ji
ij   Для выполнения этих условий доста-

точно симметрии 

 .0]ij[    (19) 

Теперь продифференцируем дифференциальные уравнения 

(10) с помощью структурных уравнений (1, 12, 16, 18): 

 
.0

d

ij
j

j
j

i
j

ij

j
ik

k
j

j
i

k
jk

j
k

k
ij

j
ij















 

Вынесем формы j  и воспользуемся оператором   

 .0)( j
ijji

k
ijkij  


  

Разрешим квадратичные уравнения по лемме Картана и запи-

шем результат в виде сравнений по модулю базисных форм 

 .0ijji
k
ijkij  


   (20) 

Лемма 2. .0C  
  

Доказательство. Запишем действие оператора  : 
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 .CCCdCC 





















   

Воспользуемся обозначением (8) и вынесем общие множители 

 .)CCCCCC(2dCC 





















   

В силу того, что 
C  постоянны и антисимметричны 

 .)CCCCCC(2C 


















   

Наконец, пользуясь тождествами Якоби ( )3 , получаем дока-

зываемые равенства. 

С помощью уравнений (10) и леммы 2 найдем дифферен-

циальные сравнения на компоненты входящего в формулу (11) 

агрегата 
  jiC : 

 .0CC)C( jijiji  






  

Воспользуемся обозначением (15): 

 .0
2

1

2

1
)C( jiijji  








 

Используем сравнения (20): 

 .0
2

1

2

1
( ijjiij

k
ijkjiij  








  ) C  

Согласно формуле (11) альтернируем эти сравнения по индек-

сам i, j: 

 .0R ]ij[
k

]ij[kij     (21) 

В симметричном случае (13, 19) имеем [4, c. 93]: 

 .0R ij    

Структурные уравнения (9) можно записать в другом виде: 

 ),C(ˆˆCˆD j
jiii

i  





   (22) 
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где вместо форм (4) использованы формы .ˆ i
i  

 

Тогда согласно теореме Картана - Лаптева получим несколько 

другие дифференциальные уравнения объекта связности [1; 7]: 

 .C j
ij

j
jiii  


   (23) 

Замечание 1. Если ,ii
   то, перенося последнее сла-

гаемое из левой части уравнений (23) в правую часть, для 

совпадения с уравнениями (10) нужно положить 

 .C jiijij



    (24) 

Подставляя дифференциальные уравнения (23) в струк-

турные уравнения (22), получим 

  ,ˆˆCˆD ji
ij  


  

  .]ij[ij
   (25) 

Определение. Назовем объект ],[ ii
   компоненты ко-

торого удовлетворяют дифференциальным уравнениям (10) 

[(23)], объектом групповой связности, задаваемой приемом 

Лумисте (Лаптева), а объект ],[R ijij
   компоненты которого 

находятся по формулам (11) [(25)], — объектом Лумисте 

(Лаптева) кривизны групповой связности. 

Дифференцируем уравнения (23), приводим подобные 

слагаемые, выносим базисные формы 
j
  и используем опе-

ратор  : 

 
.0]C)C(C

C)C(C[

j
ijji

k
ijkji

k
kjjki

ij
k

kiikjij




























 

Разрешим по лемме Картана и запишем результат в виде 

сравнений: 

(25) 
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 .0CC ijji
k
ijkjiijij  








  

Воспользуемся обозначением (15) и приведем подобные сла-

гаемые 

 .0ij
k
ijk)j||i(ij  


   (26) 

Замечание 2. Сравнения (26) получаются быстрее из срав-

нений (20) с помощью замечания 1 и леммы 2. 

Согласно формуле (25) альтернируем сравнения (26): 

 .0]ij[
k

]ij[kij    

Эти сравнения с точностью до обозначений совпадают со 

сравнениями (21), что объясняется замечанием 1. Действи-

тельно, перенося в формуле (24) слагаемые 
  jiC  в левую 

часть и альтернируя, получим 
ijR  ij . Таким образом, 

справедлива 

Теорема. Приемы Лаптева и Лумисте задания групповой 

связности в главном расслоении эквивалентны. 

Выводы: 

1) в главных расслоениях применяются два приема задания 

связностей с помощью объектов связностей Лаптева [1; 3; 6; 7] 

и Лумисте [4, c. 63, 83; 5; 8], которые приводят к одинаковым 

групповым связностям;  

2) сопоставление двух способов задания групповых связ-

ностей в главных расслоениях позволяет отдать предпочтение в 

техническом отношении приему Лумисте. 
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