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1 
Классификация трехмерных алгебр Ли  

над полем комплексных чисел 
 

В данной работе изучен вопрос о классификации 
трехмерных алгебр Ли над полем комплексных чисел с 
точностью до изоморфизма. Предложенная классифи-
кация основана на рассмотрении объектов, инвариант-
ных относительно изоморфизма, а именно таких вели-
чин, как производная подалгебра и центр алгебры Ли. 
Приведенную классификацию отличает от других более 
подробное и простое изложение. 

 
Ключевые слова: алгебры Ли, поле комплексных чисел, алгебра 

Гейзенберга. 
 
Утверждение 1. Для произвольной двумерной неабелевой 

алгебры Ли 2L  над полем C  найдется базис },{ yx  такой, что 
xyx ],[  [2, р. 20]. 

Доказательство. Пусть 2L  — производная подалгебра 
алгебры Ли L . Для 2L  возможны следующие случаи:  

,0dim 2L  ,1dim 2L  2dim 2L . 

Пусть 0dim 2L . Тогда все структурные уравнения равны 
нулю, значит L  — абелева. Возникло противоречие с услови-
ем, значит, .0≠dim 2L  
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Пусть 1dim 2 L , 2∈Lx  , а 2Ly  . Тогда  

,∈],[ 2Lyx   xyx ],[ , 

где .∈,0≠ C  Преобразуем  

xyxxyx  ]~,[⇔],[  , 

где yy

1~  .  

Таким образом, если 1dim 2L , то найдется базис },{ yx  

такой, что xyx ],[ . 

Пусть 2dim 2L  и 2, Lyx  , тогда 2],[ Lyx  . Рассмотрим 

все возможные структурные уравнения от этих элементов 
.0],[],[],,[],[  yyxxxyyx  Откуда следует, что 1dim 2L . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Пусть C  — поле комплексных чисел. Сущест-

вует единственная (с точностью до изоморфизма) двумерная 
неабелева алгебра Ли 2L  над полем C . При этом 2L  облада-

ет базисом },{ yx  таким, что xyx ],[ . 

Утверждение 2 [1, c. 21]. Если L  — трехмерная алгебра Ли 
над полем C , где 1dim L , то: 

1) )L(ZL   либо ;0)(  LZL  

2) если )L(ZL ⊂′ , то существует базис },,{ hgf  такой, что 

hgf ],[ , );(LZh  

3) если 0)L(ZL =∩′ , то CLL 2  . 

Доказательство.  
1. Покажем, что .1)(dim LZ  Пусть },,{ zyx  — базис L  и 

Lx  , тогда структурные уравнения от базисных элементов 
примут вид 

.],[,],[,],[ xzyxzxxyx    
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Рассмотрим произвольный элемент Lu : zyxu   . 

Элемент )(LZu  тогда и только тогда, когда он коммутирует 
со всеми базисными элементами алгебры Ли L , то есть 

0],[],[],[  zuyuxu . Рассмотрим систему этих скобок Ли:  

,0],[ xu  ,0],[ yu  0],[ zu     

  ,0)(  x  ,0)(  x  .0)(  x  

Отсюда в силу 0x  имеем следующие уравнения:  

,0   ,0   .0   

Примем за неизвестные  ,, , а за числовые коэффици-

енты   и  . Тогда матрица данной системы однородных ли-
нейных уравнений примет вид  




















0

01

10





A . 

Так как определитель матрицы A  нечетной размерности и 
сама матрица имеют кососимметрический вид, то 0det A . 

Минор матрицы A : 0
01

10
33 


M , значит, 2rankA  и си-

стема линейных уравнений будет иметь бесконечно много ре-
шений. Найдутся такие коэффициенты ,,,   одновременно 

не равные нулю, следовательно, 1)(dim LZ . 

Поскольку 1)(dim LZ , то пусть )0)((  zLZz , а 

)(, LZyx  . Если )(LZL   и )(dimdim LZL  , значит 

)(LZL  , тогда  

,],[ zyx   ,0],[ zx  .0],[ zy  

Если 0)(  LZL , то имеем  

,],[ xyx   ,0],[ zx  ,0],[ zy  ,C  0 . 
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2. Пусть },,{ hgf  — базис L , где )(LZh . Модифицируем 

этот базис. Основываясь на первом пункте, запишем струк-
турные уравнения в виде  

,],[ hgf   ,0],[ hg  0],[ fh     

 ,]~,[ hgf   ,0],~[ hg  ,0],[ fh  

где ggC


 1~,,0  . В результате имеем базис },,{ hgf  

такой, что )(,],[ LZhhgf  . 

3. Пусть },,{ hgf  — базис L , где LfLZh  ),( . Тогда, 

основываясь на первом пункте, структурные уравнения от 
этих базисных элементов запишем в виде  

,],[ fgf   ,0],[ hg  ,0],[ fh  C  ,0 .  

Модифицировав этот базис, имеем  

,]~,[ fgf   ,0],~[ hg  ,0],[ fh   

где gg

1~  . 

Двумерную алгебру Ли 2L  можем представить как линей-

ную оболочку, натянутую на векторы },{ gf . Так как fgf ],[

, то 2L  будет идеалом. Поле комплексных чисел C  изоморфно 

)(LZ , который также является идеалом. Так как 0)( 2  LLZ

, то алгебру Ли L  можем представить в виде  

CLLLZLL  22 )( . 

Теорема 2. Пусть C — поле комплексных чисел. Сущест-
вуют ровно две (с точностью до изоморфизма) трехмерные 
алгебры Ли L  над полемC  такие, что 1dim L : 

1) алгебра Гейзенберга: )(LZL  ; 

2) CLL  2 , причем 0)(  LZL . 
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Утверждение 3 [2, р. 22]. Если L  — трехмерная алгебра Ли 
над полем C  такая, что 2dim L , то: 

1) L  — абелева; 
2) LLad Lx :|  — изоморфизм )( Lx  . 
Доказательство.  
1. Пусть Lx  . Составим структурные уравнения базиса 

},,{ zyx : 

,],[ zyyx    ,],[ zyzy    .],[ zyzx             (1) 
Для элементов базиса рассмотрим тождество Якоби  

0]],[,[]],[,[]],[,[  yxzxzyzyx . 

Подставим соответствующие разложения скобок Ли от ба-
зисных элементов и упростим .0 zyyz   

Сгруппируем слагаемые двумя способами: 

,0)()(  zyyz   (2) 

.0)()(  yz   (3) 

Так как z  и y  линейно независимы, то для (3) справедливо  

,0  ,0    

то есть 0det 










, 0det 










. 

Составим матрицу коэффициентов системы (1):  












.  

Поскольку размерность L  равна 2, ее ранг будет равен двум. 
Так как два ее минора второго порядка равны нулю, то третий 
минор будет отличен от нуля, а именно 

0det 












. 
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Введем новые обозначения в (2): yzz,yzy   . 

Составим матрицу коэффициентов правой части и найдем, че-
му будет равен ее определитель: 

0det 















. 

Значит, y  и z  линейно независимы и в (2) коэффициенты 

  и   равны нулю. Тогда система (1) примет вид 

,],[ zyyx    zyzx  ],[ , .0],[ zy           (4) 

Так как Lzy ,  и 0],[ zy , то L  — абелева. 

2. Пусть },,{ zyx  — базис L . В силу предыдущего пункта 

структурные уравнения от базисных элементов примут вид 
(4). Так как 0],[,0],[  zxyx  и Lzxyx ],[],,[ , то 

],[],,[ zxyx  — линейно независимы, где ],[)(| yxyad Lx   и 

],[)(| zxzad Lx  . Значит, LLad Lx :|  — изоморфизм 

)( Lx  . 

Утверждение 4. Если L  — трехмерная алгебра Ли над 
полем C , 2dim L , и найдется Lh   такой, что оператор 

LLad Lh :|  диагонализируем, то: 

1) L  имеет вид L  для некоторого С  ,0 , где L  — 

трехмерная алгебра Ли над полем С , в которой существует 
базис },,{ wvu  со структурными уравнениями  

0],[,],[,],[  wvwwuvvu  ; 

2) для любого Lx ~  присоединенный оператор 
LLad Lx :|~  также диагонализируем; 

3)  LL 
 
тогда и только тогда, когда    либо 


 1
 . 
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Доказательство.  
1. Так как 3dim L  и 2dim L , то из утверждения 3 

(п. 1) следует, что L  — абелева. Пусть },{ yx  — базис L , то-
гда 0],[ yx . 

Рассмотрим присоединенный оператор )( Lhadh  , дейст-

вующий на элементы yx, . Так как по условию LLad Lh :|  
диагонализируемый, то  

yxxhxad Lh  0],[)(|   и yxyhyad Lh  0],[)(| . 

Матрица присоединенного оператора had  является диаго-

нальной и имеет вид 










0

0
, где 0,0    ввиду изомор-

физма had , доказанного в утверждении 3 (п. 2). 
Рассмотрим базис },,{ hyx  алгебры Ли L  и модифицируем 

его:  

,0],[ yx  xxh ],[ , yyh ],[    

  0],[ yx , ,],
~

[ xxh  ,],
~

[ yyh   

где изоморфизм   задается следующим образом  

,
1~

,,: uhhwyvx 


   

где 0

 . Отсюда следует, что LL  . 

2. Представим Lx ~  в виде whx  ~ , где ,,0 C   
LwLh  , . Тогда подействуем присоединенным оператором 

на данное равенство whx adadad  ~ . За счет линейности 

оператора имеем whx adadad  ~ . Рассмотрим его сужение 

по L  LwLhLx adadad   |||~  . Так как L  — абелева и Lw  , 

то ,0| Lwad  исходя из чего перепишем предыдущее равен-

ство следующим образом: LhLx adad   ||~  . 
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Так как оператор Lxad |~  является по условию диагонали-

зируемым, то Lhad |  также будет диагонализируемым и они 

оба будут задаваться диагональными матрицами, собственные 
значения которых отличаются друг от друга лишь на коэффи-
циент  . 

3. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть  LL  . Покажем, что 

   либо 


 1
 , 0,0   . 

Рассмотрим L  и L . Пусть },,{ zyx  — базис L . Тогда 

структурные уравнения от базисных элементов примут вид 
,],[ yyx   zzx ],[ , 0],[ zy . Аналогично и для L . Пусть 

},,{ wvu  — базис L , тогда ,],[ vvu   ,],[ wwu   .0],[ wv  

Рассмотрим производные подалгебры  LL  , . 

Пусть  LzyLx  ,, , тогда, опираясь на предыдущий 

пункт, мы можем утверждать, что существует присоединен-
ный оператор  LLadx : , причем он является диагонализи-

руемым и задается диагональной матрицей ),1( diag  с соб-

ственными значениями ,1 . 

Пусть Lu   и Lwv , , тогда существует присоединен-

ный оператор  LLadu : , являющийся диагонализируемым 

и задаваемый диагональной матрицей ),1( diag  с собствен-

ными значениями ,1 . 

Так как  LL  , то существует изоморфизм ,:  LL   

)(xx  . Запишем u  в виде sxu  )( , где ,)(  Lx   

., CLs    Тогда рассмотрим действие присоединенного 

оператора на это равенство su adxadad  ))((  и сузим его 

на :L


 LsLLu adxadad   ||))((| . Так как L  — абелева и-

Ls  , то 0| Lsad
 
и получим следующее равенство: 
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
 LLu xadad   |))((| . Так как 

Luad |  диагонализируемый 

оператор, то и 


 Lxad |))((
 
также диагонализируем. Тогда, ис-

ходя из доказанного выше, их собственные значения отлича-

ются лишь на  , откуда имеем    либо 


 1
 . 

Д о ст ат о ч н о ст ь .  Пусть    либо 


 1
 . Покажем, 

что  LL  . В случае когда ,   изоморфизм очевиден. 

Рассмотрим второй случай, когда 



1
. Запишем для 

каждой из алгебр их систему структурных уравнений от базис-
ных элементов.  

L : ,],[ yyx   ,],[ zzx   ;0],[ zy  

L : ,],[ vvu   ,],[ wwu   .0],[ wv  

Преобразуем первую систему структурных уравнений:  

,],[ yyx   ,],[ zzx   0],[ zy     

  ,],~[ yyx   ,],~[ zzx   .0],[ zy  

Отсюда имеем, что  LL  , где   — искомый изоморфизм 

.,,~: vzwyuxx   
Утверждение 5. Если L  — трехмерная алгебра Ли над 

полем C , 2dim L , и оператор LLadx :  не диагонализи-

руем ни для какого Lx  , то найдется такой Lx  , что xad  

задается матрицей 







10

11
. 

Доказательство. Так как оператор LLadx : не диаго-

нализируем ни для какого элемента Lx  , значит, и матрица 
оператора не приводится к диагональному виду. Следователь-
но, ее собственные значения равны друг другу и жорданова 
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нормальная форма этой матрицы имеет вид [1, c. 264] 










0

1
, 

где 0 . Нужно показать, что xad  можно задать матрицей 

вида 







10

11
, то есть что существует изоморфизм  :  

,],[ yyx   ,],[ zyzx   0],[ zy     

 ,],[ yyx   ,],[ zyzx   .0],[ zy  

Модифицируем исходную систему структурных уравнений:  

,],[ yyx   ,],[ zyzx   0],[ zy     

  ,],~[ yyx   ,~]~,~[ zyzx   .0]~,[ zy   

Получили искомый изоморфизм  :  

,~1
: xxx 




 

.~, zzzyy    

Теорема 3. Существует бесконечно много (с точностью 
до изоморфизма) трехмерных комплексных алгебр Ли L  над 
полем комплексных чисел таких, что 2dim L : 

1) алгебра Ли вида L , где 1||,   C ; 

2) алгебра Ли, описанная в утверждении 5. 
Утверждение 6 [1, c. 24]. Если L  — трехмерная ком-

плексная алгебра Ли и LL  , то: 
1) для любого ненулевого элемента Lx  ранг оператора 

LLadx :  равен двум; 

2) существует Lh такой, что had  обладает ненулевым 

собственным значением; 
3) собственные значения оператора had  имеют вид 

,,0,    где 0 ; 
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4) элемент h  можно дополнить до базиса },,{ yxh  алгеб-
ры L  такого, что ;],[,],[,],[ hyxyyhxxh    

5) ),2( CslL  . 
Доказательство.  
1. Так как 0x , можем дополнить его до базиса простран-

ства L : },,{ zyx . Так как ,LL   то ]},[],,[],,{[ xzzyyxSpan . 

Найдем образ оператора xad : ]}.,[],,{[)Im( xzyxSpanadx   
Так как ],[],,[],,[ xzzyyx  — линейно независимая система, то 
и ее подсистема ],[],,[ xzyx  будет также линейно независимой. 

Отсюда имеем, что 2))dim(Im( xad , тогда и 2)( xadrank . 

2. Если для Lx  оператор xad  обладает ненулевым соб-
ственным значением, то положим xh  . Пусть для 0x  опе-
ратор xad  имеет лишь нулевые собственные значения. 

Тогда жорданова форма его матрицы имеет вид 

















000

100

010

. 

Пусть },,{ zyx  — соответствующий базис L . Тогда поло-
жим yh  . 

3. LLh  . Из предыдущего пункта известно, что 
0)( hadtr  и что хотя бы одно из собственных значений от-

лично от нуля. Пусть нам даны собственные значения ,,,0   

одно из которых отлично от нуля. Так как 0)( hadtr , то 

00   , то есть 0  . Значит, оператор had  имеет 
следующие собственные значения: },,0{   . 

4. Пусть zx,  — собственные элементы оператора had , 
отвечающие собственным значениям   и   соответственно. 
Тогда в силу тождества Якоби 0]],[,[]),([  zxhzxadh , отку-

да имеем .0,],[  hzx  Полагая zy 1  , получаем иско-
мый базис. 
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5. Пусть дан базис  

Lzyx },,{ : ,],[ xxh 

 

 ,],[ yyh   hyx ],[   

и базис  

),2(},,{ Cslegf  : ,2],[,],[ egegfe 

 

.2],[ fgf    

Установим изоморфизм между L и sl(2, C):  

,],[ xxh   ,],[ yyh   hyx ],[     

  ,2],
~

[ xxh   ,~2]~,
~

[ yyh   .
~

]~,[ hyx    

Таким образом, задан изоморфизм  

,
~2

: ghh 




 

fxeyy  ,~2


.  

Значит, ),2( CslL  . 

Теорема 4. Каждая трехмерная комплексная алгебра Ли 
L  такая, что LL  , изоморфна ),2( Csl . 

На основе рассмотренных объектов, инвариантных отно-
сительно изоморфизма, представим классификацию трехмер-
ных алгебр Ли над полем комплексных чисел в виде следую-
щей таблицы. 

 
Классификация трехмерных алгебр Ли  

над полем комплексных чисел 
 

Класс над С Ldim  Признаки класса 
1 0 Абелева алгебра Ли 
2 1 ZL   алгебра Гейзенберга 

3 1 CLLZL  2,0

4 2 
Диагонализируемый оператор Ladh , , где 

1||,   C  

5 2 Оператор had  не диагонализируемый 

6 3 LL 
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In this paper, we study the classification of three-dimensional Lie al-

gebras over a field of complex numbers up to isomorphism. The proposed 
classification is based on the consideration of objects invariant with re-
spect to isomorphism, namely such quantities as the derivative of a subal-
gebra and the center of a Lie algebra. The above classification is distin-
guished from others by a more detailed and simple presentation. 

Any two abelian Lie algebras of the same dimension over the same 
field are isomorphic, so we understand them completely, and from now 
on we shall only consider non-abelian Lie algebras. Six classes of three-
dimensional Lie algebras not isomorphic to each other over a field of 
complex numbers are presented. In each of the classes, its properties are 
described, as well as structural equations defining each of the Lie alge-
bras. One of the reasons for considering these low dimensional Lie alge-
bras that they often occur as subalgebras of large Lie algebras 
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