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Объект кривизны фундаментально-групповой связности,  

ассоциированной с конгруэнцией 
гиперцентрированных плоскостей 

 
В многомерном проективном пространстве иссле-

дуется конгруэнция гиперцентрированных плоскостей, 
которая является голономным гладким многообразием. 
Доказано, что объект кривизны фундаментально-груп-
повой связности в главном расслоении, ассоциирован-
ном с данной конгруэнцией, является псевдотензором. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, гиперцентрирован-

ная плоскость, конгруэнция, связность в главном расслоении, кри-
визна, псевдотензор. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAAR   ),1...,( nI  , инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 
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Структурные уравнения проективной группы )(nGP  запи-
шем в виде 
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В проективном пространстве nP  рассмотрим центрирован-

ную m-мерную плоскость mP  с многомерным центром 1mP , 

которую обозначим 1m
mP . Произведем разбиение значений ин-

дексов 

 .,1,...,,1,...:},{ nmmiiI    

Специализируем подвижной репер },,{ AAAR i , поме-

щая вершины iAA,  на плоскость mP , а вершины iA  — в ее 

центр .1mP  Из деривационных формул (1) имеем 

 ,
 AAAdA i

i   

 ,AAAAdA iij
j

iii  
   

 .AAAAdA i
i



    

Формулы (3) дают уравнения стационарности гиперцент-

рированной плоскости 1m
mP : 

 .0,0,0  ii     (4) 

Выбирая n – m форм   в качестве базисных, запишем 
уравнения многообразия mnV   — конгруэнции [1] центриро-

ванных плоскостей 1m
mP в виде 

 



  iiii  , .  (5) 

Найдем внешние дифференциалы базисных форм 

 i
iD  











  , .  (6) 

Дифференцируя внешним образом уравнения (5) и разре-
шая по лемме Картана, получаем, что компоненты фундамен-

тального объекта 1-го порядка },{1 
 ii   удовлетворяют 

следующей системе дифференциальных уравнений: 

(3) 
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 









  iiiii  )()( , ,  (7) 

где дифференциальный оператор   действует следующим об-
разом: 

 


















  i

j
ijiii d  )( , 

причем 0,0 ][][  
  ii . 

Утверждение 1. Фундаментальный объект 1-го порядка 

},{1 
  ii  конгруэнции mnV   является пcевдотензором [2], 

содержащим подпсевдотензор 
i , который образует гео-

метрический объект. 
Исследование многообразия mnV   в репере нулевого по-

рядка приводит к разбиению структурных форм I
I
J

I  ,,  

на две совокупности: первичные формы ii   ,, , включаю-

щие базисные формы  , и вторичные формы ,,,  i
j

i  

  ,i , внешние дифференциалы которых имеют вид 

 ,ii
j

jiD 
     (8) 
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(13)
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Утверждение 2. Уравнения (6, 8—12) являются структур-
ными уравнениями главного расслоения )( mnr VG  , базой кото-

рого выступает многообразие mnV  , а типовым слоем — под-

группа rG  стационарности центрированной плоскости 1m
mP , 

причем 2)1( mmnnr  . 

Расслоение )( mnr VG   содержит 4 главных фактор-рассло-

ения над той же базой mnV   со следующими структурными 
уравнениями: 

1) (6, 9) — расслоение плоскостных линейных реперов 
)(2 mnm

VL   с типовым слоем )(2 mGLL
m

  — линейной фактор-

группой, действующей неэффективно во внутренней плоско-
сти 1mP ; 

2) (6, 8, 9) — расслоение аффинных реперов )()1( mnmm VL   

с типовым слоем — аффинной фактор-группой, действующей 

в плоскости 1m
mP ; 

3) (6, 12) — расслоение нормальных линейных реперов 
)(2)( mnmn

VL 
 с типовым слоем — линейной фактор-группой, 

действующей неэффективно в проективном фактор-простран-
стве mnmn PPP /1  ; 

4) (6, 10, 12) — расслоение центропроективных реперов 
)()1)(( mnmnmn VL   с типовым слоем )1)((  mnmnL  — центропро-

ективной (коаффинной) фактор-группой, действующей в проек-

тивном гиперцентрированном фактор-пространстве 


1mn
mnP  

1 mn P/P . 
Продифференцируем внешним образом формы (62) с уче-

том уравнений (8, 12) и дифференциальных уравнений (72) на 

компоненты подпсевдотензора }{ 
i  

 ,









  D   (14) 
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где 

  i
i

i
i

i
i  












 )(  

 i
i

i
i  





  .  (15) 

Так как 0][ 
 , то справедлива 

Теорема 1. Многообразие mnV   является голономным [2] 
гладким многообразием. 

Зададим фундаментально-групповую связность в главном 
расслоении )( mnr VG   приемом Лумисте с помощью форм 

 ,~,~,~ 






  ГГГ i

j
i
j

i
j

iii   

 









  iii ГГ  ~,~ . (16) 

Продифференцируем эти формы внешним образом с по-
мощью структурных уравнений (6, 8—12) и заменим в полу-
ченных уравнениях слоевые формы на их выражения из (16). 
Затем сделаем обратную замену в тех слагаемых, в которых 
формы умножаются внешним образом на базисные формы. 
Получим 

 )(~~~
)(

iji
j

ii
j

ji
j

ji ГГГГD 


   , 

 )(~~~
)(

i
j

i
j

i
k

k
j

i
k

k
j

i
j ГГГD 


   ,  (17) 

 ),(~~~
)( 











   ГГГГD  

  






  ii

j
jii

I
Ii ГГГГD ~~~~~  

 )( )(
iiiji

j
ii ГГГГГГГ  





   

 )(~~~
)(




















   ГГГD . 

Для задания групповой связности в соответствии с теоремой 
Картана — Лаптева необходимо и достаточно, чтобы в уравне-
ниях (17) присутствовали лишь внешние произведения форм 
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связности и базисных форм. Из структурных уравнений (17) 
видно, что для задания связности нужно задать поле объекта 

групповой связности },,,,{ 
 ГГГГГГ ii

j
i  со следую-

щими дифференциальными уравнениями его компонент: 

 



  i

j
i
j

i
j

iiji
j

i ГГГГГ  )()( , , 

 



  ГГГ  )( ,  (18) 

 



  iiiiji

j
i ГГГГГГ  )( ,  

 






  ГГ  )( . 

Теорема 2. Объект фундаментально-групповой связности 
Г в главном расслоении )( mnr VG   содержит 2 простейших под-

объекта: объект плоскостной линейной связности }{1
i
jГГ   и 

объект нормальной аффинной связности }{2

ГГ  , а также 

2 простых подобъекта: объект центропроективной связно-

сти },{ 23 ГГГ   и объект аффинно-групповой связности 

},{ 14
iГГГ  . Эти подобъекты задают связности соответ-

ственно в факторрасслоениях )(2 mnm
VL  , )(2)( mnmn

VL 
, 

)()1( mnmm VL   и )()1)(( mnmnmn VL  . 

Замечание. Объект связности Г образует квазитензор 
лишь в совокупности с фундаментальным псевдотензором .1  

Подставим дифференциальные уравнения (18) компонент 
объекта групповой связности Г в структурные уравнения (17): 

 
   ii

j
ji RD ~~~ , 

   i
j

i
k

k
j

i
j RD ~~~ , 

 



   RD ~~~ ,  (19) 

 
   iii

I
Ii RD ~~~~~ , 

 









   RD ~~~ , 
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где компоненты объекта кривизны ,,,{  RRRR i
j

i

}, 
 RRi  выражаются по формулам 

 ,ГГГ=,ГГГ= i
]k

k
j[][

i
]j

j
[

i
][   i

j
i
j

i RR  

 












 ][][][][ ГГГ=,ГГГ=  RR ,  (20) 

 i
][

i
]I

I
[

i
][ ГГГГГ=  iR . 

Найдем дифференциальные уравнения, которым удовле-
творяют компоненты объекта групповой кривизны R. Для это-
го найдем сравнения на пфаффовы производные компонент 
объекта связности Г: 

 0))((  ji
j

ji
j

i
j

jii ГГГГГ 

  , 

 0))((  i
j

i
k

k
j

k
j

i
k

i
j

i
j ГГГГ 


  , 

 0))((  










  ГГГГГ , (21) 

  iji
j

i
j

jiii ГГГГГГ 







 ))((  

 0 iiii ГГГГ   , 

 0))((  





















  ГГГГ , 

где 

 i
j

k
k

k
k

i
j

i
j

i
j  


  )( , 

 i
i    , 

 i
i

i
i

i
i

i
i 














   )( . 

Дифференцируя выражения (20) для R и учитывая при 
этом дифференциальные уравнения (18) для компонент объек-
та связности Г, а также сравнения (21) для пфаффовых произ-
водных компонент объекта связности Г, получим дифферен-
циальные сравнения на компоненты объекта кривизны R: 

 ,0,0 ))(())((  i
j

ji
j

i RRR    
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 ,0,0 ))(())((  



  RRR  

 0))((  iiiji
j

i RRRRR  

 . 

Теорема 3. Объект кривизны R фундаментально-группо-
вой связности Г является псевдотензором, содержащим 2 про-

стейших }{1
i
jRR  , }{2


RR   и 2 простых подпсевдотен-

зора },{ 13
iRRR  , },{ 24 RRR  , которые являются объек-

тами кривизны соответствующих подсвязностей. 
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The congruence of hypercentred planes is investigated in n-dimen-
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