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Одна геометрическая модель 
дробно-линейных преобразований 

 
Представлена модель дробно-линейных преобразо-

ваний комплексной плоскости в виде точек комплекс-
ного трехмерного проективного пространства без ли-
нейной «запрещенной» квадрики. Представлена модель 
вещественных дробно-линейных преобразований ком-
плексной плоскости в виде точек вещественного трех-
мерного проективного пространства без линейной «за-
прещенной» квадрики. Найдено геометрическое разде-
ление точек, соответствующих параболическим, гипер-
болическим и эллиптическим вещественным дробно-
линейным преобразованиям с помощью «параболиче-
ского» конуса, касающегося запрещенной квадрики. 
Найдены некоторые свойства точек модели, соответ-
ствующих вещественным дробно-линейным преобразо-
ваниям, а также преобразованиям фундаментальных 
групп двусвязных областей комплексной плоскости. 

 

Ключевые слова: дробно-линейное преобразование, комплекс-
ная плоскость, трехмерное проективное пространство, запрещенная 
квадрика, параболический конус, фундаментальная группа 

 
1. Введение. Неподвижные точки  
дробно-линейного преобразования 

 

Дробно-линейным преобразованием (отображением), или 
дробно-линейной функцией, называется преобразование (отоб-

ражение) расширенной комплексной плоскости C : 
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где Cx , Cz , 02130  xxxx ,  = 0, 1, 2, 3. 
Если же 

02130  xxxx , 

то дробно-линейное преобразование сводится к постоянной, то 
есть отображает расширенную комплексную плоскость в одну 
точку[1—5]. 

Дробно-линейное преобразование также называют преоб-
разованием Мёбиуса, проективным преобразованием, били-
нейным преобразованием, спиновым преобразованием (теория 
относительности) [5]. 

Формула не задает преобразование при z   и 2

3

x
x
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Доопределим преобразование по непрерывности [3—4]: 
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Если uuL )( , то точка Cu  называется неподвижной. 

Множество неподвижных точек дробно-линейного преобразо-
вания определяется квадратным уравнением 

0)( 10322  xuxxux  
и состоит из двух элементов: 1u  и 2u  [1—2]. Возможны сле-

дующие четыре случая [1]. 
(1) 21 uu  . Имеем: 
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(1а) Rk , то есть k вещественно, — гиперболическое пре-
образование. 
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(1б) модуль 1k  — эллиптическое преобразование. 

(1в) Rk , ,1k  — локсодромическое преобразование. 

(2) 21 uu   — параболическое преобразование. 
 

2. Группа дробно-линейных преобразований  
и запрещенная квадрика 

 
Как известно, описанные выше преобразования образуют 

группу дробно-линейных преобразований [1—4; 6—9]. Эта 
группа изоморфна полной линейной группе ),2GL( C  невы-

рожденных квадратных матриц второго порядка над полем 
комплексных чисел C: 
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Введем на группе ),2GL( C  следующее отношение экви-

валентности e: 

),,,(~),,,( 21102110 yyyyxxxx  
тогда и только тогда, когда 

  yx:}/{  0C ,   0, 1, 2, 3. 

В итоге получим 

e/),2GL(Aut CC  , 

где CAut  — группа всех конформных автоморфизмов рас-
ширенной комплексной плоскости [5]. 

Множество-носитель группы ),2GL( C  можно интерпрети-

ровать как множество аналитических точек трехмерного про-
ективного пространства над полем C с исключенной из него 
невырожденной линейчатой квадрикой Q, которая определяет-
ся квадратным уравнением 

02130  xxxx .
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Множество-носитель группы CAut  есть тогда множество 
точек трехмерного проективного пространства )(3 CP  над по-
лем комплексных чисел C, исключая квадрику Q. Такую квад-
рику назовем запрещенной квадрикой группы дробно-линей-
ных преобразований. Очевидно, что точка E  (1, 0¸ 0, 1) про-
ективного пространства )(3 CP  представляет собой единицу 
этой группы (рис. 1)1 [5]. 

 

 
 

Рис. 1. Запрещенная квадрика 
 
3. Вещественные дробно-линейные преобразования 
и структура вещественной запрещенной квадрики 

 

Рассмотрим фуксову подгруппу G  группы CAut , остав-

ляющую на месте верхнюю полуплоскость плоскости C , то 
есть 

Rx , 02130  xxxx . 

Множество-носитель CAut  можно интерпретировать как 
множество точек G (вместе с E  (1, 0¸ 0, 1)) трехмерного про-
ективного пространства )(3 RP , ограниченных запрещенной 

                                                           
1 Рисунки в статье весьма условны. 
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невырожденной линейчатой квадрикой Q [5]. Прямые, прохо-
дящие через точку E и касающиеся квадрики Q, образуют ко-
нус параболических преобразований K, касающийся квадрики 
Q по эллипсу S (рис. 2). 

 
 

Рис. 2. Запрещенная квадрика и конус K 
 
Обозначим через S эллипс пересечения квадрики Q и плос-

кости T: 

030  xx . 

Точка X  E тогда и только тогда принадлежит квадрике 
Q, когда 

02130302  xxxxxx ︶︵ . 

Детерминант этого уравнения 
21230 4)( xxxx   

совпадает с детерминантом уравнения неподвижных точек 

010322  xuxxux ︶︵ . 

Поскольку вещественные гиперболические преобразова-
ния имеют вещественные неподвижные точки, а эллиптиче-
ские — комплексно-сопряженные: 

E

S 
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T
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— то параболическим вещественным дробно-линейным пре-
образованиям соответствуют точки пространства )(3 RP , лежа-
щие на конусе K, исключая вершину E и эллипс S; 

— гиперболическим — внутри K; 
— эллиптическим — вне K, но внутри квадрики Q [5]. 
Локсодромические преобразования отсутствуют. 
В дальнейшем не будем различать точку из множества G и 

соответствующий ей элемент группы G . 
 

4. Точки вещественной запрещенной квадрики 
 
1. Рассмотрим внутри квадрики Q точку 

︶︵

3210 x,x,x,xX  , TX , EX  . 

Тогда прямая (EX) пересечет плоскость T в точке 
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Обозначим через ),,,( 02131 xxxxX   преобразование, 

обратное к X. Тогда точки ),;,( 1XXEXT  образуют гармони-

ческую четверку [5]. 
2. Рассмотрим внутри квадрики Q точку 

︶︵

3210 x,x,x,xX  , TX . 

Поскольку XX 1 , то такие точки, и только они, имеют 
порядок 2 в группе G  [5]. 

3. Если три точки E, X, Y, 1XY , расположенные внутри 
квадрики Q, коллинеарны, то 

EXY  , 030  xx , 

E
xx
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XEXXYX
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Таким образом, если три точки E, X, Y группы G  коллине-
арны, то также коллинеарны четыре точки E, X, Y, XY. В об-
щем случае четыре точки E, X, Y, XY не компланарны [5]. 

 
5. Вещественные дробно-линейные преобразования  

и геометрия Лобачевского 
 

Верхняя полуплоскость плоскости C  с группой преобразо-
ваний G  реализует плоскость Лобачевского. Будем рассмат-
ривать верхнюю полуплоскость как евклидову плоскость. 
Угол на ней есть инвариант группы G  и сохраняет свое ев-
клидово значение на плоскости Лобачевского. Введем диффе-
ренциальный инвариант группы G , заменяющий в геометрии 
Лобачевского евклидов линейный элемент: 

zIm

ds
d  , 

где ds — евклидов линейный элемент на верхней полуплоско-
сти. Длина произвольной кривой l на плоскости Лобачевского 
равна интегралу линейного элемента d вдоль этой кривой [1]: 


l

zIm

ds
. 

С помощью конформного преобразования метрику Лоба-
чевского можно перенести с верхней полуплоскости почти на 
любую область комплексной плоскости C . А именно, любую 

область D комплексной плоскости C , имеющую более двух 
граничных точек в естественной топологии, можно конформно 
отобразить на верхнюю полуплоскость [3]. 

Такое конформное преобразование )(zw  в случае много-
связной области D многозначно. Отсюда возникает понятие 
группы автоморфизмов конформного преобразования )(zw  — 

подгруппы группы G , которая изоморфна фундаментальной 
группе )(1 D  многосвязной области D. 
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В частности, группа )(1 D  автоморфизмов конформного 

преобразования произвольной n-связной области D на верх-
нюю полуплоскость есть свободная группа с образующими в 
количестве (n  1) [3]. 

Фундаментальная группа )(1 D  состоит только из парабо-

лических и гиперболических дробно-линейных преобразова-
ний верхней полуплоскости (группу )(1 D  и изоморфную ей 

группу автоморфизмов конформного преобразования разли-
чать не будем), то есть таких, которые не имеют неподвижных 
точек в верхней полуплоскости и осуществляют параллельный 
перенос на плоскости Лобачевского [3]. 

Вернемся к геометрической интерпретации группы G  на 
проективном пространстве (см. рис. 2). Если D — двусвязная 
область, то преобразования группы )(1 D  лежат на одной пря-

мой, проходящей через точку E. Действительно, тогда группа 

)(1 D  порождается одной точкой X, а все точки вида nX  при 

n  Z лежат на прямой (EX) [5]: 

E
xx

xxxx
XXX

30

3021




 . 

Группы )(1 D  с параболическими преобразованиями суть 

составляющие параболического конуса K, с гиперболически-
ми — полностью лежат внутри этого конуса, то есть преобра-
зования групп )(1 D  полностью заполняют конус. 
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A geometric model of linear fractional transformations 
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A model of linear fractional transformations of the complex plane in 

the form of points of the complex three-dimensional projective space 
without a linear “forbidden” quadric is presented. A model of real linear 
fractional transformations of the complex plane in the form of points of 
the real three-dimensional projective space without a linear “forbidden” 
quadric is presented. A geometric separation of points corresponding to 
parabolic, hyperbolic and elliptic real linear fractional transformations by 
a “parabolic” cone touching the forbidden quadric is found. Some proper-
ties of model points corresponding to real linear fractional transforma-
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tions are found. Some properties of model points corresponding to funda-
mental groups transformations of biconnected domains of the complex 
plane are found. 
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