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1 
Вывод структурных уравнений расслоения 
из уравнений отображения многообразий 

 
Рассматриваются отображения между гладкими многооб-

разиями произвольных размерностей. Приведены уравнения 
связи структурных форм многообразий и фундаментальные 
объекты отображений. Дана классификация отображений по 
соотношениям между размерностями многообразий. В одном 
из трех классов выведены структурные уравнения расслоения 
из уравнений отображения многообразий. 
 
Ключевые слова: отображение гладких многообразий, фундамен-

тальные объекты отображений, структурные уравнения расслоения. 

 
1. Уравнения отображения гладких многообразий 

 
Пусть дано дифференцируемое отображение f: Vm → Mn 

(см.: [1]) гладких многообразий Vm и Mn. На этих многообрази-

ях зададим семейства 1-форм i , i, j, …= m,1  и  , α, β, … 

n,1  соответственно. Условия полной интегрируемости сис-

тем ,0i  0  выглядят следующим образом: 

 ,i j i
jD     ,D   

      (1) 

где D  символ внешнего дифференцирования, а    сим-
вол внешнего умножения. Эти формы связаны уравнениями 

 ,i
i

      (2) 
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тогда   0i 0 . Действительно, система 0i  фикси-

рует точку x  Vm, система 0  фиксирует точку y  Mn. Под 
действием отображения f точка x переходит в точку y = f(x). 

 
2. Фундаментальные объекты отображения 

 
Имеют место следующие дифференциальные уравнения 

для коэффициентов 
i : 

 j j
i j i i ijd     

         ,  (3) 

причем 
jiijjiijij  0)(

2

1
][ . 

Утверждение 1. Совокупность коэффициентов 
i , назы-

ваемая фундаментальным объектом 1-го порядка отображения f, 
является тензором. 

Утверждение 2. Обращение фундаментального тензора в 
нуль 0

i  приводит к вырождению отображения f: Vm → y  
Mn. 

Продолжения структурных уравнений (1) имеют следую-
щий вид [2]:  

 [ ],  i k i k i i
j j k jk jkD 0          ) (mod i ,  

 [ ],  D 0     
               ) (mod  . 

Для коэффициентов 
ij  дифференциальные уравнения вы-

глядят так: 

 k k
ij k ij i j ijk
     

         ,  (4) 

где 


  ij
k
ikj

k
jikijij d  , причем 0][ 

jki , то 

есть 
ikjijk  , а по остальным нижним индексам функции 


ijk , вообще говоря, не симметричны. 
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Утверждение 3. Функции 
i , 

ij  удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям (3), (4) и составляют фундамен-

тальный объект 2-го порядка { 
i , 

ij } отображения f, ко-

торый является квадратичным геометрическим объектом. 
Утверждение 4 [4]. Если при отображении f: Vm → Mn 

гладкие многообразия Vm и Mn голономны [3], то компоненты 

ijk  фундаментального объекта 3-го порядка { 

i , 
ij , 

ijk } 

симметричны по всем нижним индексам. 

 
3. Классификация отображений 

 
Рассматривая отображение f: Vm → Mn между многообра-

зиями Vm и Mn с формами i , i, j, … = m,1  и  , α, β, … = n,1  
соответственно и связывающими их уравнениями (2), выделим 
три случая (см.: [1]). 

3.1. Параметрическое задание подмногообразия. 
В случае m < n при отображении f выделяется подмногооб-

разие Mm = f(Vm)   Mn многообразия Mn. Индекс α разбивается 

на два α = {i, a}, где i, … = m,1 , a, … = nm ,1 . Так как α  
внешний индекс в уравнении (2), оно разбивается на пару 

уравнений ji
j

i   , ia
i

a   . 

3.2. Диффеоморфизм многообразий. 
Случай m = n тривиален в том смысле, что уравнение (2) 

превращается в выражение ji
j

i   без какого-либо разбие-

ния индексов на серии. Обратим внимание на обратимость 

матрицы ( i
j ). Вывод формул дифференцирования коэффи-

циентов для этого случая в принципе повторяет вывод в об-
щем случае. 
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3.3. Расслоение прообраза над образом. 
Рассмотрим подробнее случай m > n, когда индекс i разби-

вается на два i = {α, u}, α, β, … = n,1 , u, v, … = mn ,1 . Фор-
мула (2) принимает вид 

 u
u

   
      .  (5) 

Структурные уравнения (11) примут вид 

 u
uD    

        , u
v

vuuD  
  .  (6) 

По условию невырожденности матрицы ( 
i ) подматрица 

( 
 ) имеет обратную матрицу. Обозначим ее ( 

V ) = 1)( 
 . 

Дальше применим эту обратную матрицу к уравнениям (5):  

u
uVVV  









  . 

Поскольку 






 V , 

   , получим (ср.: [5]): 

u
uVV  





  . Подставим эту формулу в структурные 

уравнения (62): 

 u v u u
vD 

        , u
v

u
v

u
v V 


   , uu V 


   .  (7) 

Уравнения (71) при фиксации точки многообразия Mn, на-

зываемого базой расслоения, дают 
u
v

vu
D   , где 

0
 
 . Получили структурные уравнения гладкого много-

образия Vm-n, называемого типовым слоем расслоения, которое 
обозначим Vm-n(Mn). 

Утверждение 5. Уравнения (5) отображения многообра-
зий f: Vm → Mn при m > n порождают структурные уравнения 
(12, 71) общего расслоения Vm-n(Mn) над базой Mn, типовым 
слоем которого является (m – n)-мерное гладкое многообразие 
Vm-n = f -1(y), y  Mn. 
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Derivation of structure equations of a bundle 
from the equations of mapping between manifolds 

 
Mappings between smooth manifolds of arbitrary dimensions are 

considered. Equations of connection between structure forms of mani-
folds and fundamental objects of this mappings are cited. There is a clas-
sification of mappings depended on correlations between manifolds di-
mensions. In one of three classes there is a producing the structure equa-
tions of a bundle from the equations of mapping between manifolds. 




