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О максимальной размерности алгебр Ли  
инфинитезимальных аффинных преобразований  
прямых произведений более двух пространств  

аффинной связности первого типа 
 

Аффинные преобразования в обобщенных пространствах 
являются одним из важнейших направлений в современной 
дифференциальной геометрии. В случае прямого произведе-
ния более двух пространств аффинной связности вопрос об аф-
финных преобразованиях данного пространства оставался от-
крытым. М. В. Глебовой и А. Я. Султановым ранее была полу-
чена оценка размерности алгебры Ли инфинитезимальных аф-
финных преобразований пространств аффинной связности, 
представляющих собой прямое произведение не менее трех 
непроективно-евклидовых пространств, удовлетворяющих 
специальному условию. Такие пространства названы прост-
ранствами первого типа. В данной работе доказана точность 
этой оценки. Для решения поставленной задачи исследована 
система линейных однородных уравнений, которой удовле-
творяют компоненты произвольного инфинитезимального аф-
финного преобразования. Эта система получена с использова-
нием свойств производной Ли, примененной к тензорному по-
лю кривизны рассматриваемых пространств. 
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1. Основные понятия и сведения  

 
В современной дифференциальной геометрии одной из ос-

новных задач геометрии пространства с дифференциально-
геометрической структурой является изучение группы аффин-
ных преобразований (автоморфизмов) этого пространства. Ис-
следованию автоморфизмов в различных пространствах аф-
финных связностей посвящены работы Э. Картана, П. К. Ра-
шевского, П. А. Широкова, И. П. Егорова, А. Я. Султанова [6] и 
других ученых.  

Аффинные преобразования в прямых произведениях двух 
пространств аффинной связности рассматривались в работах 
М. В. Моргун [3].  

Приведем основные понятия, необходимые для детального 
изложения материала. 

Пусть ሺܯ௡,  ሻ — пространство аффинной связности безߘ
кручения. 

Векторное поле ܺ на многообразии ܯ௡, снабженном аф-
финной связностью ߘ, называется инфинитезимальным аф-
финным преобразованием пространства ሺܯ௡,  ሻ, если (см.: [3])ߘ

ߘ௑ܮ ൌ 0,	                                        (1) 

где ܮ௑ — символ производной Ли вдоль векторного поля ܺ. 
В локальных координатах уравнение (1) равносильно си-

стеме дифференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка: 

௝߲ܺ௦ ൌ ௝ܺ
௦, 

߲௜ ௝ܺ
௞ ൅	Г௦௝

௞
௜ܺ
௦ ൅ 	Г௜௦

௞
௝ܺ
௦ െ	Г௜௝

௦ ܺ௦௞ ൅	ܺ௦ ௦߲Г௜௝
௞ ൌ 0	.         (2) 

Условия интегрируемости системы (2) имеют вид 

௠ܶሻߘ௑ሺܮ ൌ 0, 

௧ܴሻߘ௑ሺܮ ൌ 0, 

где ߘ௠ܶ, ߘ௧ܴ — ковариантные дифференциалы порядков m и t 
тензорных полей кручения и кривизны соответственно, m и t — 
неотрицательные целые числа, ߘ଴ܶ ൌ ଴ܴߘ ,ܶ ൌ ܴ. 
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Поскольку в работе рассматриваются пространства аффин-
ной связности без кручения, то условия интегрируемости со-
ставляют только соотношения   

௧ܴሻߘ௑ሺܮ ൌ 0. 

Первую серию условий интегрируемости этой системы со-
ставляют уравнения  

௑ܴܮ ൌ 0,                                           (3) 

где ܴ — тензорное поле кривизны связности ߘ. 
В локальных координатах уравнения (3) представляют со-

бой систему линейных однородных дифференциальных урав-
нений от координат поля ܺ и частных производных от этих 
координат: 

ܺெ߲ெܴ஺஻஼
஽ ൅ ܴሺ஺஻஼

஽ |ெ
ி ሻܺி

ெ ൌ 0,                       (4) 

где ܴሺ஺஻஼
஽ |ெ

ி ሻ ൌ ஺ߜ	
ிܴெ஻஼

஽ ൅ ஻ߜ
ிܴ஺ெ஼

஽ ൅ ஼ߜ
ிܴ஺஻ெ

஽ െ ெߜ
஽ܴ஺஻஼

ி . 
Известно, что множество всех инфинитезимальных аф-

финных преобразований пространства ሺܯ௡, -ሻ образует алгебߘ
ру Ли над полем Թ относительно операции коммутирования 
векторных полей, размерность которой не больше	݊ଶ ൅ ݊	 (см.: 
[1]). Обозначим эту алгебру через ݃ሺܯ௡,׏) (см.: [6]). 

Если ранг матрицы, составленной из коэффициентов при 
неизвестных ܺி

ெ системы (4), равен ݎ, то размерность алгебры 
Ли инфинитезимальных аффинных преобразований простран-
ства ሺܯ௡, ሻ не больше, чем ݊ଶߘ ൅ ݊ െ  .(см.: [1]) ݎ

 
2. Прямое произведение пространств  

аффинной связности 
 
Пусть ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ߘ

௔ሻሺܽ ൌ 1,  തതതതሻ — пространства аффиннойݏ
связности без кручения. На прямом произведении  

௡ܯ ൌ ௡భܯ ൈ ଶܯ ௡మ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ 

возникает структура гладкого многообразия. 
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Рассмотрим естественные проекции  

௔ߨ ௡ܯ: → ௔ܯ , 

определенные следующим образом: 

௔ߨ ሺߩሻ ൌ ௔ߩ , 

где ߩ ൌ ሺ ଵߩ , … , ሻ௦ߩ ∈  ,௡. Эти проекции позволяют функцииܯ
заданные на ܯ௔ ௡ೌ, продолжить на прямое произведение ܯ௡. 

Пусть ݂௔ ∈ ஶሺܥ ௔ܯ ). 
Функция ሺ ݂ሻ	௔

ሺ଴ሻ на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, определенная ус-

ловием ሺ ݂ሻ	௔
ሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ∘௔π, называется естественным продол-

жением функции ݂௔ ߳ ௔ܯ ௡ೌ  на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ ሺܽ ൌ 1,  .തതതതሻݏ

Для любых функций, заданных на ܯ௔ ௡ೌ, имеют место сле-
дующие равенства:  

ሺ ݂௔ ൅ ݃௔ ሻሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ሺ଴ሻ ൅ ݃௔ ሺ଴ሻ, 

ሺߣ ݂௔ ሻሺ଴ሻ 	ൌ ߣ ݂௔ ሺ଴ሻ, 

ሺ ݂௔ ݃௔ ሻሺ଴ሻ ൌ ݂௔ ሺ଴ሻ ݃௔ ሺ଴ሻ. 

Можно доказать, что если ܺ — непрерывное векторное поле 
на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܯ ௡ೞ, такое что ܺ ݂௔ ሺ଴ሻ ൌ 0 для любых функ-

ций ݂௔ ∈ Сஶ൫ ௡ೌܯ
௔ ൯ሺܽ ൌ 1, ܺ то	തതതതሻ,ݏ ൌ0. 

На основании этого свойства можно построить продолже-
ния векторных полей с многообразия ܯ௡ೌ

௔  на многообразие 

௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 

Для каждого векторного поля ܺ ∈ Ա଴
ଵሺ ௡ೌܯ

௔ ሻ		ሺܽ ൌ 1, തതതതሻ௔ݏ  
единственное векторное поле ܺ଴௔  на многообразии 
௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетворяющее условиям 

ܺ଴௔
଴݂

௕ ൌ 	 ൜
ሺ ܺ	 ݂ሻ௔௔

ሺ଴ሻ, 	если	 ܽ ൌ ܾ,
0, если	 ܽ ് ܾ

 

для любых функций ݂௕  ሺܾ ൌ 1,  തതതതሻ, называется естественнымݏ
продолжением векторного поля ܺ		௔ с многообразия ܯ௡ೌ

௔  на 

многообразие ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 
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Имеют место следующие тождества:  

ሺ ܺ௔ ൅ ܻ௔ ሻሺ଴ሻ ൌ 	 ܺሺ଴ሻ ൅	 ܻሺ଴ሻ௔௔ , 

ሾ ܺ௔ , ܻ௔ ሿሺ଴ሻ ൌ ሾ ܺሺ଴ሻ, ܻሺ଴ሻ௔௔ ሿ. 

Для каждой дифференциальной формы ߱௔  на многообра-
зии ܯ௡ೌ

௔  единственная дифференциальная форма ߱ሺ଴ሻ
௔  на 

௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетворяющая условиям 

ሺ ߱ሻሺ଴ሻ ቀ൫ ܺ௕ ൯
ሺ଴ሻ
ቁ௔ ൌ 	 ൜

ሺ ߱௔ ሺ ܺ௔ ሻሻሺ଴ሻ, 	если	ܽ ൌ ܾ,
0, если	ܽ	 ് ܾ,

 

для любых ܺ	 ∈ Ա଴
ଵ௕ 	ሺ ௡್ሻܯ

௕ 	ሺܾ ൌ 	1, -തതതതሻ называется естественݏ

ным продолжением формы ߱௔  c многообразия ܯ௡ೌ
௔  на мно-

гообразие ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ. 

Прямые вычисления позволяют доказать, что справедливы 
следующие тождества: 

ሺ1ሻ		ሺ ߱ ൅	 ഥ߱ሻ௔௔
ሺ଴ሻ ൌ 	 ሺ ߱ሻ௔

ሺ଴ሻ ൅	ሺ ഥ߱௔ ሻሺ଴ሻ, 

ሺ2ሻ		ሺߣ ߱ሻ௔
ሺ଴ሻ ൌ ሺߣ	 ߱ሻ௔

ሺ଴ሻ					∀ߣ	 ∈ 	Թ. 

Аналогичным образом вводится понятие естественноrо 
продолжения тензорных полей. 

Аффинная связность ߘ на ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, удовлетво-

ряющая условиям 

௑ሺబሻ	௔׏ ܻሺ଴ሻ௕ ൌ 	 ൜ሺ ௑	௔׏ ܻሻ	௔௔ ሺ଴ሻ, если	ܽ ൌ ܾ,
0, если	ܽ	 ് ܾ,

 

называется прямым произведением аффинных связностей ߘ௔  
заданных на ܯ௡ೌ

௔ 		ሺܽ ൌ 1,   по А. П. Нордену и обозначается	തതതതሻݏ

ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ , а пространство 

( ௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ ) 

называется прямым произведением пространств аффинных 
связностей (см.: [4]). 
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Из последнего определения следует, что если  

( ܷ ൈ	.		.		.		ൈଵ ܷ௦ , ߮ଵ ൈ	.		.		.		ൈ ߮௦ ) 

— локальная карта многообразия ܯ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ
ଵ ௦ܯ ௡ೞ, то ко-

эффициенты аффинной связности ߘଵ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ 	 в этой кар-
те определяются следующими соотношениями: 

Г௜భ௝భ
кభ ൌ ሺ Г௜భ௝భ

кభଵ ሻሺ଴ሻ, 

Г௡భା௜మ௡భା௝మ
௡భାкమ ൌ ሺ Г௜మ௝మ

кమଶ ሻሺ଴ሻ,  

…,  

Г௡భା...ା௡ೞషభା௝ೞ௡భା...ା௡ೞషభା௝ೞ
௡భା...ା௡ೞషభାкೞ ൌ ሺ Г௜ೞ௝ೞ

кೞ௦ ሻሺ଴ሻ, 

в остальных случаях ГАВ
С ൌ 0 (А, В, С ൌ 1, ݊ଵ൅. . . ൅	݊௦ሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതത, где 

Г௔ ௜ೌ௝ೌ
кೌ  ሺ݅௔, ݆௔, ݇௔ ൌ 	1, ݊௔തതതതതത) — коэффициенты аффинных связ-

ностей ߘ௔  в картах ሺ ܷ, ߮௔ ሻ௔  соответственно. 
Аналогичные соотношения справедливы и для составляю-

щих тензорных полей кручения и кривизны. 
В дальнейшем у естественных продолжений функций, век-

торных полей, дифференциальных форм, тензорных полей ин-
декс (0) будем опускать.  

 
3. Алгебра Ли инфинитезимальных аффинных  

преобразований пространства  
аффинной связности специального вида 

 
Пусть ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ሻ௔ߘ  ሺܽ ൌ 1,2, … , - — непроективно-евкли	ሻݏ

довы пространства аффинной связности без кручения. 
Как известно (см., напр., [1]), пространство аффинной связ-

ности ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ௔	ሻߘ ሺ݊௔ ൐ 2ሻ является непроективно-евклидо-
вым тогда и только тогда, когда тензорное поле Вейля отлично 
от нулевого. Это условие локально эквивалентно выполнению 
одного из следующих условий: 
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(1) существует такая карта ሺ ܷ, ߮௔௔ ሻ гладкого атласа, что 

составляющая тензора кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 ሺ݅ଵ
௔, ݅ଶ,

௔ 	݅ଷ
௔ ൌ 

ൌ 1, ݊௔തതതതതതതതത	ሻ	отлична от нуля для некоторых попарно различных 
индексов ݅ଵ

௔, ݅ଶ,
௔ 	݅ଷ

௔; 
(2) в каждой карте ሺ ܸ, ߮௔ ሻ௔  все составляющие тензора 

кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

 равны нулю, но существует такая кар-

та ሺ ܷ௔ , ߮௔ ), что составляющая тензора кривизны вида 

ܴ௔ ௜మ
ೌ௜య
ೌ௜ర
ೌ

௜భ
ೌ

 ሺ݅ଵ
௔, ݅ଶ		

௔ , ݅ଷ
௔, ݅ସ

௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതത	ሻ отлична от нуля для некоторых 

попарно отличающихся индексов ݅ଵ
௔, ݅ଶ		

௔ , ݅ଷ
௔, ݅ସ

௔	 (см.: [5])	. 
В данной работе ограничимся лишь рассмотрением случа-

ев, когда все пространства ሺ ௔ܯ ௡ೌ, ሻ௔ߘ  ሺܽ ൌ 1,2, … , -ሻ удовлеݏ
творяют условию (1), то есть у которых имеется такая карта 
ሺ ܷ,௔ ௜ݔ

ೌ
) гладкого атласа, что существует хотя бы одна со-

ставляющая тензорного поля кривизны вида ܴ௔ ௜మ
ೌ௜మ
ೌ௜య
ೌ

௜భ
ೌ

, отлич-

ная от нуля для попарно различных между собой индексов. 
Тогда прямое произведение этих пространств аффинной связ-
ности ( ௡భܯ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܯ ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ ௦ߘ ) в дальнейшем 
будем называть пространством аффинной связности первого 
типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܣ ௔. 
Для пространств первого типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ

ଵ ௦ܣ ௔ доказана 
следующая теорема [2]: 

Теорема 1. Если составляющие ܴଵ
௜మ
భ௜మ
భ௜య
భ

௜భ
భ

, ܴଶ
௜మ
మ௜మ
మ௜య
మ

௜భ
మ

, …, 

ܴ௦ ௜మ
ೞ௜మ
ೞ௜య
ೞ

௜భ
ೞ

	ሺݏ	 ൒ 3ሻ	 тензоров кривизны пространств аффинной 

связности без кручения ሺ ଵܯ ௡భ, ଵߘ ሻ, ሺ ଶܯ ௡మ, ଶߘ ), …, 
ሺ ௦ܯ ௡ೞ, ௦ߘ ) соответственно отличны от нуля, то размер-
ность алгебры Ли инфинитезимальных аффинных преобразо-
ваний пространства аффинной связности (ܯ௡,			ߘሻ	 не превос-
ходит 

ሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻଶ െ 

െሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3
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В данной работе докажем, что указанная в теореме 1 гра-
ница точная, то есть что имеет место следующая теорема: 

Теорема 2. Максимальная размерность алгебр Ли инфи-
нитезимальных аффинных преобразований пространства 
аффинной связности первого типа ܣ௔ ൈ	.		.		.		ൈ௦ଵ  ௔ равнаܣ
точно 

ሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻଶ െ 

െሺ3ݏ െ 1ሻሺ݊ଵ ൅	݊ଶ ൅ ⋯൅	݊௦ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  .ݏ3

Доказательство. При ݏ ൌ 1 максимальная размерность ал-
гебр Ли инфинитезимальных аффинных преобразований про-
странства аффинной связности ሺ ଵܯ ௡భ, ଵߘ ), удовлетворяющего 
условию (1), равна точно ݊ଵ

ଶ െ 2݊ଵ ൅ 5. Это утверждение дока-
зано И. П. Егоровым (см.: [1]). 

При 2 = ݏ имеем, что максимальная размерность алгебр Ли 
инфинитезимальных аффинных преобразований пространства 
аффинной связностиሺ	 ௡భܯ ൈ	

ଶଵ ,௡మܯ ଵߘ ൈଶ -где пространст ,(ߘ
ва аффинной связности ሺ ଵܯ ௡భ, ሻଵߘ , и ሺ ଶܯ ௡మ, ሻଶߘ  удовлетво-
ряют условию (1), равна точно ሺ݊ଵ ൅ ݊ଶሻଶ െ 5ሺ݊ଵ ൅	݊ଶሻ ൅ 14). 
Этот факт доказан в работе М. В. Моргун (см. [5]). 

Остановимся на доказательстве точности приведенной оцен-
ки для s	൒ 3. 

Пусть s	൒ 3. 
Рассмотрим следующий пример. 
В качестве многообразий ܯ௔ ௡ೌ	ሺܽ ൌ 1,2, … ,  ሻ возьмемݏ

пространства Թ௡ೌ, а линейную связность без кручения ߘ௔ , на 
них определим условиями 

Г௔ ଶଷ
ଵ ൌ ଶ, остальные Г௜ೌ௝ೌݔ

кೌ௔ ൌ 0, 

ܽ ൌ 1, ,തതതത,  ݅௔ݏ ݆௔, ݇௔ ൌ 1, ݊௔തതതതതത. 

Непосредственными вычислениями находим, что составля-
ющие тензора кривизны для связности ߘ௔  имеют вид 

ܴ௔ ଶଶଷ
ଵ =1,  ܴ௔ ଶଷଶ

ଵ 	ൌ െ1,	  ܽ ൌ 1,2, … ,  ,ݏ

остальные ܴ௔ ௜ೌ௜ೌ௜ೌ
௟ೌ ൌ 0		ሺ݅௔, ݆௔, ݇௔, ݈௔ ൌ 1, 2, … , ݊௔ሻ. 
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Описанным выше способом строим прямое произведение 
рассматриваемых пространств аффинной связности. Получим 
пространство аффинной связности  

ሺԹ௡, ሻ׏ 	ൌ ሺ Թ௡భ ൈ	.		.		.		ൈ௦ଵ Թ௡ೞ, ଵߘ ൈ	.		.		.		ൈ௦  ,ሻߘ

где ݊ ൌ 	݊ଵ ൅ ⋯൅	݊௦. 
Очевидно, что построенная связность является связностью 

без кручения и коэффициентами этой связности являются сле-
дующие функции: 

Гଶଷ
ଵ ൌ   ,ଶݔ

Г௡భାଶ	௡భାଷ
௡భାଵ ൌ  ,௡భାଶݔ

Г௡భା௡మାଶ		௡భା௡మାଷ
௡భା௡మାଵ ൌ   ,௡భା௡మାଶݔ

… , 

Г௡భା…ା௡ೞషభାଶ		௡భା…ା௡ೞషభାଷ
௡భା…ା௡ೞషభାଵ ൌ  ,௡భା…ା௡ೞషభାଶݔ

остальные ГАВ
С ൌ 0, ሺА, В, С	 ൌ 	1, 2, … , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ሻ. 

Составляющие тензорного поля кривизны будут следую-
щими: 

ܴଶଶଷ
ଵ ൌ 1, 

ܴ௡భାଶ	௡భାଶ	௡భାଷ
௡భାଵ 	ൌ 1, 

ܴ௡భା௡మାଶ	௡భା௡మାଶ	௡భା௡మାଷ
௡భା௡మାଵ ൌ 1,…,  

ܴ௡భା…ା௡ೞషభାଶ		௡భା…ା௡ೞషభାଶ	௡భା…ା௡ೞషభାଷ
௡భା…ା௡ೞషభାଵ ൌ 1,  

остальные ܴ஺஻஼
஽ ൌ 0, ሺА, В, С, 	ܦ ൌ 	1, 2, … , ݊ଵ	൅. . . ൅݊௦ሻ. 

Найдем первую серию условий интегрируемости уравне-
ний инфинитезимальных аффинных преобразований прост-
ранства ሺܯ௡,  ሻ. Для этого в систему (4) подставим найденныеߘ
составляющие тензорного поля кривизны. Получим следую-
щую систему: 
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ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ஺ܺ

ଵ ൌ 0, ܣ ൐ 1,
ܺ஻
ଶ ൌ 0, ܤ ൒ 3,

ܺ஼
ଷ ൌ 0, ܥ ൒ 4,

ଵܺ
ଵ െ 2ܺଶ

ଶ െ ܺଷ
ଷ ൌ 0,

ܺ௡భାଵ
஽ ൌ 0, ܦ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 1,

ܺி
௡భାଶ ൌ 0, ܨ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2,

ܺ௄
௡భାଷ ൌ 0, ܭ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,

ܺ௡భାଵ
௡భାଵ െ 2ܺ௡భାଶ

௡భାଶ െ ܺ௡భାଷ
௡భାଷ ൌ 0,

……………………………………………… ,
ܺு
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ ൌ 0, ܪ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… ,

݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଶ ൅ 3, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1,

ܺ௓
௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ ൌ 0, ܼ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ 1,… ,

, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2,

ܺ௏
௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ ൌ 0, ܸ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… ,

݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ ⋯൅ ݊௦ିଵ ൅ 3,

ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଵ െ 2ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ

௡భା⋯ା௡ೞషభାଶ െ ܺ௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ
௡భା⋯ା௡ೞషభାଷ ൌ 0.

 

Вторая серия, а значит, и последующие серии условий ин-
тегрируемости являются следствиями этой системы. 

Выпишем матрицу ܤ, составленную из коэффициентов при 
неизвестных: 

஺ܺ
ଵ	ሺܣ ൐ 1ሻ,  ܺ஻

ଶ		ሺܤ ൒ 3ሻ,  ܺ஼
ଷ		ሺܥ ൒ 4ሻ, 

ଵܺ
ଵ, ܺଶ

ଶ, ܺଷ
ଷ,  ܺ௡భାଵ

஽ 	ሺܦ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 1ሻ, 

ܺி
௡భାଶ	ሺܨ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2ሻ, 

ܺ௄
௡భାଷ	ሺܭ ് 1, ݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3ሻ, 

ܺ௡భାଵ
௡భାଵ, ܺ௡భାଶ

௡భାଶ, ܺ௡భାଷ
௡భାଷ, … , ܺு

௡భା...ା௡ೞషభାଵ 
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ሺܪ ് 2, 3, ݊ଵ ൅ 2, ݊ଵ ൅ 3,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଶ ൅ 2, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଶ ൅ 3, 	݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1ሻ, 

ܺ௓
௡భା...ା௡ೞషభାଶ  ሺܼ ് 1, 	݊ଵ ൅ 1, ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ 1,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 2ሻ, 

ܺ௏
௡భା...ା௡ೞషభାଷ   

ሺܸ ് 1, ݊ଵ ൅ 1,… , ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 1, ݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 2, 

݊ଵ൅. . . ൅݊௦ିଵ ൅ 3ሻ, 

ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଵ
௡భା...ା௡ೞషభାଵ െ 2ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଶ

௡భା...ା௡ೞషభାଶ െ ܺ௡భା...ା௡ೞషభାଷ
௡భା...ା௡ೞషభାଷ. 

Из сказанного выше следует, что матрица B является мат-
рицей всех условий интегрируемости и имеет вид 

ܤ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵܣ	 			0			 0				 …			 0
0 ଶܣ 0				 …				 0
0 					0 ଷܣ …				 0
… 				…				 …				 …				 …
0 					0				 0				 …				 ی௦ܣ

ۋ
ۊ

, 

причем матрица 	ܣଵ имеет следующее строение: 

ଵܣ ൌ ൮

௡ିଵܧ	 			0					 0								 0									 0							 0
0 ௡ିଶܧ	 0								 0									 0							 0
0 		0				 ௡ିଷܧ	 0									 0							 0
0 		0				 0								 1								 െ2							 െ1

൲, 

где 	ܧ௡ — единичная матрица порядка ݊, ݊ ൌ ݊ଵ൅. . . ൅݊௦. 
Остальные матрицы ܣଶ, . . . , -௦ имеют аналогичное строеܣ

ние. 
Ранг матрицы ܤ равен ݎ ൌ ݏ3݊ െ ݏ3 െ  .ଶݏ2
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Следовательно, алгебра Ли инфинитезимальных аффинных 
преобразований пространства аффинной связности имеет раз-
мерность, равную 

݊ଶ ൅ ݊ െ ݎ ൌ ݊ଶ െ ݊ሺ3ݏ െ 1ሻ ൅ ଶݏ2 ൅  ,ݏ3

݊ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶ൅. . . ൅݊௦. 

Теорема доказана. 
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In modern differential geometry, one of the main problems of 

the geometry of a space with a differential-geometric structure is 
the study of the group of affine transformations (automorphisms) 
of this space. The studies of automorphisms in various spaces of 
affine connections are devoted to the works of E. Cartan, 
P. K. Rashevsky, P. A. Shirokov, I. P. Egorov, A.Ya. Sultanov and 
other scientists. 

Affine conversions in direct products of two spaces with affine 
connection were considered in the works of M. V. Morgun. In the 
case of direct products of more than two spaces with affine con-
nection, the question of affine envelopes, these spaces are stable. 

In the article Glebova M. V. and Sultanov A.Ya an estimate 
was obtained for the dimension of the Lie algebra of infinitesimal 
affine transformations of spaces with affine connection that repre-
sent a direct product of at least three non-projective Euclidean 
spaces of the special condition. Such spaces are called spaces of 
the first type. 

In this paper, the accuracy of this estimate is proven. To solve 
the problem, a system of linear homogeneous equations is investi-
gated, which is satisfied by the components of an arbitrary infinite-
simal affine transformation. 
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This system is obtained using the properties of the Lie deriva-
tive applied to the tensor field of curvature of the spaces under 
consideration. An estimate of the rank of this system made it pos-
sible to obtain a lower estimate for the rank of the matrix of the 
original system. 
 
Keywords: direct product of affine connectivity spaces, infinitesimal af-

fine transformations, Lie algebra, dimension of Lie algebra 
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