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Теоремы исчезновения для тензоров  
Киллинга и Кодацци высшего порядка 

 
Каждый симметричный бесследовый тензор Киллин-

га ранга 2p  будет параллельным на полном одно-
связном римановом многообразии неположительной сек-
ционной кривизны, если его норма является qL -функ-
цией для некоторого q > 0. Если при этом многообразие 
имеет бесконечный объем, то подобный тензор Киллин-
га равен нулю. Каждый бесследовый тензор Кодацци 
ранга 2p  равен нулю на полном некомпактном од-
носвязном римановом многообразии неотрицательной сек-
ционной кривизны, если его норма является qL -функ-
цией для некоторого 1q .  
 

Ключевые слова: полное риманово многообразие, тензоры Кил-
линга и Кодацци, теорема исчезновения. 

 
Введение 

 
В статье [1] нами были рассмотрены симметрические тен-

зоры Кодацци и Киллинга ранга 2p  на компактном римано-
вом многообразии и доказаны для них «теоремы исчезнове-
ния». Условия препятствия для существования подобных тен-
зоров выражались в виде положительной и, соответственно, 
отрицательной определенности оператора кривизны риманова 
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многообразия (см. определение в [2, с. 76]). Позднее в работах 
[3; 4] для тензора Киллинга ранга 2p  была доказана анало-
гичная нашей «теорема исчезновения», где условие препят-
ствия выражалось в виде знакоопределенности секционной 
кривизны многообразия. В настоящей статье мы докажем 
«теоремы исчезновения» для симметрических тензоров Ко-
дацци и Киллинга ранга 2p  на полных римановых много-
образиях и тем самым обобщим результаты из [1; 3; 4]. 

 
1. Основные определения и уравнения 

 

Пусть M  будет n -мерным ( 2n ) C -многообразием с ли-

нейной связностью   без кручения. Рассмотрим MC -мо-

дуль  MSMTMS pp ,Diff  линейных дифференциальных 

операторов первого порядка, заданных на пространстве C -се-

чений MSC p  расслоения ковариантных симметрических  

p -тензоров MS p  для произвольного целого 2p . Оператор 

 MSMTMSD pp  ,Diff  называется фундаментальным [5, 

докл. XVI], если его главный символ относительно связности 
  является проектором на поточечно GL(n, Թ)-неприводимое 

подрасслоение в .pT M S M   В [6] доказано, что такими опе-

раторами будут    11 1pD  и    12 1pD , где 

MSMS pp 1CC  :  является композицией ковариантной 
производной с симметризацией (см. определение в [2, п. 1.59]). 
Ядром первого оператора 1D  служат киллинговы, а второго 2D  — 

кодаццевы p -тензоры. Геометрия таких тензоров на много-

образии M  с линейной связностью   без кручения изучена в 
[6].  

Если M  снабжено метрическим тензором g , то для   
можно определить формально сопряженный к нему оператор 
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1C C ,p pS M S M   :  называемый дивергенцией  (см. [2, 

п. 1.59]). Тогда на римановом многообразии  gM ,  бесследо-

вые p -тензоры Киллинга и Кодацци являются бездивергент-
ными.  

Для p -тензора Кодацци имеет место следующая формула 
Вейтценбёка [7]: 

 2 21
2 pT Q T T    ,                (1) 

где     MTSMTSQ x
p

x
p

p :  ℝ — квадратичная форма в лю-

бой точке Mx , ее коэффициентами служат компоненты тен-
зоров Риччи и кривизны многообразия  gM , . Правую часть 
формулы (1) представим в виде 

TTTT  2
2

1 ,                  (2) 

где согласно неравенству Като TT  2
. В результа-

те из (1) последует неравенство 

 TQTT p .                              (3) 

Аналогично (1) выводится формула Вейтценбёка и для 
бесследового p -тензора Киллинга :T   

  22
2

1 Δ TTQpT р  .                       (4) 

Здесь рассуждения, аналогичные проведенным выше, поз-
воляют заключить, что справедливо неравенство 

 TQрTT p .                              (5) 

 
2. Две теоремы исчезновения 

 

В статье [8, p. 388] была доказана формула 

    jjiiji
ji

TTeeTQ  


sec2                       (6) 
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для ортонормированного базиса  ie  пространства MTx  в 

произвольной Mx  такого, что     ijiijix xTeeT ,  для сим-

вола Кронекера ij , и секционной кривизны  jee isec  в 

направлении подпространства    ji eespanx ,  из MTx . На 

основании (6) заключаем, что знак секционной кривизны 
 gM ,  порождает знакоопределенность формы  TQ2 . 

В качестве обобщения сказанного выше в статье [4] было 
доказано, что если секционная кривизна многообразия  gM ,  

неположительная, то   0TQp  для всех 2p .  При этих 

требованиях из (5) последует неравенство 0 T , которое 

означает, что T  является неотрицательной субгармониче-

ской функцией для бесследового p-тензора Киллинга .T  Из 
[10] известно, что на односвязном полном римановом много-
образии  gM ,  неположительной секционной кривизны каж-
дая неотрицательная субгармоническая функция является по-

стоянной, если  gMLf q ,  для любого   ,0q . В нашем 

случае на таком многообразии будем иметь constT  , если 

потребовать, чтобы  gMLT q , . Тогда из (1) последует, что 

0T . Если  gM ,  имеет бесконечный объем, то будет вы-

полняться тождество 0T . Доказана следующая 

Теорема 1. На односвязном полном римановом многообра-
зии  gM ,  неположительной секционной кривизны каждый 
бесследовый p-тензор Киллинга T  является параллельным, ес-
ли  gMLT q ,  хотя бы для одного   ,0q . Если при этом 

многообразие  gM ,  имеет бесконечный объем, то 0T .  

Пусть секционная кривизна многообразия  gM ,  неотри-

цательная, тогда   0TQp  для любого 2p  [8]. При этих 
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требованиях из (5) последует неравенство 0 T . Из [11] 

известно, что на односвязном полном многообразии  gM ,  

неотрицательной секционной кривизны либо  
M

gdvf , 

либо 0f  для каждой неотрицательной субгармонической 
функции f . Более того, для 1q  выполняется либо 

 
M

g
q dvf , либо constСf   [12]. Пусть  gMLf q , , 

тогда  
M

g
q dvf M g

q dvC . Напомним, что полное не-

компактное многообразие  gM ,  неотрицательной секцион-
ной кривизны имеет бесконечный объем [11]. Это вступает в 
противоречие с последним неравенством, а потому 0f . 
Справедлива 

Теорема 2. Односвязное полное некомпактное риманово 
многообразие  gM ,  неотрицательной секционной кривизны 
не допускает ненулевого бесследового p-тензора Кодацци T  

такого, что  gMLT q ,  хотя бы для одного   ,0q .  
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Vanishing theorems for higher-order Killing and Codazzi  

 
Submitted on January 31, 2019 

 
A Killing p-tensor (for an arbitrary natural number p ≥ 2) is a sym-

metric p-tensor with vanishing symmetrized covariant derivative. On the 
other hand, Codazzi p-tensor is a symmetric p-tensor with symmetric co-
variant derivative. Let M be a complete and simply connected Riemanni-
an manifold of nonpositive (resp. non-negative) sectional curvature. In the 
first case we prove that an arbitrary symmetric traceless Killing p-tensor 
is parallel on M if its norm is a qL -function for some q > 0. If in addition 
the volume of this manifold is infinite, then this tensor is equal to zero. In 
the second case we prove that an arbitrary traceless Codazzi p-tensor is 
equal to zero on a noncompact manifold M if its norm is a qL -function for 
some 1q . 

 
Keywords: complete Riemannian manifold, Killing and Codazzi ten-

sors, vanishing theorem. 



С. Е. Степанов, И. И. Цыганок 

 
References 

 
1. Stepanov, S. E.: Fields of symmetric tensors on a compact Rie-

mannian manifold. Math. Notes, 52:4, 1048—1050 (1992). 
2. Besse, A.: Einstein manifolds. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 

(1987). 
3. Dairbekov, N. S., Sharafudinov, V. A.: On conformal Killing sym-

metric tensor fields on Riemannian manifolds. Sibirian Advaces in Math-
ematics. 21:1, 1—41 (2011). 

4. Heil, K., Moroianu, A., Semmelmann, U.: Killing and conformal Kil-
ling tensors. Journal of Geometry and Physics. 106, 383—400 (2016). 

5. Géométrie Riemannienne en dimension 4: Seminaire Arthur Besse, 
Cedic — Fernand Nathan, Paris (1981).  

6. Stepanov, S. E., Smol’nikova, M. V.: Fundamental first-order differ-
ential operators on exterior and symmetric forms. Russian Math., 46:11, 
51—56 (2003). 

7. Shandra, I. G., Stepanov, S. E.: On higher order Codazzi tensors on 
complete Riemannian manifolds. arXiv:1803.03956v2. 

8. Berger, M., Ebin, D.: Some decomposition of the space of symmet-
ric tensors on a Riemannian manifold. Journal of Differential Geometry, 
3, 379—392 (1969). 

9. Bettiol, R. G., Mendes, R. A. E.: Sectional curvature and Weitzen-
böck formulae. arXiv:1708.09033v1. 

10. Li, P., Shoen, R.: Lp and mean value properties of subharmonic 
functions on Riemannian manifolds. Acta Mathematica, 153:1, 279—301 
(1984). 

11. Greene, R. E., Wu, H.: Integrals of subharmonic functions on ma-
nifolds of negative curvature. Inventiones Math., 27, 265—298 (1974). 

12. Yau, S. T.: Some function-theoretic properties of complete Rie-
mannian manifold and their applications to geometry. Indiana Univ. 
Math. J., 25:7, 659—679 (1976). 




