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ПОСТРОЕНИЕ НОРМАЛИЗАЦИЙ НОРДЕНА 
L-, E-ПОДРАССЛОЕНИЙ SH -РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

Дано построение полей внутренних нормалей 1-го и 2-го рода Нор-
дена L-, E-подрасслоений специального класса (SH -распределения) регу-
лярных трехсоставных распределений (H -распределений) проектив-
ного пространства. 

 
Norden 1st and 2nd kind inner normals of the L-, E-subbundle of a spe-

cial class (SH -distribution) of the regular threefold distributions (H -distri-
butions) of the projective space are constructed. 
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В статье использована схема индексов и терминология работ [1; 2].  

1. Известно [2], что сильно сопряженное трехсоставное распределе-
ние проективного пространства (SH -распределение) задается в репере 
1-го порядка R1 уравнениями 
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Имеет место теорема существования [2]: 

Теорема 1. В n-мерном проективном пространстве Pn SH -распределе-
ние существует с произволом 1)m2r(n   функций s)(n  аргументов, 

2rs  функций (m+1)  аргументов и r)1)(mm2(n   функций r)(n  ар-
гументов. 

2. Следуя работам [3—5], систему величин {K} назовем квазинорма-
лью SH -распределения, если в выбранном репере R1 [2] при преобразо-
ваниях стационарной подгруппы элемента SH -распределения имеем 
один из следующих законов преобразования величин {K}: 
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где ,  — константы, отличные от нуля; nb — симметрический тензор: 

0
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Заметим, что если в (1)—(3)  положить равным p, i, , v, a, A, то 
уравнения (1)—(3) задают квазинормали, соответствующие основным 
структурным подрасслоениям (-, L-, E-, -, M-, -подрасслоениям [2]) 
данного SH -распределения. Каждая из трех типов квазинормалей ус-
танавливает биекцию между нормалями 1-го и 2-го рода Нордена соот-
ветствующего основного структурного подрасслоения таким образом: 

 а) 0 01 1
( ), ( ),n

n n nK K  
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 
 (4) 

если квазинормаль 1-го типа (1); 

 б) 0 01 1
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 (5) 

если квазинормаль 2-го типа (2); 
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если квазинормаль 3-го типа (3). 
Используя результаты работ [1; 2], введем в рассмотрение в разных 

дифференциальных окрестностях квазинормали L-подрасслоения: 
а) в окрестности 1-го порядка квазинормаль 1-го типа 
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б) в окрестности 2-го порядка квазинормали 2-го типа 
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каждая из которых удовлетворяет уравнению вида 
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и квазинормаль 3-го типа 
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в) в окрестности 3-го порядка квазинормали 3-го типа [4; 5] 
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3. Будем определять нормали { }i
n  и 0{ }i  соответственно 1-го и 2-го 

рода в смысле Нордена [6] элемента L-подрасслоения, используя способ 
нахождения общих нормалей двух квазинормалей [4; 5]. 

3а. В окрестности 2-го порядка пара квазинормалей 1 2( )i iK K  задает в 

каждом центре A0 нормаль 1-го рода { }i
nP  L-подрасслоения: 

1 21
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2
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Однако общей нормали 2-го рода они не имеют, а при 0,n
ijr   где 

{ }n
ijr  — подтензор тензора { }A

ijr


 неголономности L-подрасслоения, для 

этой пары существует нормаль 2-го рода 0{ },iP  где 

0 2 11
( ).

2i i iK K P  
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В дальнейшем это соответствие будем обозначать кратко следую-
щим образом: 

1 1 2 0 2 11 1
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Аналогично получаем следующие соответствия ( 2, 10)  при 0n
ijr   

на L-подрасслоении в дифференциальной окрестности 2-го порядка: 
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3b. В окрестности 3-го порядка имеем соответствия 
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 (7) 

Заметим, что в случае регулярной гиперполосы [7], гиперполосного 
распределения [4] и трехсоставного распределения [5] эти нормали (7) 
являются аналогами нормалей Фубини. Учитывая это замечание, пару 

нормалей 0( , )i
n i   в каждом центре A0 назовем первыми аналогами нор-

малей Фубини L-подрасслоения данного SH -распределения. 

4. В работе [2] нами построены для L-подрасслоения SH -распреде-

ления нормали 1-го рода Фубини { }i
nF  и Вильчинского { }.i

nW  В биек-

ции (6), определяемой квазинормалью 11 ,
def

i iK b  находим им соответст-

вующие нормали 2-го рода: 

 0 0, .j jn n
i i ij n i i ij nF b b F W b b W     (8) 

Таким образом, пара нормалей 0( , )i
n iF F  (8) -подрасслоения задает 

второй аналог нормалей Фубини (в отличие от первого аналога 
0( , )i

n i  ), а пара нормалей 0( , )i
n iW W  задает в каждом центре A0 норма-

лизацию Вильчинского [5; 7]. 

5. На L-подрасслоении SH -распределения в дифференциальной 
окрестности 2-го порядка введем, согласно [8], поле квазитензора 

 1 1 11
( ).

( 2)
jki il n n n n

n n n ljk lj k lk j kj lM b K K K
r r

        


 (9) 

Для гиперплоскостных линейных элементов [8] и для гиперполос-
ных распределений проективного пространства [7] нормаль (9) являет-
ся нормалью Михэйлеску 1-го рода. Имея это в виду, мы за нормалями 
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1( )i
n s nN M   сохраним название нормалей Михэйлеску 1-го рода L-подрас-

слоения (не обязательно сильно сопряженного или взаимного). Исполь-

зуя биекцию (4), определенную квазинормалью 1{ },iK  найдем нормаль 

Михэйлеску 2-го рода L-подрасслоения: 

 0 1( ).jn
i i ij nM K M     

Таким образом, нормализация 0( , )i
n iM M  L-подрасслоения опреде-

лена первыми аналогами нормалей Михэйлеску в дифференциальной 

окрестности 2-го порядка. Для L-подрасслоения при 0n
ijr   нормали 

Михэйлеску 1-го и 2-го рода примут вид 

1 0 11 1
( ), ( ).

2 2
iji

n n j j i i im mb b K b K      

Будем говорить, что нормализация 0( , )i
n im m  L-подрасслоения опре-

делена вторыми аналогами нормалей Михэйлеску [5; 7]. 
Итак, имеет место 

Теорема 2. На L-подрасслоении SH -распределение порождает 23 внут-
ренние нормализации в смысле Нордена: 

а) 0

( ) ( )

( , ),i
n i
 

P P  0( , ),i
n iM M  0( , )i

n im m  в дифференциальной окрестности  

2-го порядка; 

б) 0

( ) ( )
( , ),i

n iQ Q
 

 0( , ),i
n i   0( , ),i

n iF F  0( , )i
n iW W  в дифференциальной окрест-

ности 3-го порядка. 

6. Рассмотрим квазинормали E-подрасслоения [1; 2]: 
а) в окрестности 1-го порядка 

 1 ;
def

n
nK t      (10) 

б) в окрестности 2-го порядка 

 2 3 4 51 1 1 1
, , , ,

1
K K L K E K M

r s n m m           
 

  

 6 7 81 1 1
, , ,

1 1 1
K K K H

n r n s n         
    

  (11) 

 9 10 111 1
, , ;

def def
pq ijn n

pq n ij nK b K b K b
r s                 

в) в окрестности 3-го порядка 

 12 13, 3 .
def def

K K b         (12) 
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Теперь, используя квазинормали (10)—(12),  получаем следующие 
соответствия ( 2, 10)   при 0 :n

ijr   

а) в дифференциальной окрестности 2-го порядка: 

    
      

 

 
       

 

1 1 0 1

( ) ( )

1 1
( , ) ( ), ( )

2 2n nP PK K b K K K K  

б) в дифференциальной окрестности 3-го порядка: 

0

( ) ( )

1 1
( , ) ( ), ( ) ,

2 2n nQ QK K K    
      

 

 
       

 
    

11 13 13 0 131 1
( , ) ( 4 ), ( 2 ) .

2 2n nK K b K b K b 
      

        
 

 

Замечание. В работе [2] квазинормаль { }  обозначена через { }.E  
Далее по аналогии с построениями п. 4, 5 находим аналоги норма-

лизаций Михэйлеску 0( , ),nM M
  0( , ),nm m

  Фубини 0( , )nF F
  и Вильчин-

ского 0( , ).nW W
  

Итак, справедлива 
Теорема 3. SH -распределение порождает на E-подрасслоении 23 внут-

ренние нормализации в смысле Нордена: 
а) 0

( ) ( )
( , ),nP P


 

 0( , ),nM M
  0( , )nm m

  в дифференциальной окрестности 2-го 

порядка; 
б) 0

( ) ( )
( , ),nQ Q


 

 0( , ),n


   0( , ),nF F
  0( , )nW W

  в дифференциальной окрест-

ности 3-го порядка. 
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УДК 550.388.2  
 

Н. М. Кащенко, С. В. Мациевский, А. А. Викторов 
 

МОДЕЛЬ СРЕДНЕМАСШТАБНЫХ НЕОДНОРОДНОСТЕЙ 
НИЗКОШИРОТНОЙ ИОНОСФЕРЫ ЗЕМЛИ: 

ОЦЕНКА МЕТОДА НЕЛИНЕЙНОЙ КОРРЕКЦИИ Z-СХЕМЫ  
 

Рассмотрена нелинейная коррекция разностной схемы решения 
уравнений поперечного переноса в рамках моделей неустойчивости Рэ-
лея — Тейлора в экваториальной области ионосферы Земли. Для тесто-
вых задач численно получено экспериментальное значение порядка ап-
проксимации предлагаемого метода нелинейной коррекции разностной 
схемы для разных видов ограничителей. 

 
A nonlinear correction of the finite-differential scheme for solution of the 

cross convection-diffusion equations within models of the Rayleigh — Taylor 
instability in the equatorial region of the Earth ionosphere is considered. For 
test problems the experimental value of the approximation order of the offered 
method of non-linear correction of the finite-differential scheme for different 
types of limiters is received numerically. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, численное моделиро-

вание, уравнение переноса, монотонная разностная схема, ионосфера. 
 
Key words: mathematical modeling, numerical simulating, convection-diffusion 

equations, monotonic finite-differential scheme, ionosphere. 
 
 

1. Математическая модель экваториального F-слоя 
ионосферы Земли 

 
Хорошо известно, что Рэлей-Тейлоровская неустойчивость в эква-

ториальной ионосфере Земли приводит к развитию плазменных неод-
нородностей с характерными масштабами по времени 10—1000 с и по 
пространству 1—100 км [1; 4]. При математическом исследовании таких 
процессов могут использоваться в соответствии с работами [1—8] сле-
дующие два приближения: 

1) плазма тепловая; 
2) плазма равновесная. 
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