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Гиперполосное распределение, оснащенное полем  
сопряженных плоскостей 

 
Рассматривается гиперполосное распределение аф-

финного пространства, оснащенное полем сопряжен-
ных плоскостей относительно асимптотического пучка 
тензоров базисной поверхности. Приведено задание 
изучаемого гиперполосного распределения в аффинном 
пространстве относительно репера 1-го порядка и дока-
зана теорема существования. Построены инвариантные 
поля геометрических объектов 1-го и 2-го порядка. В 
дифференциальной окрестности 2-го порядка построе-
ны поля нормалей Трансона 1-го и 2-го рода. Найдены 
условия совпадения нормалей Трансона и нормалей 
Бляшке. 
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§ 1. Задание гиперполосного распределения,  
оснащенного полем сопряженных плоскостей,  

в n-мерном аффинном пространстве  
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Обзор работ по теории гиперполос в трехмерных простран-
ствах с фундаментальными группами дан в статье А. В. Столя-
рова [12]. В. В. Вагнер [4] обобщил введенное В. Бляшке [3] 
понятие полосы: m-мерной гиперполосой  в -мерном цен-
троаффинном пространстве  он называет поверхность   
( 1), оснащенную полем касательных гиперплоско-
стей. При этом поверхность  называется базисной поверх-
ностью гиперполосы , а касательное оснащение гиперплос-
кости — главными касательными гиперплоскостями гиперпо-
лосы . 

В настоящей работе используются метод внешних диффе-
ренциальных форм Э. Картана [2; 14; 16] и теоретико-группо-
вой метод Г. Ф. Лаптева [5; 7]. 

Рассмотрим гиперполосное распределение [13] аффинного 
пространства  [15], для которого в каждом центре  базис-
ной поверхности  заданы r-мерная плоскость Λ ≝ Λ и со-
пряженная ей -мерная плоскость ≝  относи-
тельно асимптотического пучка тензоров базисной поверхно-
сти . Такой специальный класс гиперполосных распределе-
ний аффинного пространства  будем обозначать символом 

. Отнесем -мерное аффинное пространство  к по-
движному реперу , ̅ , дифференциальные уравнения 
инфинитезимального перемещения которого имеют вид 

̅ , ̅ ̅ , 

где ∧ , ∧ . 
Совместим вершину  репера  с текущей точкой  ба-

зисной поверхности . Векторы ̅  поместим в касательную 
плоскость Λ , а векторы ̅  — в -мерную плос-
кость . Векторы ̅  расположим в характеристике 

 гиперполосного распределения , а вектор ̅  
пусть занимает произвольное положение, образуя с векторами 
̅ , ̅ , ̅  репер , ̅  пространства . Выбранный таким 
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образом репер является репером 1-го порядка , относитель-
но которого гиперполосное распределение  задается 
следующими уравнениями и соотношениями: 

0,  0,  0,  

,  ,                         (a) 

,  ,  ,          (1.1) 

,  ,  ; 

,  ,                      (b) 

,  ,    (1.2) 

,  , 

,  ; 

где 

0,  0,  0.                  (1.3) 

В дальнейшем будем изучать только регулярные гиперпо-
лосные распределения , то есть такие гиперполосные 
распределения, для которых характеристика  и ка-
сательная плоскость  находятся в общем положении:  

⋂ , , . 

Известно [1], что необходимым и достаточным условием 
сопряженности плоскостей Λ  и  является обращение в 
нуль тензора { }, то есть 0 и 0. 

Из (1.1.а) и (1.2) следует, что система функций  образует 
невырожденный тензор 1-го порядка — основной фундамен-
тальный тензор гиперполосного распределения , кото-
рый распадается на два невырожденных симметрических тен-
зора 1-го порядка  и . Назовем тензор 1-го порядка  
главным фундаментальным тензором гиперполосного распре-
деления , ассоциированным с расслоением Λ , а тен-
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зор  — главным фундаментальным тензором гиперполос-
ного распределения , ассоциированным с расслоением 

. 
Замечание. Расслоение Λ  плоскостей Λ  и расслое-

ние  плоскостей  в дальнейшем будем соответст-
венно называть Λ-подрасслоением и -подрасслоением, а рас-
слоение касательных плоскостей  назовем -подрассло-
ением гиперполосного распределения . 

Таким образом, имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Регулярное гиперполосное распределение  

в репере 1-го порядка задается дифференциальными уравне-
ниями (1.1), (1.2) и соотношениями (1.3). 

 
§ 2. Теорема существования 

 
Теорема 2. В аффинном пространстве  гиперполосное 

распределение  существует и определяется с произво-
лом 2 1  функций  аргу-
ментов. 

Доказательство. Все уравнения, входящие в чистое замы-
кание системы (1.1), можно представить в виде 

∆ ∧ 0, ∆ ∧ 0, 

∆ ∧ 0, ∆ ∧ 0,                     (2.1) 

∆ ∧ 0, ∆ ∧ 0, 

∆ ∧ 0, ∆ ∧ 0, 

где  

∆ , ∆ , 

∆ , ∆ , 

∆ ,   ∆ , 

∆ ,   ∆ . 
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Исследуем систему (2.1). Количество независимых функ-
ций, входящих в эту систему, равно  

2 1 2 	 . 

Введем обозначения: 2 1 , . 
Найдем характеры системы (2.1): 

, 

1 1 , 

2 2 , 

… 

1 2 1 , 

2 , 

… 

1 . 

Подсчитаем число Картана для системы (2.1): 

2 3 ⋯  

1
2

1
2

 

2
1
2

1
2

1 . 

Разрешим систему (2.1) по лемме Картана: 

∆ , ∆ , 

∆ , ∆ ,                    (2.2) 

∆ , ∆ , 

∆ , ∆ . 
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Найдем число линейно независимых функций, стоящих в 
правых частях системы (2.2): 

1
2

1
2

 

2
1
2

1
2

1 . 

Таким образом, . Данная система находится в инво-
люции [2; 14; 16]. Следовательно, в аффинном пространстве 

 гиперполосное распределение  существует и опреде-
ляется с произволом 2 1  
функций  аргументов. 

 
§ 3. Построение инвариантных полей  

геометрических объектов 1-го и 2-го порядка  
гиперполосного распределения  

 
Для невырожденных тензоров  и  (§ 1) можно по-

строить обратные им тензоры  и , компоненты которых 
удовлетворяют условиям 

,  0,              (3.1) 

, 0. 

Построим геометрические объекты 1-го порядка, ассоции-
рованные с Λ-, -подрасслоениями гиперполосного распреде-
ления : 

Λ ,   , 

удовлетворяющие в силу (1.2.b) и (3.1) уравнениям 

Λ Λ ,   .          (3.2) 
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Предварительно заметим, что, замыкая уравнения (1.2.b), 
получим 

   (3.3) 

. 

Введем [9] в рассмотрение функции 2-го порядка:  

,  , 

для которых в силу (1.2.b), (3.1), (3.3) выполняются условия 

2 ,                  (3.4) 

2 . 

Составим величины 

≝ , ≝ ,  (3.5) 

≝ , ≝ , 

удовлетворяющие в силу (3.4) уравнениям 

, ,         (3.6) 

, . 

Величины 2-го порядка ,  и , , соглас-
но (3.6), удовлетворяют соответственно уравнениям 

, . 

Используя величины 2-го порядка (3.5), построим [9] гео-
метрические объекты следующего вида: 

, , 

, , 
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где  

,   ,             (3.7) 

,   . 

Геометрические объекты , , ,  порождают в диф-
ференциальной окрестности 2-го порядка квазитензоры: 

, , ,                  (3.8) 

, , . 

В результате имеет место теорема 3. 
Теорема 3. В дифференциальной окрестности 1-го поряд-

ка поля (3.2) квазитензоров ,  задают, соответствен-
но, поля нормалей 1-го рода распределения характеристик ги-
перполосного распределения . 

Поля (3.7), (3.8) квазитензоров , ,  , , , 
 задают в дифференциальной окрестности 2-го порядка со-

ответственно поля нормалей 1-го рода Λ-, -,	 -подрасслоений 
гиперполосного распределения . 

 
§ 4. Нормализация Трансона  

гиперполосного распределения  
 
Согласно теореме Трансона [6], для регулярных гиперпо-

лос аффинные нормали всех плоских сечений гиперповерхно-
сти  1 -мерными плоскостями, проходящими через 
плоскость Λ , лежат в -мерной плоскости 	

, ̅ , ̅ , ̅ ̅ , то есть в нормали Трансона Λ-под-
расслоения. Аналогичным образом нормалью Трансона 	Λ-под-
расслоения оснащенного гиперполосного распределения 

 является -мерная плоскость 	
, ̅ , ̅ , ̅ ̅ , где . 
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Введем в рассмотрение квазитензоры ≝ , , : 

,    ,           (4.1) 

где 

≝ ,    ≝ ,      (4.2) 

≝ . 

Определение 1. Нормалью Трансона гиперполосного рас-
пределения  назовем -мерную плоскость 

∩  — плоскость пересечения нор-
малей Трансона	Λ-,	 -подрасслоений. Прямую , , 
где ̅ ̅ ̅ ̅ , назовем прямой Трансона 
гиперполосного распределения  в точке . 

Из определения 1 вытекает строение нормали Трансона ги-
перполосного распределения : , ̅ , . 

Известно [10], что между нормалями 1-го и 2-го рода ги-
перполосного распределения  существует соответствие 
Бомпьяни — Пантази  

,   . 

Определение 2. Нормаль 2-го рода гиперполосного рас-
пределения , определяемую квазитензором 

, ,                      (4.3) 

назовем нормалью Трансона 2-го рода гиперполосного распре-
деления . 

Уравнение (4.2) можно расписать на две группы уравнений, 
ассоциированных соответственно с	Λ-, -подрасслоениями: 

,  ,                   (4.4) 

,  .                    (4.5) 
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Из дифференциальных уравнений (4.1)—(4.5), согласно 
приведенным выше определениям вытекает теорема 4. 

Теорема 4. Поля геометрических объектов , , , , 
,  задают в дифференциальной окрестности 2-го по-

рядка поля нормализаций в смысле Трансона гиперполосного рас-
пределения  и Λ-,	 -подрасслоений соответственно. При 
этом нормализация Трансона ,  гиперполосного распре-
деления  порождает нормализации Трансона Λ-,	 -под-
расслоений. Верно и обратное утверждение. 

Выясним условия совпадения [11] нормалей Трансона 
 и Бляшке  гиперполосного распределения 

. 
Нормаль Бляшке [3; 4] , ̅ ,  гиперполос-

ного распределения , где ̅ ̅ ̅ ̅ , 
в дифференциальной окрестности 2-го порядка определяется 
квазитензорами , , : 

,    .      (4.6) 

Прямую ,  назовем прямой Бляшке гипер-
полосного распределения  в точке . Тогда нормаль 
Бляшке  в каждой точке  натянута на характеристи-
ку  и прямую Бляшке , то есть 	

, . 
Пусть нормаль Трансона  гиперполосного распре-

деления  совпадает с нормалью Бляшке . Тогда 
, что равносильно условиям , 	 . Ис-

пользуя (4.2), (4.6), запишем: 

1 1
2

,

1 1
2

,
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что равносильно соотношениям 

1 1
2

,

1 1
2

.
 

Учитывая (3.5), получим 
,
.
⟺ .                             (4.7) 

Таким образом, приходим к следующей теореме. 
Теорема 5. Нормаль Трансона  гиперполосного 

распределения  совпадает с нормалью Бляшке  
[6] тогда и только тогда, когда выполняются условия (4.7). 
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In this paper, we study a special class of hyperbands, i. e., a framed 

hyperband distribution. The study of hyperbands and their generalizations 
in spaces with different fundamental groups is of great interest in connec-
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tion with numerous applications in mathematics and physics. A special 
place is occupied by regular hyperstrips, for which the characteristic 
planes of families of principal tangent hyperplanes do not contain direc-
tions tangent to the basal surface of the hyperstrip. In this paper, we use 
the method of external differential forms of E. Cartan and the group-
theoretic method of G. F. Laptev. 

We consider a regular hyperband distribution of an affine space 
equipped with a field of conjugate planes with respect to an asymptotic 
bundle of tensors of the basic surface. The definition of the studied hy-
perband distribution in the affine space with respect to the 1st order frame 
is given and the existence theorem is proved. A sequence of fundamental 
geometric objects of the 1st and 2nd order of a hyperband distribution 
equipped with a field of conjugate planes is constructed. Fields of qua-
sitensors are constructed that define the fields of normals of the first kind 
of the distribution of the characteristics of the hyperband distribution. In a 
differential neighborhood of the 2nd order, the fields of Transon normals 
of the 1st and 2nd kind are constructed. The conditions for the coincidence 
of the Transon normal and the Blaschke normal are found. 

 
Keywords: hyperband, regular hyperband, hyperband distribution, af-

fine space, normalization 
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