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N.V.Malakhovsky
ON n-PARAMETRIC FAMILIES OF AFFINE MAPS
An n-parametric family H, of affine maps h:A,—an of n-dimensional affine space
is studied. Field of fundamental geometric object of the first and second orders are
constructed. Their subobject and scopes are investigated. Focal manifolds of the fami-

ly Hn are considered. In the case of a (centroaffine) space An an invariant metric in A,
and in the space an an affine connection is defined, induced by the family Hy.
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SPEZIELLE DISTRIBUTIONEN AUF GRASSMANN’SCHER
MANNIGFALTIGKEIT (1)
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Viele Begriffe der Differentialgeometrie geradliniger Kongruenzen und Komplexe
[1], [2], [3] kénnen auf den Fall der nicht integrierbaren glatten Distributionen [4] auf
der Grassmann’scher Mannigfaltigkeit aller Geraden eines projektiven Raumes erwei-
tert werden. Hier werden spezielle 2-dimensionale Distributionen mit unbestimmten
Brennpunkten sowie Brennebenen untersucht. Es werden auch 3-dimensionale speziel-
le Distributionen untersucht, deren maximale integrale Mannigfaltigkeiten im integ-
rierbaren Fall als Tangentenkomplexe einer Flache auftreten.

1. Einleitung. Formulierungen der Ergebnisse.

Es ist bekannt, dal die Integralkurven einer nicnt vollstdndig integrierbaren
Pfaff’schen Gleichungen Pdx+Qdy+Rdz=0, die durch einen Punkt Ao(Xo,Yo0,20) in R3
durchgehen, nicht auf einer Flache liegen, sonder in diesem Punkt Ao eine Ebene
P(Ao)(X-X0)+Q(Ao)(y-Yo)+R(Ao)(z-20)=0 berlrhen. So wird eine sogenannte Distributi-
on auf dem Raum R? bestimmt, die jedem punkt Ao R? eine Flache zuordnet, die die-
sen Punkt Ao enthélt.

In einer verallgemeinerten Situation betrachtet man eine Pfaff’sche Gleichung o-
der ein Pfaff’sches Gleichungssystem auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Dises
Gleichungssystem bestimmt dann eine glatte Distribution [4] A auf dieser Mannigfal-
tigkeit, die jedem Punkt peM einen Unterraum A(p) des tangentiellen Raumes T,M
zuordnet, in dem alle Tangetialvektoren der Integralkurven dises Pfaff’schen Systems
liegen. Die Pfaff’schen Gleichungssysteme und die glatten Distributionen auf einer
glatten Mannigfaltigkeit bestimmen einander gegenseitig.

Unter der nichtholonomen Geometrie versteht man die Geometrie der glatten nicht
integrierbaren Distributionen [4] auf glatten Mannigfaltigkeiten. Selbst Distributionen
nennt man manchmal auch nichtholonome Mannigfaltigkeiten ( sieh [5], [6]).

In diesem Artikel werden glatte Distributionen auf der 4-dimensionalen Grass-
man’schen Mannigfaltigkeit M aller Geraden eines dreidimensionalen projektiven
Raumes untersucht. Die zweidimentionalen Distributionen k auf M nennen wir nicht-
holonome Kongruenzen und die dreidimentionalen Distributionen K nennen wir nicht-
holonome Komplexe. Diese Terminologie wird daraus begriindet, daR es im integrier-
baren Fall fur jeden Punkt 1eM eine integrale Geradenkongruenz [1], [2] ( als zweidi-
mentionale Unter-mannigfaltigkeit von M ) oder einen integralen Geradenkomplex [1],
[3] ( als eine dreidimentionale Untermannigfaltigkeit ) gibt, die ( oder der ) diese Ge-
rade | enthélt. Einige Ergebnisse des Artikels wurden in den Kurzberichten [7], [8]
annonciert. Einzelne Aspekte der Theorie von nicht speziellen nichtholonomen Kon-
gruenzen und Komplexen wurden in [9] betrachtet.

Im ersten Abschnitt des Artikels wird eine Kurztibersicht von den dazugehérenden
Begriffen gegeben. Die Formulierungen aller Ergebnisse werden auch hier zusam-
mengefalit. Alle Beweise sind in den letzten zwei Abschnitten gegeben und sind so
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ausgebaut, da man nicht unbedingt die Cartan’sche Methode der &uf3eren Differenti-
alformen beherrschen muB}, um sie zu verstehen. Daflr sind die Grundbegriffe der ge-
radlinigen Differential-geometrie im zweiten Abschnitt aus moderner Sicht kurz
erwahnt.

1.1. Spezielle nichtholonome Kongruenzen. Man kann die nicht-holonomen
Kongruenzen nach der Anzahl der Striktionspunkte ( Brennpunkte ) ihrer integralen
Torsen ( aufrollbaren Flachen ), die eine Gerade leM erhalten, und nach der Anzahl
ihrer Tangentialebenen ( Brennebenen ) natirlicherweise klassifizieren. AuRer dem
hyperbolischen Fall ( wenn beide Brennpunkte und beide Brennebenen verschieden
sind ), dem parabolischen Fall ( wenn jede Gerade €M je einen Brennpunkt und eine
Brennebene besitzt ) und dem elliptischen Fall ( wenn es keine reellen Brennpunkte
und Brennebenen gibt ), kénnen noch zwei Falle auftreten.

Der erste Fall tritt ein, wenn die Brennebenen unbestimmt sind ( d.h. jede eine Ge-
rade leM enthaltene Ebene ist die Tangentialebene einer integralen Torse ). In diesem
Fall gibt es auf | genau einen Brennpunkt. Solche nichtholonome Kongruenzen nennen
wir spezielle des ersten Typs. Alle ihre interale Regelflachen, die durch eine Gerade
IeM durchgehen, sind Torsen mit einem gemeinsamen Gratpunkt auf I.

Madglich ist ein dualer Fall auch, wenn Brennpunkten unbestimmt sind ( d.h. jeder
Punkt der Gerade leM ist der Gratpunkt einer integralen Torse ). Solche nichtholono-
me Kongruenzen nennen wir spezielle des zweiten Typs. Alle ihre integrale Re-
gelflachen, die eine Gerade | enthalten, sind Torsen mit einer gemeinsamen Tangen-
tenebene.

Bemerkung. Die Grassman’sche Mannigfaltigkeit M kann man mit Hilfe von

Pliicker’scher Ubertragung bekannterweise als eine Hyperquadrik Qj In einem 5-
dimentionallen projektiven Raum P°® interpretieren. Der asymptotische Kegel K§ M

der Hyperquadrik M= Qj im Punkt leM als der Schnitt von T\M und M tréagt zwei 1-
parametrischen Scharen von 2-dimentionalen Erzeugenden. Wir nennen zwei Disrtibu-
tionen A und A* auf M= Qj' konjugiert, wenn ihre laufenden Ebenen A(I) und A™(I) in

bezug auf den asymptotischen Kegel K§(I) fiir alle IeM einander konjugiert sind. Man

kann zeigen, dal} eine nicht-holonome Kongruenz k dann und nur dann speziell des
ersten oder des zweiten Typs ist, wenn sie eine selbstkonjugierte Distribution auf

M:Qj darstellt, d.h. wenn ihre laufenden Ebenen k(I) zu einer Schar von 2-
dimentionalen Erzeugenden des asymptotischen Kegels Kg(l) gehoren.

Eine nicht spezielle nichtholonome Kongruenz k kann mit Hilfe von zwei linear
unabhéngigen einander konjugierten Richtungsfelder Aick und Ajck bestimmt wer-
den. Diese erzeugen fiir jede Gerade leM zwel involutorische Projektivitaten Q und
@. Um besser diese zu beschreiben, bezeichnen wir Sy und S, die integralen Re-

gelflachen der Richtungsfelder A1 und A", die durch eine Gerade leM durchgehen.
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Die erste Q von den beiden Involutionen wird durch die Uberein-stimmung der
Tangentenebenen von den Regelflachen Sy und S in den entsprechenden Punkten Tel

und Q(T) bestimmt ( sieh [13] ). Die zweite Q wird auf dem Buschel aller durch die
Gerade leM durchgehenden Ebenen durch die Ubereinstimmung der Schnittpunkte
der Gerade | mit den Charakteristiken der entsprechenden Ebenen I'>l und (3(1“) be-
stimmt.

Es ist leicht zu zeigen, daR die beiden Involutionen Q und O nicht von der Aus-

wahl der Richtungsfelder Aic k und A’ c k abhéngen, d.h. sie werden nur von der
nichtspeziellen nichtholonomen Kongruenz k selbst bestimmt. Es ist aber zu bemerkt,
daR die zu k konjugierte nichtholonome Kongruenz k™ dieselbe Involutionen Q und Q
erzeugt und besitzt dieselbe Brennpunkte und Brennebene, wie k.

Diese fundamentale Involutionen Q und Q sind dann und nur dann hyporbolisch,

parabolisch oder elliptisch, wenn die nichtholonome Kongruenz k selbst entsprechend
hyporbolisch, parabolisch oder elliptisch ist. Die Festpunkte und Festebenen dieser
fundamentalen Involutionen sind die Brennpunkte und Brennebenen der nichtholono-
men Kongruenz k.

Satz 1.1. Die Angabe einer speziellen nichtholonomen Kongruenz des ersten Typs
ist der Ausstattung der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit M mit einem glatten Feld
von Punkten auf den Geraden von M dquivalent. Eine Regelflache stellt dabei die in-
tegrale Kurve dieser nichtholonomer Kongruenz dann und nur dann dar, wenn sie eine
Torse ist, deren Gratlinie aus den angegebenen Punkten besteht.

Satz 1.2. Eine spezielle nichtholonome Kongruenz des zweiten Typs wird mit Hil-
fe der Angabe der Ausstattung der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit mit einem glat-
ten Feld von den Ebenen, die die ent-sprechenden Geraden leM enthalten, eindeutig
bestimmt. Eine Regelflache stellt dabei die integrale Kurve dieser nichtholonomen
Kongruenz dann und nur dann dar, wenn sie eine Torse ist, die eine einparametrische
Schar angegebener Ebenen einhillt.

Satz 1.3. Ist eine spezielle nichtholonome Kongruenz des ersten Typs eine integ-
rierbare Distribution auf der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit M, dann ist ihre ma-
ximale integrale 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, die eine Gerade leM enthalt, ein
Biindel aller Geraden mit dem Zentrum im Brenn-punkt der Gerade I.

Satz 1.4. Ist eine spezielle nichtholonome Kongruenz des zweiten Typs eine integ-
rierbare Distribution auf der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit M, dann ist ihre ma-
ximale integrale 2-dimentionale Mannigfaltigkeit, die durch eine Gerade leM durch-
geht, die Menge aller Geraden, die in der Brennebene der Gerade | liegen.

1.2. Spezielle nichtholonome Komplexe. Der Begriff der Haupt-korrelation [3]
eines Geradenkomplexes wird natlrlicherweise auf den Fall eines nichtholonomen
Komplexes K erweitert. Und zwar ordnet diese Hauptkorrelation jedem Punkt T einer
Gerade leM die Tangentialebene einer integralen Torse mit dem Gratpunkt im Punkt
T zu. Spezielle nichtholonome Komplexe sind genau die, deren Hauptkorrelation fir
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jede Gerade leM ausgeartet wird. Im integrierbaren Fall wird jede maximale integrale
Mannigfaltigkeit von K einen Tangentenkomplex einer Flache darstellen.

Man kann zeigen, dal3 im speziellen Fall genau zwei 2-dimentionalen Unterdistri-
butionen [10] kicK, kocK existieren, die die speziellen nichtholonomen Kongruenzen
des ersten und des zweiten Typs sind. Den Brennpunkt einer Geraden | in bezug auf ki
und ihre Brennebenen in bezug auf ko nennen wir das Zentrum und die Hauptebene (
oder fokale Ebene ) von I in bezug auf K. Die erste nichtholonome Kongruenz ki nen-
nen wir zentrale fir K und die zweite k> nennen wir fokale fur K.

Bemerkung. Interpretiert man die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit M mit Hilfe

von Pliicker’scher Ubertragung bekannterweise als eine Hyperquadrik QZ in einem 5-
dimentionalen projektiven Raum P>, dann beriihren die laufenden 3-Ebenen K(l) eines
speziellen nichtholonomen Komplexes K den asymptotischen Kegel Kg(l) der

Pliicker’schen Quadrik Qj und schneiden ihn in zwei 2-dimentionalen Ebenen ki(l)

und ko(l), die die laufenden Ebenen der zentralen und der fokalen nichtholonomen
Kongruenzen ky und k» fiir K sind.

Satz 1.5. Die Angabe eines speziellen nichtholonomen Komplexes K ist der Aus-
stattung der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit M mit einem glatten Feld von ( zentra-
len ) Punkten auf den Geraden von M und einem glatten Feld der diese geraden enthal-
tenen ( Haupt ) Ebenen &quivalent. Eine Regelflache stellt dabei eine integrale Kurve
dieses nichtholonomen Komplexes dann und nur dann dar, wenn die Tangenten ihrer
Linie, die von den angegebenen Punkten gebildet ist, in den entsprechenden angege-
benen Eben liegen.

Dieser Satz 1.5 zeigt, dal} die Theorie spezieller nichtholonomer Komplexe der
Theorie der 4-parametrischen Scharen von Flaggen ( Elementen, die aus einander in-
zidenten Punkten, Geraden und Ebenen bestehen ) daquivalent ist.

Satz 1.6. Eine glatte Distribution, die auf die willkirlich gegebenen speziellen
nichtholonomen Kongruenzen ki und k. des ersten und des zweiten Typs gespannt
wird [10], ist dreidimentional und stellt einen speziellen nicht-holonomen Komplex
dar. Der Brennpunkt der Gerade |eM in bezug auf k; ist das Zentrum Z fir K und die
Brennebene in bezug auf k ist die Hauptebene A fiir K. Der Schnitt von den Distribu-
tionen ki und ko ist eindimentional. Die integralen Regelflachen des Richtungsfelders
kinkz sind Torsen mit den Gratpunkten in den Zentren Z und mit den Tangentialebe-
nen, die mit den Hauptebenen A Ubereinstimmen.

Laut dem Satz 1.6 ist der Schnitt der zentralen und fokalen nicht-holonomen Kon-
gruenzen ki und kz eines nichtholonomen Komplexes K eindimensional. Die Distribu-
tion kink> nennen wir Sonderdistribution des nichtholonomen Komplexes K. lIhre in-
tegralen Regelflachen sind Torsen mit den Gratpunkten in den Zentren der Geraden
leM und mit den Tangential-ebenen, die mit den Hauptebenen Gbereinstimmen. Wir
nennen sie Sondertorsen.

Bemerkung. Es ist aus der obigen Bemerkung klar, daR wenn man die Grass-
mann’sche Mannigfaltigkeit M mit Hilfe von Pliicker’scher Ubertragung als die

Pliicker’sche Hyperquadrik Qj in einem 5-dimensionalen projektiven Raum P® inter-
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pretiert, dann wird die Sonderdistribution dem nichtholonomen Komplex K konjugiert.
Man kann aber zeigen, dal} wenn der nichtholonome Komplex K nicht speziell ist,
stimmt die Chasles-Bertihrungskorrelation [1] der integralen Regelflachen der ihm
konjugierten 1-dimentionalen Distribution mit der Hauptkorrelation von K fir alle Ge-
raden leM Uberein.

Satz 1.7. Die nichtholonomen Erweiterungen? [6] Ki=I(ki) und Kz=I(kz) von zent-
ralen und fokalen nichtholonomen Kongruenzen Komlexes K sind selbst spezielle
nichtholonome Komlexe. Zentren der Geraden leM in bezug auf K und K stimmen
uberein (sowie die Hauptebenen in bezug auf K und K3).

Ist die zentrale nichtholonome Kongruenz ki nicht integrierbar, existiert nur eine
einzige 1-dimentionale Unterdistribution koncK, deren alle integralen Regelflachen
die Kegel mit den Spitzen in den Zentren von Geraden leM sind. Sonst werden alle
integrale Regelflachen von ki konisch. Wir nennen kon die konische Unterdistribution
von K.

Ist die zentrale nichtholonome Kongruenz k2 nicht integrierbar, existiert eine ein-
zige 1-dimentionale Unterdistribution flachcK, deren alle integralen Regelflachen
flach sind und deren Erzeugenden in der Hauptebene liegen. Sonst werden alle integ-
ralen Regelflachen von k; flach. Wir nennen flach die flache Unterdistribution von K.

Satz 1.8. Folgende Bedingungen sind aquivalent:

1) Die Hauptebenen der Geraden leM in bezug auf die nichtholonomen Komplexe
K und Ki=I(ky) stimmen Gberein.

2) Die Sonderdistribution stimmt mit der konischen Distribution koncK tberein.

3) Es gilt K=K.

Satz 1.9. Folgende Bedingungen sind aquivalent:

1) Die Zentren der Geraden leM in bezug auf die nichtholonome Komlexe K und
Ko=I(k2) stimmen Uberein.

2) Die Sonderdistribution stimmt mit der flachen Distribution flachcK Uberein.

3) Es gilt K=Ka.

Es seien A1 und A] zwei eindimentionale Distributionen, die einem nichtholono-

men Komplex K gehéren [10]. Es sei S eine integrale Regelflache der Distribution A,
die eine Gerade leM enthélt, und T sei die Tangente der zentralen Kurve® auf S im
Zentrum Z der Gerade |. Wir nehmen erstmal an, daR3 S kein Kegel ist ( d.h. Az ist kein
konische Distribution ), dann ist die Tangente T wohl bestimmt. Es sei S die integrale

Regelflache der Distribution A7, die diese Tangente T enthalt. Wir sagen, daR die Dis-
tribution A1 zu der Distribution A} in bezug auf K konjugiert ist ( oder K-konjugiert )

und schreiben A1— A, wenn S eine Torse ist und ihre Tangentialebene mit der Haupt-
ebene Ubereinstimmt. Wir sagen, dal? die konische Distributionen Az zu jeder Distribu-

2 Die nichtholonome Erweiterung einer Distribution A auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist eine Distribution
I(A), die auf die Poisson-Klammer [X,Y] aller Vektorfelder X,Y gespannt ist, die der Distribution A gehdren [10]
(d.h. X(p), Y(P)eA(p) fir peM).

3 d.h. die Menge aller zentraler Punkte auf den Geraden der Regelflache S.
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tion A7 nach der Definition K-konjugiert ist. Wir sagen, daB die Distributionen A1 und
A2 gegenseitig K-konjugiert sind, wenn gilt Ai— A}, A]—As.

Die Integritatsbedingungen eines nicht speziellen nichtholonomen Komplexes sind
in [9] geometrisch charakterisiert. Der folgende Satz liefert eine geometrische Charak-
terisation der Integritatsbedingungen eines speziellen nichtholonomen Komplexes.

Satz 1.10. Ein spezieller nichtholonomer Komplex K ist eine integrierbare Distri-
bution auf der Grassmann’schen Mannigfaltigkeit M dann und nur dann, wenn das K-
Konjugiertsein der eindimentionalen Unterdistributionen von K gegenseitig ist (d.h.

wenn aus A1—> A; folgt A} —A1).

Es ist leicht zu zeigen, daR die charakteristische Distribution ch(A)* [12] einer 3-
dimentionalen nicht integrierbaren Distribution A auf einer 4-dimentionalen Mannig-
faltigkeit M eindimensional ist. Wir nennen die integralen Regelfachen der 1-
dimensionalen charakteristischen Distribution ch(K) eines nicht integrierbaren speziel-
len nichtholonomen Komplexes K charakteristische Regelflachen [9].

Satz 1.11. Es seien K ein spezieller nichtholonomer Komplex, ki und k> seine
zentrale und fokale nichtholonome Kongruenzen.

FUr jedes beliebige Paar von 1-dimentionalen Unterdistributionen Aicki, A;ck2
gilt Ai—> A*l.

Jede beliebige Unterdistribution Aick. ist zu der flachen Unterdistribution
flachcK K-konjugiert.

Die Charaktereistische Distribution eines nichtholonomen Komplexes K und seine
konische Unterdistribution koncK sind gegenseitig K-konjugiert.

1.3. Anwendungen zur Theorie nichtholonomer Kongruenzen. Folgende vier
Satze geben eine Charakterisierung von hyperbolischen und parabolischen nichtholo-
nomen Kongruenzen.

Satz 1.12. Eine nichtholonome Kongruenz ist hyperbolisch dann und nur dann,
wenn sie ein Schnitt [10] von zwei speziellen nichtholonomen Komplexen mit unter-
schiedlichen Zentren und Hauptebenen der Geraden leM ist.

Wir sagen, dal ein Brennpunkt F und eine Brennebene 7" in bezug einer hyperbo-
lischen nichtholonomen Kongruenz k einander entsprechen, wenn /" die Tangential-
ebene einer Torse von k mit dem Gratpunkt F ist.

Folderung 1.13. Die Angabe einer hyperbolischen nichtholonomen Kongruenz k
erzeugt eine Struktur des partiellen Produktes auf der Grass-mann’schen Mannigfal-
tigkeit, das aus der Distribution k und einer komplementéren 2-dimentionalen Distri-
bution k™ besteht, die auch eine hyperbolische nichtholonome Kongruenz mit densel-
ben Brennpunkte und Brennebenen, die in bezug auf k einander entsprechen, in bezug
auf k” nicht einander entsprechen.

Auf diesem Satz und aus dem Satz 1.5 folgt, dal? es fur die Angabe einer hyperbo-
lischen nichtholonomen Kongruenz genug ist, die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit M

4 Die Distribution ch(A) ist auf die Vektorfelder XeA gespannt, die folgende Eigenschaft besitzen : [X,Y]eA flr
alle YeA.
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mit den glatten Felder von zwei unterschiedlichen Punkten auf den Geraden leM und
zwei unterschiedlichen Ebenen 75l auszustatten. Mannigfaltigkeit M genau zwei un-
terschiedliche nichtholonome hyperbolische Kongruenz erzeugt, da es genau zwei
Madglichkeit gibt, die zwei Punkten den zwei Ebenen eindeutig zuzuordnen.

Bemerkung. Interpretiert man die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit M als die
Pliickersche Hyperquadrik Oj in einem 5-dimensionalen projektiven Raum P>, dann
sind die beiden in der Formulierung des Satzes 1.13 auftretenden Distributionen k und
k" auf M= Q7 konjugiert.

Satz 1.14. Fur jede beliebige parabolische nichtholonome Kongruenz k existiert
ein einziger spezieller nichtholonomer Komplex K, der diese nichtholonome Kongru-
enz enthalt. Die Brennpunkte und Brennebenen der Geraden leM fir K sind die Zen-
tren und Hauptebenen fir K.

Die einzige spezielle nichtholonome Komplex K, der eine parabolische nichtholo-
nome Kongruenz k enthélt, nennen wir abgeleiteter von k.

Satz 1.15. Eine nichtspezielle nichtholonome Kongruenz ist parabolisch dann und
nur dann, wenn sie ein Schnitt von einem speziellen und einem nicht speziellen nicht-
holonomen Komplexen K und K ist, so daR das Zentrum und die Hauptebene jeder
Gerade IleM in der Hauptkorrelation in bezug auf K zugeordnet sind.

Wir bemerken, dal3 ( wie es aus dem Satz 1.5 folgt ) es fir die Angabe einer para-
bolischen nichtholonomen Kongruenz noch nicht genug waére, die Grassmann’sche
Mannigfaltigkeit nur mit den glatten Felder von Punkten und Ebenen auszustatten.
Wie es aus dem nachfolgenden Satz 1.16 folgt, ist es im allgemeinen Fall dafur genug,
noch ein glattes Feld von Geraden anzugeben, die den angegebenen Ebenen und Punk-
ten inzident sind.

Es ist leicht zu zeigen, dal} die einziege durch die Gerade |eM durchgehende Tor-
se einer parabolischen nichtholonomen Kongruenz k die integrale Regelflache der
Sonderdistribution sonder(K) des abgeleiteten Komplexes K ist. Die laufenden 2-
Ebene k(I)cT/M aller parabolischen nichtholonomen Kongruenzen k mit einem ge-
meinsamen abgeleiteten Komplex K gehdren zu einem Blschel der 2-Unterrdume des
3-Raumes K(I)cTiM, die den 1-dimentionalen Unterraum sonder(K)(l) enthalten. Ge-
nau zwei von diesen Unterrdumen stellen die laufenden Ebenen der zentraln und foka-
len (speziellen) nichtholonomen Kongruenzen des nichtholonomen Komplexes K dar.

Fur jede beliebige nichtholonome Kongruenz ko>sonder(K) existiert im allgemei-
nen zwei Richtungsfelder, die zentralen Kurve sind. Das erste Richtungsfeld stimmt
mit der Sonderdistribution sonder(K), und das zweite nennen wir asymptotisches fiir k
und bezeichnen as(k). Die entsprechende Tangente der zentralen Kurve einer integra-
len Regelflache von as(K) nennen wir asymptotische Tangente fiir k und bezeichnen
T(K).

Sei S die durch die laufende Gerade leM durchgehende charakteristische Re-
gelflache eines speziellen nichtholonomen Komplexes®. Es seien Z und /"das Zentrum
und die Hauptebene der Geraden leM in bezug auf K. Wir bezeichnen I; die Tangente

5 die integrale Regelflache der 1-dimentionalen Diatribution ch(K).
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im Punkt Z der zentralen Kurve der Regelflache S;, und I, bezeichnen wir die Charak-
teristik der 1-parametrischen Schar der Hauptebenen von Erzeugenden der Regelflache
Si. Wir nennen eine Gerade s, die dem Zentrum Z und der Hauptebene /" inzident ist,
singulér, wenn sie mit einer der Geraden Il und I Gbereinstimmt. Wir nennen einen
speziellen nictholonomen Komplex K ausgeartet, wenn die beiden singularen Geraden
I1 und I, fiir jedes Element M (bereinstimmen. Wir nennen eine parabolische nicht-
holonome Kongruenz k ausgeartet, wenn ihr abgeleiter spezieller nichtholonomer
Komplex K ausgeartet ist.

Satz 1.16. Das Entsprechen k«<>T(k) zwischen der Menge aller parabolischen
nichtholonomen Kongruenz k mit einem gemeinsamen nicht-ausgearteten abgeleiteten
spezieller nichtholonomen Komplex K und der Menge aller glatten Felder von nicht-
singuléaren asymptotischen Tangenten T(k) ( die den Zentren und Hauptebenen der Ge-
raden leM in bezug auf K inzident sind ), ist umkehrbar eindeutig.

Bemerkung. Man kann beweisen, dal ( im Falle der Integration der Grass-

mann’schen Mannigfaltigkeit M als die Plicker’sche Hyperquadrik Oj im Raum P®)

zwei nichtausgeartete parabolische nichtholonome Kongruenzen k und k* dann und nur
dann konjugiert sind, wenn sie einem gemeinsamen abgeleiten speziellen nichtholo-
nomen Komlex K besitzen und wenn die Vier, die aus den singuldaren Geraden I und I,
und asymptotischen Tangenten T(k) und T(k’) besteht, fir alle le M harmonisch ist.
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B. B. Kaiizep

CIIEIMAJIBHBIE PACITPEJIEJIEHUA
HA TPACCMAHOBOM MHOI'OBPA3UMU (1)

MHuorue noustus AuddepeHuanbHON FTeOMETPUHU IPSIMOIUHENHBIX KOHTPYIHIIUI
U KOMILUIEKCOB MOTYT OBITh PaclpOCTpPaHEHbI Ha Ciaydyall HEMHTErpUPYEMBIX ITIaJKHX
pacrpesieJIeHHid Ha TpacCMaHOBOM MHOTOOOpPa3HH BCEX MPSMBIX MPOEKTUBHOTO MPO-
crpaHcTBa. Mccnenyrorcs cnenuanbHble IBYMEPHBIE M TPEXMEPHBIE paCIpEAcIICHMUS,
Ha3bIBAEMbIE HEIOJIOHOMHBIMU KOHTPYIHUUSIMHU M HErOJJOHOMHBIMM KOMILIEKCaMHu. B
1-#1 yacTtu cTaTby cHOPMYIHPOBAHBI PE3YIBTATHI.

YJIK-514.76
O ITPOAOJDKEHUUA I'N'TAAKOI'O MHOI'OOBPA3U A
BB.KopaueBckuiu
(Tomckuil norumexHuyeckull yHugepcumem)

JuddepeHinalbHO-reOMETPHYECKUE UCCIICAOBaHUs, MPOBOJIUMBIC KOHTPaBapH-
AQHTHBIMH METOJIAMH, IMUPOKO HCIIOJIB3YIOT HETOJIOHOMHBIC pernepbl. boimbimas ke
YacTh MCCICIOBAaHUI B paMKaX KOBapUaHTHOW METOJMKH HCIOJB3YET TOJIKO TOJIO-
HOMHBIC peNephl, T.C. U3y4YaeT CTPYKTYPhI B PACCIOCHUSIX, IPUCOCIUHEHHBIX K TJIaB-
HBIM PacCIOCHHBIM MPOCTPAHCTBAM TOJIOHOMHBIX KoperepoB. B manHoi paboTe npe-
JaraeTcsi MPUHIUT HETOJIOHOMHOTO MPOJIOJKEHHS TJIJKOT0 MHOT000pa3us M BBIYHUC-
JICHHUS CTPYKTYPHBIX (hOPM pacCIOCHUH HETOJIOHOMHBIX KOPETICPOB.

1. Ilycte M - n-mepHOE Tiaakoe MHOroodOpasue. Ito 3HauuT [2, ¢. 12], yto M
ecTh xayca0p(oBo MPOCTPaHCTBO ¢ PUKCHPOBAHHBIM MOJIHBIM aTiacoM (V, h o), T.e.
Vo © M nokpeiBaioT M, a hy: Vo — h (Vo) < Rn - koopauHaTHBIE TOMEOMOP(HHU3MEIL.
Beuny rmagkoctu M, hg sBastores quddeomopduszmamu. Ha xaycnopdoBom MHOTO-
obpasuu [3, ¢.263] He cymiecTByeT audhecHIMPOBAHUA KPOME OMPEACIIEMbIX BEK-
TOPHBIMHU TTOJISIMU B BHJIE ACUCTBUS JTMHEUHBIX TP PEPEHIIUATBHBIX OTIEPATOPOB ITUX
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