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О конструкции канонической формы  

на расслоении реперов 
 

Дано подробное изложение конструкции канониче-
ской формы на расслоении реперов произвольного по-
рядка над гладким многообразием. В частности, показа-
на корректность построения одного изоморфизма век-
торных пространств, играющего ключевую роль в дан-
ной конструкции, а также описано действие этого изо-
морфизма. 
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Введение. Каноническая форма на расслоении реперов 

широко используется при изучении дифференциально-геомет-
рических структур на гладких многообразиях (см., напр., [2; 3; 
5—7]). Подходы, применяемые различными авторами для 
описания ее конструкции, весьма разнообразны, в связи с чем 
возникает необходимость их сопоставления и выработки еди-
ного подхода. Изложение конструкции канонической формы, 
выполненное в подобном ключе, — такова наша цель. В связи 
с этим особое внимание уделяется восстановлению техниче-
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ских деталей, пропущенных в вышеуказанных работах. В 
частности, ключевую роль в конструкции канонической фор-
мы играет изоморфизм Φ  (см. п. 2), и данная статья в основ-
ном посвящена проверке корректности построения этого изо-
морфизма, а также описанию его действия. 

На протяжении всей работы индексы принимают следую-
щие значения: 

, , , , , , , … 1, . 

 
1. Расслоения реперов высших порядков. В этом пункте 

излагаются необходимые предварительные сведения. Терми-
нология и обозначения взяты из [3] и [7]. Пусть M — n-мерное 
гладкое многообразие. Репер порядка p (p-репер) θ на M в точ-
ке ∈  — это p-струя  всякого диффеоморфизма  окрест-
ностей точек 0 ∈  и ∈ , такого, что 0 . В свою 
очередь, отображение  является представителем репера θ. На 
множестве  всех p-реперов на М имеет место проекция 
: → , ↦ 0 . Локальными координатами дан-

ного p-репера относительно карты ,  на М, где : 	 →
 — координатные функции, считаются значения в точке 

0 ∈  частных производных до p-го порядка включительно 
от функций ∘ , задающих координатное представление 
отображения  в данной карте. Таким образом, каждая ло-
кальная карта ,  на М определяет на множестве  
локальную карту с областью  и координатными функ-
циями 

	 , , , … , … , 

заданными на  по правилу 

, 
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∘
, 	

∘
, 	 … 	, 

…
∘

…
, 	1 	 ⋯ , 

где , , … ,  — стандартные координаты на . Удобно, 
однако, разрешить любую перестановку индексов , , … , , 
что с учетом равенства смешанных частных производных при-
водит к симметрии координат ,… , …  по всем нижним 

индексам. Построенные таким образом карты наделяют мно-
жество  всех p-реперов на M структурой гладкого ло-
кально тривиального расслоения с канонической проекцией  
и базой М, причем 

dim . 

Если в качестве M взять  со стандартными координата-
ми, то вышеописанная конструкция приводит к глобальной 
карте на . Соответствующий набор координатных функ-
ций обозначим через 

, , , … , … . 

Пусть  — дифференциальная группа порядка p, то есть 
группа Ли, образованная всевозможными p-реперами на  в 
точке 0 ∈  относительно композиции p-струй. Заметим, что 

⊂ , причем  выделяется уравнениями 0, 
1, . Тогда на  глобально заданы координаты 
, , … , … . Единица группы  определяется как 

, а обратный элемент к  — как p-струя об-
ратного отображения: . На  определено 
правое действие группы  по закону композиции струй: 

: ↦ ∘ , 	 ∈ , 	 ∈ . 
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Данное действие является свободным и транзитивным на 
слоях расслоения .  

В качестве примера приведем координатное представление 
данного действия при 3: 

 
, 	 ,

3
, (1) 

где , 	 , 	 , 	 , , 	 , 	 , 	 , , ,  — коор-

динаты реперов ,  и струи  соответственно. 
Таким образом,  наделено структурой главного рас-

слоения с базой M, структурной группой  и канонической 
проекцией : → . 

Так как каждый p-репер определяет последовательность 
реперов всех низших порядков, то для любых p и q, таких, что 

, определен гомоморфизм главных расслоений 

: → , 	 ↦ . 

Всякое гладкое отображение : →  гладких многооб-
разий  и  порождает гомоморфизм расслоений реперов 

: → , 	 ↦ ∘ , 

называемый p-ым продолжением отображения . Если  — 
диффеоморфизм, то  — изоморфизм главных расслоений. 

Главное расслоение  изоморфно , то есть 
является тривиальным. В самом деле, благодаря наличию гло-
бального сечения 

: → , 	 ↦ , 

где : →  — трансляция на элемент ∈ , существует 
изоморфизм главных расслоений  на , задава-
емый по формуле 

, ↦ ∘ , 	 ∈ , 	 ∈ . 
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Тогда касательное пространство  представляется в 
виде прямой суммы 

≅ 	 ⊕ , 

причем 	  отождествляется с ≅  посредством 
изоморфизма , а  — с алгеброй Ли  группы Ли . 
Таким образом, 

 ≅ ⊕ . (2) 

 
2. Каноническая форма. Согласно [7], каноническая фор-

ма Θ на расслоении  — это векторнозначная диффе-
ренциальная 1-форма 

Θ: 	 → ⊕ , 

определяемая следующим образом. Пусть ∈ , 

где ∈ , положим  и заметим, 

что ∈ . Далее рассмотрим дифференциал 
продолжения  отображения  в точке ∈ : 

 Φ : 	 → . (3) 

Заметим, что поскольку  — локальный диффеоморфизм, Φ  
является изоморфизмом векторных пространств, а потому 
определено обратное отображение 

Φ : 	 → ≅ ⊕ . 

Тогда полагают 

 Θ Φ . (4) 

Иными словами, каноническая форма такова, что ее сужение 
на  представляет собой композицию дифферен-

циала канонической проекции  и линейного отображения 

Φ . 
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В связи с данной конструкцией возникает вопрос о кор-
ректности построения изоморфизма Φ : почему Φ  зависит 
лишь от репера , но не от представляющего его отображения 

? Обсуждению этого вопроса мы посвятим дальнейшую 
часть статьи. 

Прежде всего заметим, что ввиду разложения (2) отобра-
жение Φ  вполне определяется своими сужениями на каждое 
из прямых слагаемых  и  по отдельности. Эти сужения 
мы рассмотрим в нижеследующих пунктах. 

 
3. Сужение  на . Сужение Φ |  изоморфизма Φ  на 

первое слагаемое прямой суммы (2) полностью определяется 
набором векторов 

 , 	 1, ,  

где 

 ∈ 	 ⊂ .  

Тогда в силу цепного правила для дифференциала имеем 

 ∘ ∘ .  

Заметим, что ∘  есть сужение |  отображения  
на , причем для любого ∈ , лежащего в области опре-
деления отображения , имеем 

| ∘ . 

Итак, 

 | , (5) 

где |  действует по правилу 

 | : 	 ↦ ∘ . (6) 
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Лемма 1. Векторы  однозначно определяются репе-
ром θ, то есть не зависят от выбора его представителя . 

Доказательство. Рассмотрим локальную карту с коорди-
натами : →  в окрестности  точки . Обозна-
чим через 

, , , … , …  

локальные координаты репера θ относительно данной карты: 

 0 , 	 0 , 	 … , 	 … … 0 , (7) 

где ∘ , причем  — символ дифференцирования по , 

… …  ( 2). Тогда отображение |  имеет 
следующее координатное представление в локальной карте на 

 (см. п. 1): 

 , 	 … … , 	1 . (8) 

В силу (8) векторы  имеют следующее выражение: 

…

…
. 

С учетом (7) получим 

 ⋯ …
…

, (9) 

откуда видно, что данные векторы зависят лишь от репера θ. 
Лемма доказана. 

Замечание 1. В частности, при 3 имеем: 

 ,  

где ∈ . 
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Замечание 2. Репер ∈  1-го порядка определяет 
изоморфизм векторных пространств → , задаваемый 
базисом , . 

Замечание 3. Если 1, ∈ , , то 
′ , то есть вектор  проектируется в 

точности на вектор ′  для любого 1, . 
 
4. Сужение  на . Сужение Φ |  изоморфизма Φ  на 

второе слагаемое прямой суммы (2) полностью определяется 
векторами вида 

 , , (10) 

где 

 ∈ ≅ ⊂ , 			 , ∈ .  

Обозначение в левой части (10) оправдано следующей 
леммой. 

Лемма 2. Вектор ,  однозначно определяется выбо-
ром вектора ∈  и репера , то есть не зависит ни от репера 

, ни от выбора его представителя . 
Доказательство. Заметим, что отображение  перестано-

вочно с действием группы  на  и на  правыми 
сдвигами: 

⋅ ⋅ , 			 ∈ , 	 ∈ . 

В самом деле, пусть , , тогда 

⋅ ∘ ∘ ∘ ⋅ ⋅ . 

Поэтому сужение изоморфизма  на группу  (а значит, 
и дифференциал данного сужения в единице e) не зависит от 

, а определяется лишь действием группы  на слое рассло-
ения → , проходящем через точку : 

∘ ⋅ ⋅ , 
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и, таким образом, 

| : 	 → , 	 ↦ ⋅ . 

Тогда из определения дифференциала вытекает, что если 
: →  — произвольный путь на  с касательным векто-
ром  при 0, то 

 , | ⋅ , (11) 

причем, как известно, от выбора пути  значение дифференци-
ала отображения не зависит. Таким образом, правая часть (11), 
а значит, и вектор ,  зависят лишь от  и . Лемма дока-
зана. 

Замечание 4. Векторы ,  в каждой точке ∈  
образуют базис вертикального подпространства ⊂ , 

то есть подпространства, касательного к слою  рассло-
ения , где . 

Замечание 5. Из формулы (9) следует, что для каждого 
фиксированного ∈ 	  векторное поле  на , об-
разованное векторами , , в точности совпадает с фунда-
ментальным векторным полем на . соответствующим 
элементу . Отметим, что фундаментальные векторные поля 
определены на любом главном расслоении [4, с. 57]. 

Каждый элемент ∈  может быть единственным обра-
зом представлен в виде 

 ⋯ …
…

,  

где …

…
(1 ) — векторы натурального бази-

са алгебры Ли ≅  относительно стандартных координат 
на  (см. п. 2), а на координаты , … , …  накладывается 

требование симметричности по всем нижним индексам. 
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Для примера выведем выражение фундаментального век-
торного поля  в локальных координатах на расслоении 

, где 

 . (12) 

Уравнения пути : →  с касательным вектором (10) 
можно представить в виде 

 , 	 ,  

 ,  

где  — члены порядка малости больше единицы при → 0. 
Подставляя данные уравнения в (1), получим 

 ,  

 ,  

 ,  

где 

 
, 	 2 ,

3 3 .
 (13) 

Таким образом, в данном случае формула (11) дает следу-
ющее выражение для : 

 ,  

где коэффициенты , ,  выражаются по фор-
мулам (13). 

 
Заключение. Поскольку сужения Φ |  и Φ |  изомор-

физма Φ  вместе полностью определяют данный изоморфизм, 
из лемм 1 и 2 вытекает 
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Теорема. Изоморфизм  векторных пространств 
 и  определен формулой (3) корректно, то 

есть зависит лишь от репера  и не зависит от выбора пред-
ставителя  данного репера. 

Замечание 6. Изоморфизм Φ , определяемый репером 
∈ , наделяет касательное пространство  

базисом, состоящим из векторов 

 , 	 , 	 , 	 … 	, 	
…

,  

где 

… … , Φ … , 	1 . 

Замечание 7. Линейная оболочка  векторов , 1, , 
является n-мерным подпространством в , горизон-

тальным относительно проекции , и однозначно определяет-
ся репером . Отметим, что аналогичными свойствами обла-
дают R-плоскости на расслоениях k-джетов сечений локально 
тривиальных расслоений [1, с. 104]. 

Обсуждению вопроса о том, как вывести координатное 
представление для скалярных компонент формы Θ, получае-
мых при ее разложении по стандартном базису пространства 

⊕ , мы планируем посвятить отдельную статью. 
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On construction of the canonical form on the frame bundle 
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The detailed description of the construction of the canonical form on 

the higher order frame bundle over an n-dimensional smooth manifold is 
given. In particular, it is shown that some vector space isomorphism play-
ing the key role in this construction is defined correctly, i. e. it depends 
only on the frame of order p + 1 and does not depend on the choice of its 
representative, i. e. a local diffeomorphism which (p + 1)-jet is exactly this 
frame. This isomorphism acts from the direct sum of n-dimensional 
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arithmetic space and the Lie algebra of the p-th order differential group to 
the tangent space to the p-th order frame bundle over the manifold at the 
p-th order frame lying “below”. The action of this isomorphism can be 
splitted into two its restrictions. The first one acts from the first direct 
summand, and the second one acts from the second direct summand. It is 
shown that the first restriction depends only on the choice of the (p + 1)-fra-
me, while the second one is closely related to fundamental vector fields 
and therefore does not depend of this frame at all. 

 
Keywords: smooth manifold, jet, frame bundle, canonical form 
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