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V. Igoshin, E. Kitaeva 

 

ABOUT GEOMETRICAL CHARACTERISTICS 

OF THE QUADRATIC QUASIGEODESIC FLOWS 

 

As application of geometrical modelling [1] a series of results about 

mobility and geometrical characteristics of quadratic quasigeodesic flows 

(QF) with nonzero curvature it is received. In particular, it is proved the 

following 

Theorem 4. In order that a QF (M, f) with nonzero curvature have a 

maximal mobility, it is necessary and sufficient that the QF be 

projectively Euclidean and its events space have admits exactly n-1 of 

linearly independent vector fields of absolute parallelism (n = dimM >3). 
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О ПРОЕКТИВНО РИМАНОВЫХ 

КВАЗИГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ПОТОКАХ 

 
С помощью пульверизационного моделирования  

[1; 2] и результатов [3] получены теоремы о существовании 

римановой связности, проективно эквивалентной заданной 

симметричной аффинной связности, а также связности одно-

мерного квазигеодезического потока (КП). 
 

1. Пусть М – двумерное многообразие. На М задана произволь-

ная симметричная аффинная связность Г  коэффициентами )(xГ δα
βγ  
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( 2,...δ,γ,β,α1  ). Выясним, когда среди связностей, проективно 

эквивалентных Г , существует риманова связность .Г  

Искомая риманова метрика )(xgg δ
αβαβ   является решением 

системы дифференциальных уравнений в частных производных: 

 .gГgГ
x

g
ασ

σ
γβσβ

σ
γαγ

αβ





  (1) 

Система (1), очевидно, всегда интегрируема и множество ее решений 

– наборов функций )g,gg,(g 22211211   – образует вещественное вектор-

ное пространство. Условия полной интегрируемости (1) имеют вид: 

 0,RgRg αγδ
σ

σββγδ
σ

σα    (2) 

где σ
γχ

χ
δβ

σ
δχ

χ
γβ

σ
δβγ

σ
γβδ

σ
βγδ ГГГГГГR   – тензор кривизны связ-

ности Г . 

Тензоры кривизны α
δβγR  и α

δβγR  проективно эквивалентных 

связностей Г  и Г  удовлетворяют соотношениям (см.[5, c. 537]): 

 ),ψ(ψδψδψδRR βγγβ
α
δβδ

α
γγδ

α
β

α
δβγ

α
δβγ    (3) 

где 

 δγδγγδ ψψψψ  ,  (4) 

абсолютная производная γ  берется на базе связности Г . 

Существенно различные координаты тензора α
δβγR  можно запи-

сать так: 

 










,ψ2ψRR,ψRR

,ψRR,ψ2ψRR

2112
2
2

2
222

1
2

1
2

11
2
1

2
11221

1
1

1
1   (5) 

где использованы сокращенные обозначения
α
β

α
12β RR  . 

Полученные уравнения всегда совместны относительно  , сле-

довательно, тензор кривизны всегда можно представить в виде (3). 
Из условий (2) следует, что система уравнений (1) вполне инте-

грируема тогда и только тогда, когда тензор кривизны римановой 

связности Г  равен нулю: 0Rα
δβγ   – и, учитывая соотношения (3), 

 )ψ(ψδψδψδR βγγβ
α
δβδ

α
γγδ

α
β

α
δβγ  . 
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Согласно работе [5, c. 540], при n = 2 последнее условие выпол-

няется для любого тензора кривизны, так что необходимым и доста-

точным условием проективной евклидовости связности 
Г  являют-

ся лишь следующие соотношения: 

 0R3)RR(20,R3)RR(2 2
12

2
2

1
11

1
21

1
1

2
22  .  (6) 

Подставляя соотношения (5) в условия теоремы 2 [3, c. 12] и ис-

пользуя соотношения (6), получаем, что справедлива 

Теорема 1. Для того чтобы симметричная аффинная связ-

ность α
βγГ  была проективно эквивалентна римановой связности 

δ
α
γγ

α
β

α
βγ

α
βγ ψδψδГГ   на плоскости, необходимo, чтобы выполня-

лось одно из следующих взаимоисключающих друг друга условий: 

1)










,0R3)RR2(

,0R3)RR2(
2
12

2
2

1
11

1
21

1
1

2
22   2)





















,ψR

,ψR

,0ψψ2R

,0ψψ2R

11
2
1

22
1
2

2112
2
2

1221
1
1

 

3)















,ψR

,ψR

),ψ3(ψRR

11
2
1

22
1
2

2112
2
2

1
1

  4)















,ψR

,ψR

),ψ3(ψRR

11
2
1

22
1
2

2112
2
2

1
1

 

5)















,ψR

,ψR

),ψ3(ψRR

11
2
1

22
1
2

2112
2
2

1
1

  6)















,ψR

,ψR

),ψ3(ψRR

11
2
1

22
1
2

2112
2
2

1
1

 

в которых δγδγγδ ψψψψ  , причем абсолютная производная γ  

берется на базе связности Г . 

Замечание. Условие 1 теоремы 1 является также достаточным 

условием. 

Теорема 2. При выполнении одного из взаимоисключающих друг 

друга условий 2 – 6 теоремы 1 искомая метрика в соответствую-

щих случаях (если существует подходящее решение системы (1)) 

необходимо имеет вид 

2) 0,gg 2112     ,ψRgψRg 22
1
22211

2
111   где 0g22  , причем 

метрика собственно риманова, если     0ψRψR 22
1
211

2
1  , и псевдо-

риманова, если     0ψRψR 22
1
211

2
1  ; 
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3) 0g22  ,    1221
1
11211

2
111 ψ2ψRgψRg  , 0g12   (псев-

дориманова); 

4)    22
1
2221221

1
11211 ψRgψ2ψRg0,g  , 0g22   (псевдо-

риманова); 

5) ,0gg 2211   0g12   (псевдориманова); 

6)    11
2
1111221

1
112 ψRgψ2ψRg  , 

       11
2
11122

1
222 ψRgψRg   0g11  , причем метрика  

собственно риманова, если  

     211
2
11121

1
1 ψRψ2ψR      0ψRψR 11

2
122

1
2  ,  

и псевдориманова, если  

          0ψRψRψRψ2ψR 11
2
122

1
2

2

11
2
11121

1
1   

(в пунктах 2 – 6 0gαβ   – некоторые функции). 

2. Одномерный КП – это КП (R, f) на прямой R, который в каж-

дой карте x)(U,  на R задан обыкновенным дифференциальным 

уравнением 

 









dt

dx
t,x,f

dt

xd
2

2

. 

Для произвольного КП (М, f) можно построить [1; 2] геодезиче-

скую (пульверизационную) модель так, что в пространстве событий 

RMM   моделирующая КП (М, f) стандартная связность Г  обла-

дает свойством: ее геодезические линии совпадают с интегральными 

кривыми КП f. 

Определение. Назовем КП (М, f) проективно римановым, если его 

связность является проективно эквивалентной римановой связности. 

Теорема 3. Для того чтобы квадратичный КП, заданный урав-

нением 

     t)D(x,dtdxt)C(x,dtdxt)B(x,dtxd
222   

на прямой R был проективно римановым, необходимо, чтобы выпол-

нялось одно из следующих взаимоисключающих условий: 
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2)
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Замечание. Условие 1 теоремы 3 является также достаточным 

условием. 

Теорема 4. При выполнении одного из взаимоисключающих друг 

друга условий 2 – 6 теоремы 3 искомая метрика в соответствую-

щих случаях (если существует подходящее решение системы (1)) 

необходимо имеет вид: 

2) ,0gg 2112    ,ψ2C4CBDDgψg 222
2

1221111   

где 0g22  , причем метрика собственно риманова, если 

  0ψ2C4CBDDψ 222
2

111  , и псевдориманова, если 

  0ψ2C4CBDDψ 222
2

111  ;  

3) ,0g22    122121121111 ψ2ψB2Cgψg  , где 0g12   

(псевдориманова); 

4)   )ψBDD2C4(Cgψ2ψB2Cg 2212
2

2212212112  , 

,0g11   0g22  (псевдориманова);  

5) ,0gg 2211   0g12   (псевдориманова);  

6)     1
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
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2
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
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рика собственно риманова, если     
2
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2

112121 ψψ2ψB2C  

  ,0ψψBDD2C4C
1

112212
2 


 и псевдориманова, если 

      0ψψBDD2C4Cψψ2ψB2C
1

112212
22

11
2

112121 


(в пунктах 2 – 5 0gαβ   – некоторые функции). 
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ABOUT PROJECTIVELY RIEMANNIAN  
QUASIGEODESIC FLOWS 

 

The series of theorems is obtained on the basis of the method of 
pulverization modelling [1; 2] and the results of [3]. This theorems are 
about existence of the Riemannian connection, projectively equivalent to 
the given symmetric affine connection or connection of one-dimensional 
quasigeodesic flow. 
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О КОНФОРМНО КИЛЛИНГОВОМ ТЕНЗОРЕ 

НА РИМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ  

ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ 
 

Настоящая статья является продолжением работы авто-
ров [1] и посвящена изучению конформно киллинговых тен-
зорных полей на римановом многообразии постоянной нену-
левой кривизны. 

 

1. Введение и основной результат. 
Хорошо известно (см. [2]), что на n -мерном римановом много-

образии постоянной ненулевой кривизны С  произвольный кон-




