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Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 
(Российский государственный университет 

им. Иммануила Канта) 

 
О ГЛАВНЫХ ТОЧКАХ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 

ОТОБРАЖЕНИЙ, АССОЦИИРОВАННЫХ С 

КОМПЛЕКСОМ ГИПЕРКВАДРИК 

 
Продолжается изучение дифференцируемых отоб-

ражений n-мерного аффинного пространства в про-

странство центральных невырожденных гиперквадрик, 

образами которого являются n-параметрические семей-

ства гиперквадрик. Вводится понятие аналога главных 

точек точечных отображений. Этому аналогу дана гео-

метрическая характеристика. 

Рассмотрим аффинное пространство nA  размерности 

3n  . Отнесём его к подвижному реперу   e,AR , состоя-

щему из точки A  и n  линейно независимых векторов e  

 n,1,...,  . 

Центральная невырожденная гиперквадрика q  простран-

ства nA  является индуцирующей фигурой ранга 1CN 2
2n    

индекса n  [1]. Её уравнение запишется в виде: 

 01xa2xxa  



 , 

причём 

   0adet  ,   aa . 

Будем рассматривать комплексы (n-параметрические се-

мейства) nK  гиперквадрик q  в частично канонизированном 

репере 0R , который построен при 0αa . Возможность по-

строения такого репера следует из леммы Н.М. Остиану [2]. 
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Геометрически репер 0R  характеризуется тем, что A  − центр 

гиперквадрики q . 

Рассмотрим пространство  qR , образующим элементом 

которого является гиперквадрика q  n -мерного аффинного 

пространства nA . Структурными формами пространства  qR  

являются формы a ,   [3; 4]. 

Исследуем локальное дифференцируемое отображение: 

 qRqAC:f n   , где C  − центр гиперквадрики q , отне-

сённой к реперу 0R . Система дифференциальных уравнений 

отображения f  совпадает с системой дифференциальных 

уравнений комплекса nK : 
 a . 

В работе [3] показано, что геометрический объект 

   ,,a2  является фундаментальным объектом 

второго порядка отображения f . 

Пусть гиперквадрика  qRq0   с центром 0C  задаётся 

уравнением 01xxa
0


 , а гиперквадрика  qRq  − 

уравнением 01xa2xxa  



 . Рассмотрим гиперквад-

рику Q , которая определяется следующим уравнением: 

01xxa 
 . Геометрическая характеристика гиперквад-

рики Q  дана в работе [3]. 

Рассмотрим отображения: 

    qRQAC:fzq n
0   , 

     RAC:q n
0

1  , 

     RAC:q n
0

2  , 

где      qRQqRq:qz 0   ,  R  − пространство гипер-

плоскостей аффинного пространства nA ,   − поляра точки 
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0C  относительно гиперквадрики q ,  − поляра точки C  от-

носительно гиперквадрики Q . 

Пусть 
αX  − координаты центра C  гиперквадрики q . То-

гда согласно работе [5] уравнения отображений ψ , 1φ  и 2φ  

имеют, соответственно, вид: 

 3XX
2

1
Xaa

0

 



 ,  (1) 

 3XXXaa
0

 



 ,  (2) 

 3XXXaH
0

 



 ,  (3) 

где символ k  означает совокупность членов порядка малости 

kp   относительно приращений координат точки области 

определения. 

Уравнения касательных к отображениям  , 1  и 2  

дробнолинейных отображений   PK ,   QK
1

 и   SK
2

 

имеют, соответственно, вид [6]: 

 













XP1

X
aa
0

,  (4) 

 











XQ1

Xa
a

0

,  (5) 

 











XS1

Xa
H

0

,  (6) 

где тензоры P , Q  и S  определяют гиперплоскости  PH , 

 QH  и  SH , задаваемые, соответственно, уравнениями: 

01XP 
 , 01XQ 

  и 01XS 
 . Геометрическая ха-
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рактеристика гиперплоскостей  PH ,  QH  и  SH  дана в 

работе [3]. 

Уравнения касательных к отображению f , определяемому 

уравнениями (1) и (2), дробнолинейных отображений  PKf  

имеют вид (4), (5) при   PQ , т. е. при совпадении гипер-

плоскостей  PH  и  QH . 

Для рассмотрения главных точек дифференцируемых 

отображений a , где a , 1 , 2  и f , необходимы понятия 

 PKa  − главных прямых, введённых в работе [7]. 

Зададим кривую L  системой дифференциальных уравне-

ний 

 dt  ,  (7) 

где Rt . Продолжая систему (7), получим dtM  , 

dtNM   . Координатное представление отображения L  

имеет вид: 

 3tM
2

1
tX 2   .  (8) 

Определение 1. Прямая   называется  PKa −главной, 

если для всех касательных к ней в точке 0C  кривых вида (8) 

кривые La   и   LPKa 
   имеют аналитическое ка-

сание второго порядка [8]. 

  PK −главные,   QK
1

−главные и   SK
2

−главные 

направления принадлежат, соответственно, инвариантному 
конусу: 

   0P2  


,  (9) 

 0Qa
0









 

 ,  (10) 
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 0Sa
0









 

 .  (11) 

 PKf −главные направления принадлежат инвариантному 

конусу, определяемому уравнениями (9) и (10) при совпадении 

гиперплоскостей  PH  и  QH . 

Пусть nA  − расширенное аффинное пространство, полу-

чаемое из nA  присоединением точек несобственной гипер-

плоскости 0 . 

Определение 2. Точка nAA
~
  называется f  − главной 

точкой относительно точки 0C , если существует касатель-

ное дробнолинейное отображение  PKf  такое, что: 

1)прямая  A
~

,С0
 является  PKf  − главной; 2)гиперплоскость 

 PH , определяющая отображение  PKf , инцидентна 

точке A
~

. 

Аналогично определяются   − главные, 1  − главные и 2  

− главные точки относительно точки 0C . Если ясно, относи-

тельно какой точки 0C  точка A
~

 является главной, указание на 

точку 0C  будем опускать. Множество a  − главных точек бу-

дем обозначать символом a . 

Теорема 1. На каждой  PKa  − главной прямой суще-

ствует единственная a  − главная точка. 

Доказательство. Существование a  − главной точки 

непосредственно следует из определения 2. Докажем един-

ственность. Доказательство проведём для отображения f , так 

как для отображений  , 1  и 2  оно проводится аналогично. 

Пусть точка 
 eXA

~
Â  определяет направление, главное 

для  PKf  и  P̂K f . Тогда имеем 

 






  XXP̂2XXP2XX ,  (12) 
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 






  XXaP̂XXaPXX

00

.  (13) 

Необходимым и достаточным условием того, чтобы точка A
~

 

была f −главной, является её принадлежность гиперплоскости, 

задаваемой уравнением 01XP 
 . Рассмотрим на прямой 

 A
~

,C0
 f −главную точку B  с координатами X

~
, принадле-

жащую гиперплоскости с уравнением 01XP̂ 
  и конусам 

(12) и (13). Тогда имеет место равенство 1
~
 , т. е. A

~
B  . 

Теорема доказана. 

Объектом 








  ,,a
0

 второго порядка отображения 

f  определяются для каждой точки 
0C  алгебраические мно-

гообразия J  и J  







  21

JJJ
defdef

, задаваемые, соответ-

ственно, уравнениями: 

 0X2XX  



 ,  (14) 

 0XaXX
0

 



 .  (15) 

Их пересечение определяет алгебраическое многообразие 

fJ . Инвариантное алгебраическое многообразие aJ  будем 

называть индикатрисой отображения a . Заметим, что системы 

уравнений, определяющие индикатрисы fJ  и J , имеют не-

тривиальные решения только в специальных случаях, а инди-

катриса J  в общем случае состоит из 
n2  точек. 

Пусть множество   состоит из точки 0C . Имеет место 

следующая 
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Теорема 2. Множество a −главных точек a  состоит из 

точек индикатрисы aJ , не принадлежащих множеству  , 

т. е.  \Jaa
. 

Доказательство следует из уравнений (12—15) и уравне-

ний гиперплоскостей  PH ,  QH  и  SH . 

Следствие.  aaJ . 

Это следствие даёт геометрическую характеристику инди-

катрисы aJ  отображения a . 

Рассмотрим множество 
0

aJ  . В однородных координа-

тах множество 
0

fJ   задаётся системой уравнений: 

 0XX
00




 , 0XX
00




 , 0X
0

0
 . 

Аналогичным образом можно записать системы уравнений, 

задающие множества 0J   и 0J  . 

Рассмотрим конус aK , образующими которого являются 

прямые связки  0C , а направляющей − многообразие 
0

aJ  . 

Теорема 3. Множество направлений, определяемых в 

точке 0C  конусом aK , совпадает с конусом  0Ka  − главных 

направлений. 
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ABOUT THE MAIN POINTS OF DIFFERENTIATED 
DISPLAYS ASSOCIATED WITH THE COMPLEX OF 

HYPERQUADRICS. 
 
Studying of differentiated displays of affine n −space in space 

central non-degenerate hyperquadrics which images are 
n −parametrical families hyperquadrics proceeds. The concept of 

analogue of the main points of dot displays is entered. The geomet-
rical characteristic is given to this analogue. 
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