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Аффинные преобразования касательного расслоения  
общего пространства путей 

 
Исследуются инфинитезимальные преобразования 

касательного расслоения общего пространства путей. 
Общее пространство путей является обобщением про-
странства аффинной связности. По аффинной связности 
общего пространства путей построена аффинная связ-
ность на касательном расслоении. Для инфинитези-
мального преобразования касательного расслоения со-
ставлена система уравнений инвариантности построен-
ной аффинной связности. Эта система является систе-
мой дифференциальных уравнений второго порядка от-
носительно компонентов инфинитезимального преоб-
разования. Основные результаты статьи получены по-
средством анализа этой системы с учетом свойств одно-
родных функций. Показано, что полный лифт инфини-
тезимального преобразования базы является инфините-
зимальным аффинным движением касательного рассло-
ения тогда и только тогда, когда инфинитезимальное 
преобразование базы является аффинным движением в 
общем пространстве путей. Найдены необходимые и 
достаточные условия того, что инфинитезимальное пре-
образование касательного расслоения, порожденное 
вертикальным векторным полем, оставляет инвариант-
ной аффинную связность касательного расслоения. При-
водятся условия, которые являются также необходимы-
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ми и достаточными, чтобы сохраняющее слои инфини-
тезимальное преобразование касательного расслоения с 
аффинной связностью являлось аффинным движением. 

 
Ключевые слова: касательное расслоение, общее пространство пу-

тей, производная Ли, инфинитезимальное аффинное преобразование 
 
Пусть M — n-мерное дифференцируемое многообразие, 

T(M) — его касательное расслоение, ߨ: ܶሺܯሻ → -канони — ܯ
ческая проекция. 

Общее пространство путей [1] есть пара (M, H), где H — 
дифференциально-геометрический объект, заданный на каса-
тельном расслоении. Пусть ൫ݔ௜൯, где ݅ ൌ 1, ݊തതതതത, — система коор-
динат окрестности ܷ ⊂ В окрестности ഥܷ .ܯ ൌ -ଵሺܷሻ относиିߨ
тельно индуцированных координат ൫ݔ௜, ,݅ ௡ା௝൯, гдеݔ ݆ ൌ 1, ݊തതതതത, 
объект H имеет компоненты ܪ௜ሺݔଵ, … , ,௡ݔ …,௡ାଵݔ	 , -ଶ௡ሻ, одноݔ
родные второй степени относительно слоевых координат 
,௡ାଵݔ	 … ,  .ଶ௡ݔ

Векторное поле ܺ ∈  ሺܷሻ является инфинитезимальнымܨ
аффинным преобразованием в общем пространстве путей то-
гда и только тогда, когда 

௜௝߁௑಴ܮ
௛ ൌ 0.                                        (1) 

-௑಴ — обозначение производной Ли вдоль полного лифта векܮ

торного поля X [2], ߁௜௝
௛ ൌ

ଵ

ଶ

డమு೓

డ௫೙శ೔డ௫೙శೕ
 — компоненты аффинной 

связности Γ общего пространства путей. Условие (1) равно-
сильно условию ܮ௑಴ܪ

௛ ൌ 0. 
В [3] по аффинной связности Γ общего пространства путей 

строится аффинная связность ߁஼  на касательном расслоении 
T(M). Если база касательного расслоения — пространство аф-
финной связности ሺܯ, ஼߁ ሻ, то׏ ൌ  .஼׏

Аффинная связность ߁஼  называется полным лифтом аф-
финной связности Γ общего пространства путей. 
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В локальных координатах ൫ݔ௜,  ௡ା௝൯ окрестности ഥܷ объектݔ
஼߁  имеет компоненты 

ത௜௝߁
௛ ൌ ௜௝߁

௛, ߁ത௡ା௜	௝
௛ ൌ ௡ା௝	ത௜߁

௛ ൌ ௡ା௝	ത௡ା௜߁
௛ ൌ ത௜௝߁ ,0

௡ା௛ ൌ ௜௝߁ఙߜ௡ାఙݔ
௛, 

௝	ത௡ା௜߁
௡ା௛ ൌ ௡ା௝	ത௜߁

௡ା௛ 	ൌ ௜௝߁
௛, ߁ത௡ା௜	௡ା௝

௡ା௛ ൌ 0  ሺ݅, ݆, ݄, ߪ ൌ 1, ݊തതതതതሻ.        (2) 

В (2)  

ఙߜ ൌ
߲
ఙݔ߲

൅ ఙ߁
ఘ ߲
௡ାఘݔ߲

, ఙ߁	
ఘ ൌ 	 ఙఉ߁	

ఘ ,ߩሺ		௡ାఉݔ ߚ ൌ 1, ݊	തതതതതሻ. 

Запишем уравнения инфинитезимального аффинного пре-

образования തܺ ൌ ,ଵݔ஺ሺߦ … , ሻ	ଶ௡ݔ
డ

డ௫ಲ
 касательного расслоения 

T(M) со связностью ߁஼: 

߲஻஼
ଶ ஺ߦ	 െ ߲஽ߦ஺	߁ത஻஼

஽ ൅ ߲஻ߦ஽	߁ത஽஼
஺ ൅ 

൅߲஼ߦ஽	߁ത஻஽
஺ ൅ ത஻஼߁	஽߲஽ߦ

஺ ൌ 0		ሺܣ, ,ܤ ,ܥ ܦ ൌ 	1, 2݊തതതതതതሻ.          (3) 

Для инфинитезимальных аффинных преобразований каса-
тельного расслоения с аффинной связностью ߁஼  следующие 
утверждения. 

Теорема 1. Полный лифт ܺ஼  векторного поля Х окрестно-
сти U многообразия М является инфинитезимальным аффин-
ным преобразованием касательного расслоения T(M) с аф-
финной связностью ߁஼  тогда и только тогда, когда Х явля-
ется инфинитезимальным аффинным преобразованием обще-
го пространства путей. 

Доказательство. Пусть 

ܺ஼ ൌ ,ଵݔ௜ሺߦ … , ௡ሻݔ
߲
௜ݔ߲

൅ ,ଵݔ௜ሺߦ௡ାఙ߲ఙݔ … , ௡ሻݔ
߲

௡ା௜ݔ߲
 

— полный лифт векторного поля 

ܺ ൌ ,ଵݔ௜ሺߦ … , ௡ሻݔ
߲
௜ݔ߲

			ሺ݅, ߪ ൌ 1, ݊	തതതതതሻ, 

заданного на многообразии М, является инфинитезимальным 
аффинным преобразованием в пространстве ሺܶሺܯሻ,  ஼ሻ. Из߁
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дифференциальных уравнений (3) при ܣ, ,ܤ ܥ ൌ 	1, ݊തതതതത получим, 
что ܮ௑಴߁௜௝

௛ ൌ 0. Значит, Х является инфинитезимальным аф-
финным преобразованием в пространстве путей. Пусть теперь 
векторное поле Х является инфинитезимальным аффинным 
преобразованием в пространстве путей. Тогда в силу (1) не-
трудно показать, что ܮ௑಴߁ത஻஼

஺ ൌ 0, где ߁ത஻஼
஺  — компоненты объек-

та связности ߁஼ . Следовательно, ܺ஼  является аффинным преоб-
разованием в пространстве	ሺܶሺܯሻ,   .஼ሻ. Теорема доказана߁

Векторное поле തܺ касательного расслоения T(M) называет-
ся вертикальным [4], если для любой дифференцируемой функ-
ции f на многообразии М выполняется условие തܺሺ݂௏ሻ ൌ 0, где 
݂௏ — вертикальный лифт функции f, заданной на М, в каса-
тельное расслоение. В локальных координатах ൫ݔ௜, -௡ା௝൯ окݔ
рестности ഥܷ  

തܺ ൌ ,ଵݔ௡ା௜ሺߦ … , ଶ௡ሻݔ
߲

௡ା௜ݔ߲
. 

Теорема 2. Вертикальное векторное поле തܺ на T(M) явля-
ется инфинитезимальным аффинным преобразованием в про-
странстве ሺܶሺܯሻ, -஼ሻ тогда и только тогда, когда выполня߁
ются условия: 

a) തܺ ൌ ௏ܦ	 ൅	 ௏௑ܥ , где ܦ௏ — вертикальный лифт инфини-
тезимального аффинного преобразования  

ܦ ൌ ,ଵݔఈሺܦ … , ௡ሻݔ
߲
ఈݔ߲

 

в общем пространстве путей, 

௏௑ܥ ൌ ఉܥ
௛ሺݔଵ, … , ௡ାఉݔ௡ሻݔ

߲
௡ା௛ݔ߲

 

— вертикально-векторное поднятие аффинора ܥఉ
௛ሺݔଵ, … ,  ,௡ሻݔ

заданного на базе М [5]; 
b) ܦఉ	߁௜௝ఉ

௛ ൌ ௜௝ఉ߁ ,0
௛ ௡ା௦ݔఉܦ	௦ߘ	 	ൌ 0; 
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c) ߘ௝	ܥ௜
௛ ൌ ఈܥ ,0

ఉ	ݔ௡ାఈ	߁௜௝ఉ
௛ ൌ 0,  

ቀܥఉ
௛	ܭ௜	ఈ	௝

ఉ ൅	ܥఈ௦	ܭ௝	௜	௦
௛ ቁ ௡ାఈݔ ൌ 0. 

В условиях b), c) теоремы 2 ߘ௝ — ковариантная производ-

ная относительно связности Г, ܭ௜	ఈ	௝
ఉ  — компоненты тензора 

кривизны общего пространства путей, ߁௜௝ఉ
௛ ൌ

డ௰೔ೕ
೓

డ௫೙శഁ
 

ሺ݅, ݆, ݄, ,ݏ ,ߙ ߚ ൌ 1, ݊	തതതതതሻ. 
Доказательство. Пусть вертикально-векторное поле  

തܺ ൌ ,ଵݔ௡ା௜ሺߦ … , ଶ௡ሻݔ
߲

௡ା௜ݔ߲
	ሺ݅ ൌ 1, ݊	തതതതതሻ	 

касательного расслоения T(M) является инфинитезимальным 
аффинным преобразованием в пространстве ሺܶሺܯሻ, -஼ሻ. Ис߁
следуем уравнения (3), составленные для инфинитезимального 
аффинного преобразования തܺ. Из (3) при ܣ, ,ܤ ܥ ൌ 	݊ ൅ 1, 2݊തതതതതതതതതതതത 
имеем 

௡ା௜ߦ ൌ ఈ௜ܥ	 ሺݔଵ, … , ௡ାఈݔ௡ሻݔ ൅	ܦ௜ሺݔଵ, … , ,ሺ݅		௡ሻݔ ߙ ൌ 1, ݊	തതതതതሻ. 

При допустимых преобразованиях координат 

௜ݔ̅ ൌ ݂	ሺݔଵ, … , ,௡ሻݔ ௡ା௜ݔ̅ ൌ 	
߲݂௜

ఈݔ߲
 ௡ାఈݔ

окрестности ഥܷ, составляющие 	ܥఈ௜ ሺݔଵ, … ,  ௡ሻ, преобразуютсяݔ
как компоненты тензорного поля (1, 1), а ܦ௜ሺݔଵ, … ,  ௡ሻ — какݔ
компоненты векторного поля на М. Для тензорного поля 

ఈ௜ܥ൫ܥ ൯ и векторного поля ܦ ൌ	ܦఈሺݔଵ, … , 	௡ሻݔ
డ

డ௫ഀ
 сопоставим 

на ܶሺܯሻ векторные поля 

ܥ ൌ	௏௑ ఈ௜ܥ	 ሺݔଵ, … , ௡ାఈݔ	௡ሻݔ 	
డ

డ௫೙శ೔
௏ܦ ,  ൌ ,ଵݔ௜ሺܦ	 … , 	௡ሻݔ

డ

డ௫೙శ೔
. 

Тогда векторное поле തܺ ൌ 	 ܥ ൅ ௏௑	௏ܦ . Учитывая, что 

௡ା௜ߦ ൌ ఈ௜ܥ	 ሺݔଵ, … , ௡ାఈݔ௡ሻݔ ൅	ܦ௜ሺݔଵ, … ,  ,௡ሻݔ
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из (3) при следующих значениях индексов :,, CBA  
a) ܣ, ,ܤ ܥ ൌ 	1, ݊തതതതത; 
b) ܣ ൌ 	݊ ൅ 1, 2݊തതതതതതതതതതതത, ,ܤ ܥ ൌ 	1, ݊തതതതത; 
c) ܣ, ܥ ൌ 	݊ ൅ 1, 2݊തതതതതതതതതതതത, ܤ ൌ 	1, ݊തതതതത 

получим: 

ఉ	௝	௜߁	ఉܦ
௛ ൌ 0, ఈܥ	

ఉݔ௡ାఈ߁௜	௝	ఉ
௛ ൌ 0, 

߲௜௝	ܥఈ௛ݔ௡ାఈ െ	߁௜௝
ఉ	 ఉ߲ܥఈ௛ݔ௡ାఈ െ ఉܥ

௛ ቀݔ௡ାఈ߲ఈ߁௜௝
ఉ െ ௜௝௦߁	ఈ௦߁௡ାఈݔ

ఉ ቁ ൅ 

൅	߁ఉ௝
௛߲௜ܥఈ

ఉݔ௡ାఈ ൅	߁௜ఉ
௛	 ௝߲ܥఈ

ఉݔ௡ାఈ ൅ ఈܥ
ఉݔ௡ାఈሺ ఉ߲߁௜௝

௛ ൅ 

൅ݔ௡ା௦ ௦߲	߁௜௝ఉ
௛ െ ఉ߁	2

ఈ	߁௜௝ఈ
௛ െ ௜௝ఈఉ߁	௦ఈ߁	௡ା௦ݔ

௛ ሻ ൌ 0,	         (4) 

௜௝߁	஽಴ܮ	
௛ ൌ 	 ௜௝ఉ߁	

௛  ௡ା௦,                      (5)ݔఉܦ	௦׏	

௝ܥ	௜׏
௛ ൌ 0.                                         (6) 

Здесь ׏௜ — обозначение ковариантной производной отно-
сительно связности Г общего пространства путей, ܦ஼  — пол-

ный лифт векторного поля ܦ ൌ ,ଵݔఈሺܦ … , ௡ሻݔ
డ

డ௫ഀ
	 с базы на 

касательное расслоение, ܮ஽಴	 — обозначение производной Ли 

вдоль векторного поля ܦ஼ ௜௝ఈఉ߁ ,
௛ ൌ

డ௰೔ೕഀ
೓

డ௫೙శഁ
. 

В (4)—(6) индексы ݅, ݆, ݄, ,ߙ ,ߚ  принимают значения от 1 ݏ
до n. 

Если обе части соотношения (5) умножим на ݔ௡ା௜ݔ௡ା௝ и 
просуммируем по i, j, то в силу 	߁௜௝ఉ

௛ ௡ା௜ݔ	 ൌ 0	 получим, что 

൫ܮ஽಴	߁௜௝
௛൯ݔ௡ା௜ݔ௡ା௝ ൌ 0. Из этого соотношения, учитывая, что 

ݔ஽಴ܮ
௡ା௜ ൌ 0 и 	ܪ௛ ൌ ௜௝߁

௛	ݔ௡ା௜ݔ௡ା௝, имеем ܮ஽಴ܪ
௛ ൌ 0. Значит, 

векторное поле D является инфинитезимальным аффинным 
движением в пространстве путей. Но тогда из (5) следует, что 
௜௝ఉ߁	
௛ ௡ା௦ݔఉܦ	௦׏	 ൌ 0. Из (4) с учетом (6) получим, что 

	ቀ	ܥఉ
௛ܭ௜	ఈ௝	

ఉ ൅	ܥఈ௦ܭ௜	௝	௦
௛ ቁ ௡ାఈݔ ൅ ఈܥ

ఉݔ௡ାఈݔ௡ା௦ ௦߲߁	௝	௜	ఉ
௛ െ 

െܥఈ
ఉݔ௡ାఈሺ߁	ఉ

௦߁		௜	௝	௦
௛ െ ௩ఉ	௝	௜		߁	௦௩	߁௡ା௦ݔ

௛ ሻ	.                   (7) 
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В (7) ܭ௜௝௦	
௛  — компоненты тензора кривизны K общего про-

странства путей. Если продифференцируем соотношения 

ఈܥ	
ఉݔ௡ାఈ߁	௝	௜	ఉ

௛ ൌ 0	 по ݔ௦, а затем по индексу s просуммируем с 
 ௡ା௦, то, учитывая (6), придем к соотношениямݔ

ఈܥ	
ఉݔ௡ାఈݔ௡ା௦ ௦߲߁	௝	௜	ఉ

௛ ൌ െ߁	௝	௜	ఉ
௛ ቀ	ܥ௩

ఉ߁	௦ఈ௩ െ ௦௩	߁ఈ௩ܥ	
ఉ ቁ  ௡ାఈ.  (8)ݔ௡ା௦ݔ

Из 	ܥఈ
ఉݔ௡ାఈ߁	௝	௜	ఉ

௛ ൌ 0 нетрудно также получить, что 

௩ఉ	௜	௝	߁௡ା௦ݔ௦௩	߁	
௛ ఈܥ

ఉݔ௡ାఈ ൌ െ	ܥ௩
ఉ߁	௝	௜	ఉ

௛  ௡ା௦.          (9)ݔ௦௩	߁

С учетом (8) и (9) из (7) следует, что 

ቀ	ܥఉ
௛ܭ	௜	ఈ	௝

ఉ ൅ ௦	௜	௝	ܭఈ௦ܥ	
௛ ቁ ௡ାఈݔ ൌ 0. 

Таким образом, показано, что если вертикальное векторное 
поле തܺ на T(M) является инфинитезимальным аффинным пре-
образованием в пространстве ሺܶሺܯሻ, -஼ሻ, то для поля തܺ вы߁
полняются условия a), b), c). Справедливо и обратное утвер-
ждение. Любое векторное поле തܺ ൌ ௏ܦ ൅ ௏௑ܥ , где D — инфи-
нитезимальное аффинное движение в пространстве путей, 
	 ௏௑ܥ  — вертикально-векторное поднятие аффинора ܥఈ௜ ሺݔଵ, … ,  ௡ሻݔ
с базы М на касательное расслоение T(M), для которого вы-
полняются условия b), c), является инфинитезимальным аф-
финным преобразованием в пространстве ሺܶሺܯሻ,  .஼ሻ߁

Теорема 3. Инфинитезимальное преобразование തܺ каса-
тельного расслоения T(M), сохраняющее слои, является инфи-
нитезимальным аффинным преобразованием в пространстве 
ሺܶሺܯሻ,  ஼ሻ тогда и только тогда, когда߁

തܺ ൌ ܺ஼ ൅ ௏ܦ ൅  ,௏௑ܥ

где ܺ஼  ௏ — соответственно полный и вертикальный лифтыܦ ,
инфинитезимальных аффинных преобразований 

ܺ ൌ ,ଵݔ௜ሺߦ	 … , 	௡ሻݔ
߲
௜ݔ߲

, ܦ ൌ ,ଵݔ௜ሺܦ	 … , 	௡ሻݔ
߲
௜ݔ߲
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в пространстве путей на T(M), ܥ௏௑ — вертикально-вектор-
ное поднятие аффинора ܥఈ௜ ሺݔଵ, … , -௡ሻ с базы М на касательݔ
ное расслоение T(M), и выполняются условия b), c) теоремы 2. 

Доказательство. Пусть തܺ — инфинитезимальное аффин-
ное преобразование в пространстве ሺܶሺܯሻ, -஼ሻ, которое со߁
храняет слои. Так как തܺ сохраняет слои, то в локальных коор-
динатах ൫ݔ௜,  ௡ା௝൯ окрестности ഥܷ первые n компонент поля неݔ
зависят от слоевых координат ݔ௡ାଵ, … ,  ,ଶ௡ݔ

തܺ ൌ 	 ,ଵݔ௜ሺߦ … , 	௡ሻݔ
߲
௜ݔ߲

൅	ߦ௡ା௜ሺݔଵ,… , 	ଶ௡ሻݔ
߲

௡ା௜ݔ߲
. 

Обозначим через X проекцию векторного поля തܺ на базу 

М, ܺ ൌ ,ଵݔ௜ሺߦ	 … , 	௡ሻݔ
డ

డ௫೔
. Из уравнений (3), составленных для 

инфинитезимального аффинного преобразования തܺ при 
,ܣ ,ܤ ܥ ൌ 	1, ݊തതതതത, получим, что ܮ௑಴ܪ

௛ ൌ 0. Значит, X является 
инфинитезимальным аффинным преобразованием в общем 
пространстве путей. Но тогда в силу теоремы 1 векторное поле 
ܺ஼  является аффинным преобразованием в пространстве 
ሺܶሺܯሻ, -஼ሻ. В силу свойства производной Ли вертикальное век߁
торное поле ܻ ൌ തܺ െ ܺ஼  является аффинным преобразованием 
в пространстве ሺܶሺܯሻ, ܻ ,஼ሻ. Согласно теореме 2߁ ൌ ௏ܦ ൅ ௏௑ܥ , 
где D — инфинитезимальное аффинное преобразование в про-
странстве путей и выполняются условия b), c) теоремы 2. Зна-
чит,		 തܺ ൌ ܺ஼ ൅ ௏ܦ ൅  .௏௑ܥ

Справедливо и обратное утверждение. Любое векторное 
поле തܺ ൌ ܺ஼ ൅ ௏ܦ ൅  ሻ, гдеܯ௏௑ касательного расслоения ܶሺܥ
ܺ஼ - — соответственно полный и вертикальный лифты ин	௏ܦ ,
финитезимальных аффинных преобразований Х, D в про-

странстве путей, ܥ௏௑
 — вертикально-векторное поднятие аф-

финора ܥఈ௜ ሺݔଵ, … ,  ௡ሻ с базы М на касательное расслоениеݔ
ܶሺܯሻ, при выполнении условий b), c) теоремы 2 является аф-
финным движением в пространстве ሺܶሺܯሻ,  .஼ሻ߁
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In this paper, we study infinitesimal transformations of the tangent 
bundle of a common path space. The general path space is a generaliza-
tion space of the affine connectivity. By affine connectivity of the com-
mon path space, we construct an affine connection on the tangent bundle. 
For the infinitesimal transformation of the tangent bundle, a system of in-
variance equations for the constructed affine connectivity is compiled. 
This system is a system of second-order differential equations with res-
pect to the components of the infinitesimal transformation. The main re-
sults of the article are obtained by analyzing this system taking into 
account the properties of homogeneous functions. It is shown that the 
complete lift of an infinitesimal transformation of base is an infinitesimal 
affine motion of a tangent bundle if and only if the infinitesimal transforma-
tion of base is an affine motion in the general path space. Necessary and 
sufficient conditions are found that the infinitesimal transformation of a 
tangent bundle generated by a vertical vector field leaves the affine connec-
tivity of the tangent bundle invariant. Conditions are given that are necessa-
ry and sufficient so that the infinitesimal transformation of a tangent bundle 
with affine connectivity that preserves layers is an affine motion. 

 
Keywords: tangent bundle, general path space, Lie derivative, infini-

tesimal affine transformation 
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