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В евклидовом пространстве E n
 рассматриваются две гладкие гиперповерх-

ности M, M  и диффеоморфизм f :  M  M  вдоль нормали n к гиперповерх-

ности M . 

Обозначим F(M)  - R-алгебру дифференцируемых на т функций , T M)s

q ( - 

F-модуль дифференцируемых на M  тензорных полей типа (q,s), (M) - алгебру 

Ли векторных полей на M ,  - дифференцирование и <,> - скалярное произве-

дение в E
n
. 

Формулы Гаусса-Вейнгартена гиперповерхности M  имеют вид [1, c.36] 

 X XY = Y + b(X,Y)n,    AX,  
n       (1) 

где A T M),    X,Y M),    b T M),    b(X,Y)1

1

2

0  ( ( - вторая фундамен-

тальная форма, А - оператор Вейнгартена,  - связность Леви-Чивита метрики 

g(X,Y) =< X,Y>. 

Выполняются уравнения Гаусса-Кодацци 

R(X,Y) = b(Y, Z)AX - b(X, Z)AY,     dA(X,Y) = 0,   (2) 

где R(X,Y) = Z - Z - ZX Y Y X [ X, Y ]     - тензор кривизны связности , 

dA(X,Y) = AY - AX - A[X,Y]X Y   - внешний дифференциал поля А в связ-

ности  . 

Обозначим через r  - радиус-вектор точки p  M, через r - радиус-вектор 

точки f(p). Тогда отображение f :  M  M  имеет вид 

f(r) = r = r + n,    F(M).            (3) 

Откуда 

df(X) = X + (X n - AX,    X M).    

Отображение f индуцирует на М метрику g(X,Y) =< df(X),df(Y) >  и 

связность Леви-Чивита   метрики g . 

Пусть b  - вторая фундаментальная форма гиперповерхности M , n - орт 

нормали к M . 

Лемма 1. Имеет место равенство 

X XdfY - df Y = b(X,Y)n.        (4) 
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Доказательство. Покажем, что если b  удовлетворяет (4), то   есть связ-

ность Леви-Чивита метрики g . Имеем < dfZ, n >= 0,  

Zg(X,Y) =< dfX,dfY > + < dfX, dfY >=Z Z   

  < df X + b(Z,X)n,dfY > + < dfX,df Y + b(Z,Y)n.Z Z  

Откуда Zg(X,Y) = g( X,Y) + g(X, Y),Z Z   т. е. связность   согласована с 

метрикой g . Так как 

  X X YdfY = r,      X Y Y X [ X,Y ]r - r - r = 0,  

то получим 

df Y - df X - df[X,Y]+ b(X,Y)n - b(Y,X)n = 0.X Y   

Приравнивая к нулю касательные и нормальные составляющие к M , получим 
 

df( Y - X -[X,Y]) = 0,    b(X,Y)n - b(Y,X)n = 0.X Y   

Так как f - диффеоморфизм, то  X YY - X -[X,Y] = 0, 

b(X,Y) - b(Y, X) = 0,  т.е. кручение связности   равно нулю. Следовательно, 

 - есть связность Леви-Чивита метрики g , а билинейная форма b - симметрич-

ная. 

Разложим n  на касательную и нормальную составляющие 
 

n = U + n,    U (M),    F(M).    

Теорема 1. Если f :  M  M  отображение вдоль нормали к M , то 

  

X X XY = Y - (X AY - (Y AX - A)(Y) - b(X,Y)U,        (5) 

HessX,Y

   b(X,Y) + b(X,AY) - b(X,Y),     (6) 

где HessX,Y

   XY YX   - гессиан функции  в связности  , 

( A)Y = AY - A YX X Y  
- ковариантная производная поля A  в связности 

  . 

Доказательство. В силу (3),(1) имеем 

    X X XdfY = Y + b(X,Y)n + (XY n - (Y AX - (X AY - AY -  

- b(X,AY)n,    df Y = Y + ( Y)( )n - A Y.X X X X       

С другой стороны, 

X XdfY - df Y = b(X,Y)(U + n).   

Расписав левую часть и приравняв касательные и нормальные компоненты, по-

лучим (5) и (6). 

Рассмотрим g, b,A  в базисе X T M,   i = 1,...n -1.i p  

Теорема 2. Если f :  M  M  отображение вдоль нормали к M , то 

   n -1)H + b A g b gi k j

k i j

i j

i j  ,     (7) 
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где   g Hessi j

i j


- лапласиан функции  в метрике g , H - средняя кривизна 

гиперповерхности M . 

Доказательство. Расписав (6) в координатах и свернув с g i j
, получим (7). 

Если M - гиперплоскость, то A  0, 

 X XY = Y - b(X,Y)U,   n -1)H .     

В частности, если M - минимальная гиперповерхность, то функция  - горизон-

тальная и удовлетворяет уравнению Лапласса     

Если M - гиперсфера радиуса , то A = - 

  

 X XY = Y + X)Y + Y)X + c(X,Y)U,   

   


 
X) = Xln| c(X,Y) =

+
b(X,Y),  

  
 


n -1)H +

+
g gi j

i j .  
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ON A MAPPING OF A HYPERSURFACE ALONG NORMAL 

IN THE EUCLIDEAN SPACE 

 

A pair of smooth hypersurface M, M  and a mapping f:MM  along normal to the 

hipersurface M in Euclidean space are examined. Function  of distance between cor-

responding points of the hipersurface is considered. 
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Голономное и неголономное гладкие многообразия определяются в зависи-

мости от полноты дифференциалов элементов подвижного репера многообразия. 

Получены формулы, показывающие эквивалентность полноты этих дифферен-


