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О расширении касательного пространства 2-го порядка 

гладкого многообразия 
 

С использованием возмущения внешнего и обычно-
го дифференциалов введены отображения, позволяю-
щие строить несимметричные кореперы и реперы 2-го и 
более высоких порядков на гладком многообразии. Про-
изведено расширение касательного пространства 2-го по-
рядка к гладкому m-мерному многообразию за счет до-
полнения касательных векторов 2-го порядка к этому 
многообразию вертикальными векторами к расслоению 
линейных реперов над этим многообразием. 

 
Ключевые слова: гладкое многообразие, возмущение дифферен-

циала, деформация дифференциала, касательное пространство 2-го 
порядка, реперы и кореперы 2-го порядка 

 
Основываясь на применении внешнего и обычного диффе-

ренциалов D и d на гладком многообразии mX , построим 

расширенный аппарат, позволяющий получить несимметрич-
ные формы дифференциальных групп 2-го и более высоких 
порядков, а также несимметричные векторы касательного про-
странства 2-го и более высоких порядков. 
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Рассмотрим над m-мерным гладким многообразием mX  

главное расслоение касательных реперов )( mXL  со структур-
ными уравнениями [3] 

i
j

jid   ,                                      
(1)

 

i
jk

ki
k

k
j

i
jd   , 

i, j, k = 1, …, m. Его типовым слоем является линейная группа 
GL(m), действующая в касательном пространстве mTX . 

Формы инвариантного корепера { i
jk

i
j

i  ,, } относи-

тельно натурального корепера },,{ i
jk

i
j

i dxdxdx  выражаются по 

формулам [3] 
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,                              (2) 
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где ix   локальные координаты точки на многообразии mX . 

Слоевые координаты 1-го порядка i
jx  образуют невырожден-

ную матрицу, для которой 






  i
j x  — обратная матрица, то есть 

i
k

j
k

i
j xx 


. Слоевые координаты 2-го и 3-го порядков 

i
jkx , i

jklx  

симметричны по нижним индексам, в остальном слоевые ко-
ординаты произвольны и рассматриваются как независимые 
переменные [3, с. 149]. 

Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-
рует точку многообразия mX , а значит, и слой расслоения 

)( mXL . Следовательно, касательное пространство )( mXTL  
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содержит вертикальное пространство ][ j
im eXVL )( , касатель-

ное к слою в точке A. Вертикальные векторы имеют вид 
k
j

i
k

i
j xe   [14], ).(XLTx/ m

vq
p

p
q   

Каноническая форма 1-го порядка i
i   на многообра-

зии mX  связывает касательное )(spanTX im   и кокасатель-

ное )( i
m spanXT   пространства к этому многообразию в 

его текущей точке. Дифференциальные 1-формы i  образуют 
кобазис, сопряженный к подвижному базису }{ i , то есть 

i
jj

i  )( . Относительно натурального (голономного) репера 

 i
i x / , ji

ij xx  /2  векторы i , ij  раскладываются 

по формулам [9; 14]: 

j
j
ii x 


 , l

l
k

k
ijkl

l
j

k
iij xxxx 


 .               (3) 

Слоевые формы интерпретируются как компоненты инфи-
нитезимального перемещения векторного репера i , ji , удов-

летворяющего деривационным уравнениям [7] 

j
j

iij
j

id   , ijk
k

k
k
ijik

k
jkj

k
iijd    ,    (4) 

которые получены дифференцированием векторов (3). 
В силу (1) и (4) дифференциал канонической формы 

i
i   равен нулю. 

Пространство ),(spanXT ijim
2   в текущей точке много-

образия называется касательным пространством порядка 2, а 
также соприкасающимся пространством порядка 1 [8];  

)3(2
1  mmXdimT m

2 . 

Определим в пространствах mXT   и mTX  деформацию 

дифференциалов D и d с помощью внешнего поля ),( xxff i  
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и внутреннего поля )( ixff   , smm  ,1 . Например, 

0,1 


остальныеx
ff 


. В общем случае можно рассматривать 

...),()( i
jk

i
j x,xx  . В настоящей работе изучим случай, когда 

значения индекса  нумеруют элементы матрицы )( i
jx , то есть 

)()( i
jxx  , ),( i

j
k xxff  . Тогда 

0,1 


остальныеx

i
j i

j
ff , то есть в 

качестве функций i
jf  рассматриваются значения функций 

),( i
j

i xxff   на координатные линиях i
jx . 

 
1. Деформация внешнего дифференциала D в mXT   

 
Определение. Отображение  определяет возмущение 

внешнего дифференциала D на многообразии, если D  

снова является дифференциалом 0)( 2 D  (см., напр., [10, 
с. 8, 92]. 

Можно называть это возмущение внутренним, или голо-
номным. 

Определение. Отображение  определяет внешнее возму-
щение внешнего дифференциала D на многообразии, если D  
является дифференциалом вдоль линии   этого многообра-

зия, то есть 0)( 2 


D . 

Можно называть это возмущение неголономным. 
Для дифференциальной 1-формы   имеем (см.: [6]) 




T
dfDD 2)( 


,                       (5) 

где ),( xxff i . Будем называть многообразие деформирую-

щимся и обозначать mX


, а отображение D


 — внешним диф-

ференциалом на деформирующемся многообразии mX


, или 
внешней деформацией дифференциала D. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

98 

Закон (5) для p-форм имеет вид 




T

ppp

p

)p(dfDD
1




, ),( xxff i . 

или коротко (см., напр., [1; 11]) 




TppdfDD 1


. 

Замечание. В работе [1] рассматривается идея Э. Виттена 
[16] использовать функцию h, заданную на многообразии, для 
возмущения внешнего дифференциала d, то есть 
dt = d + tdh  , где t — вещественный параметр. При этом 
dt

2
 = 0. 
Замечание. Выражение, по форме аналогичное (1), встре-

чается у [2, с. 174] в следующей теореме. Пусть  — тензор-
ная p-форма типа  на главном расслоении H = H(Xm, Gr) со 
значениями в векторном пространстве VN. Тогда для внешнего 
абсолютного дифференциала D формы  относительно связ-
ности  на главном расслоении H справедливо 

D = d+*(), 

где *: g  gl(V) — гомоморфизм алгебр Ли, отвечающий 
представлению . 

Найдем деформацию внешнего дифференциала для ковек-
торов idx : 


*

)()(
T

iii dxdfdxDdxD


 
kj

j
i
k

ij
j dxdxfdxdxf  )( ][ . 

Откуда 

)( idxD
 kji

jk dxdxN 
~

, fN j
i
k

i
jk ][

~
  . 

Замечание. В работе [5, с. 42; 13] рассматривается внешний 
дифференциал на деформирующемся многообразии [5, с. 38, 
86; 13] со свойством d(dxi  dx j …)  0. 
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Для 1-формы i
idxa  справедливо равенство 

ji
ij dxdxxDD  


, fax ijij ][  . 

Отображение 



T

p

p

)p(df
1

  определяет внешнее воз-

мущение внешнего дифференциала D. 
Теорема [6]. Справедливы следующие свойства отобра-

жения D


: 
10. Аддитивность и градуированная косокоммутатив-

ность: 

pppp

DDD 


 )( , 
qp

p
qpqp

DDD 


 )1()()( . 

20. Обобщенный дифференциал функции )x,g(xg i  , то 

есть 0-формы, совпадает с ее обычным дифференциалом 

dggD 


, т. к. степень p = 0. 

30. Если dg  — полный дифференциал функции 

),( xxgg i , то ji
ji

dxdx
x

g
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D 










. В частности,  

0)( fdD


, 0)( dxD


. 

40. Если ij
i dxxxa ),(   , то второй дифференциал дает-

ся формулой 
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ij dxdxD 2
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где 
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 . 

В частности, 0)(2 
dxaD


. 
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Для свойства 30 справедливы вычисления 
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)()(


 , 

0)()(  T

j
j dffdxfdDfdD


, 

0)()(  T

j
j dxfdxdxDdxD 

. 

Для свойства 40 справедливы вычисления 
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]
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  — кососимметричные 1-фор-

мы. 
Замечание. В работах [12; 13; 15; 16] рассматривается де-

формация внешнего дифференциала, которая является диффе-
ренциалом при ограничении на некоторое подпространство. 
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2. Деформация дифференциала d в mTX  

 

Дифференциал касательных векторов 
i

i
i

i

x
vvv



  в ба-

зисе }/{}{ i
i x  определяется по закону 

mm
2

ij
ji

i
i

mi
i XTXTdxvdvvdTXvv:d   . 

Аналогично определяется дифференциал касательных век-

торов i
ivv   в базисе }{ i  [7; 14]: 

i
i

i
i

mi
i dvdvvdTXvv:d    . 

При этом 0)( vdD . 

Определение. Внешней деформацией дифференциала ка-

сательных векторов i
ivv   назовем оператор d


, определяе-

мый по правилу 

  m
2

T

j
i

i
jm XT)f(vdvd)v(dXTv:d








, )( ki

j
i
j xff  . 

Будем считать, что 

 



T

j
i

i
j )f(vdvd)v(d)v(D


, )( ki

j
i
j xff  . 

Будем говорить, что отображение  определяет внешнее 
возмущение дифференциала d на многообразии, если d  
является дифференциалом вдоль линии   этого многообра-

зия, то есть 0))())((( 2 


 vdD , или формально 

0)( 2 


d . 

Отображение  



T

j
i

i
j )f(vdv)(  определяет внешнее воз-

мущение дифференциала d. 
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Замечание. Отображение   
T

i
ifvd )(  определяет внут-

реннее возмущение дифференциала d. 

В частности, для касательных векторов 
ii

x


  оператор 

d


 дает 

  jq
p

p
qijii dxfd)(d 


. 

Таким образом, 
jq

p
p

ijqiji dxNd  )()(


, 

где коэффициенты p
ijqN  объекта q

p
jp

ijq dxN   имеют вид 

p
qij

p
ijq fN  . 

Происходит расширение касательного пространства 2-го по-

рядка m
2 XT  с помощью вертикальных векторов  

)/ m
vq

p
p
q L(XTx  . 

 
3. Совпадение внешних дифференциалов форм  

вдоль линий 
 

Дифференцируем формы (21) с помощью D
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Откуда следует 

iD
 i

j
j   ,                                     (6) 

)( ][
i
k

l
jl

i
jk

ki
jk

i
j

i
j    xfNN 


 .              (7) 

Учитывая (22), найдем 

ki
jk

i
k

k
j

i
j xdxx   


, 

где i
jk

i
jk

i
jk  Nxx 

, причем i
jk

i
jk  Nx ][


. 

При фиксации точки многообразия структурные формы 
i
j

i
j  ,


 группы GL(m) совпадают, то есть справедливо равен-

ство 

00 


kk

i
j

i
j 

 . 

Линия  на многообразии mX  задается уравнениями 

 ii  . Параметрическая форма   удовлетворяет внешне-

му уравнению 1 D , позволяющему найти дифферен-

циальные уравнения на коэффициенты i : 

 iii
11  , 

где 
i
j

jii d   . 

Линия  на многообразии mX


 задается уравнениями 

 ii  , причем 1 D


 и 

 iii
11 


, 

где i
j

jii d  
 . 

Очевидно равенство 
00 

 ii 



 дифференциальных тен-

зорных операторов 


 и   при фиксации точки многообразия. 
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Утверждение. Вдоль линии :  ii   дифференциалы D


 

и D совпадают, то есть 


 ii DD 


, 

поскольку kji
jk

ii NDD  


. 

Замечание. Если ii dx , то есть i
j

i
j x 


, то функции (ср. 

[4]) 

i
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i
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l
jl

i
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][ 


 

остаются несимметричными. 

 
4. Несимметричные векторы репера 2-го порядка 

 

Применим d
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  (31). По-
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Тогда 
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 , 

то есть j
iji   

 , где j
j
i d  

 ii . 

Новые векторы 2-го порядка ij   имеют вид 
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Симметричные векторы ij   (32) определяют касательное 

пространство 2-го порядка к многообразию mX , то есть 

 ijkm
2

 spanXT  , . Новые векторы ij   несимметричны и 

k
k
ijij N  ][


. 

Теорема. Касательное пространство 2-го порядка 

   p
qijkijkm

2 spanspanXT   ,,,  
 деформирующегося 

многообразия mX


 получается дополнением пространства 

m
2 XT  векторами )/ m

vq
p

p
q L(XTx  . 

Замечание. Для построенных дифференциалов справедливо 

jii
jk

ii NDD  


, 

q
p

jp
ijqii Ndd  


. 

Учитывая структурные уравнения (6), формула для внеш-
него дифференциала аналогична структурным уравнениям в 
работе [9]. 

 
5. Несимметричные формы корепера 2-го порядка 

 
Продифференцируем выражения новых форм (7) с помо-

щью дифференциала D


: 

.][][ 
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Здесь и в дальнейшем альтернирование производится по 
крайним индексам в квадратных скобках. Откуда 

i
kj

ji
k

k
j

i
jD    ,                          (8) 
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где 
i
kj

i
kj

i
kj  

, 

li
kj

s
ls

i
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s
kj

i
kj

i
kj xxfNNN  






 



][][
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При фиксации точки базы имеем 

p
q

i
k]

l
[j

q
pl

i
jk

i
jk

i
jk

i
jk

i
jk dxxf

lll









000

 . 

Видно, что структурные формы i
jk , i

jk  дифференциаль-

ных групп 2-го порядка, действующих в касательных про-
странствах 2-го порядка  

 ijkm
2

 spanXT  ,  

и  

   p
qijkijkm

2 spanspanXT   ,,,  
, 

не совпадают. 
Замечание. В работе [4] рассматривается неголономная диф-

ференциальная группа, определенная инвариантными форма-
ми, подчиненными лишь структурным уравнениям вида (6), 
(7) без дополнительных условий симметрии на эти формы. 

Формулы (6), (8) аналогичны соответствующим формулам 
в работе [9]. 

Рассмотрим альтернирование форм i
jk : 

.][][][][][
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i
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i
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s
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Поскольку ),( i
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. 
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Значит, формы i
jk  несимметричны даже в точке. Получи-

ли расслоение несимметричных кореперов на гладком много-

образии mX


. Отметим, что новые формы несимметричны да-

же при фиксации точки многообразия, то есть 

0][ i
jk  ( kmod ). 

Замечание. Если )( ixff  , то 0
0


l

i
kjN





. Тогда  

0
0

][ 
l

i
jk 

 , 

то есть в точке формы i
jk  симметричны. Получили расслое-

ние симметричных кореперов. 

Продифференцируем (6) с помощью D


: 

 
 

.i
kj

kji
jk

kj

i
jk

ki
k

k
j

ji
j

j
k

k

i
j

ji
j

jii2 DDDDD



















 

Таким образом, 

kji
jk

i2D  


, 

что соответствует свойству 40. Причем 

0][ i
jk  )(mod i . 

Вдоль линии :  ii   получаем 

0


 i2D


. 
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Дифференцируем каноническую форму i
i   с помо-

щью :D


 

.jiq
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p
lkq
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k
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k
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k
j
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j
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j
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i
i

i
j

j

i
i

i
i

NxxNexxx

dDD

    

  













 











︶︵  

Учитывая симметрию входящих функций и антисиммет-
рию внешнего произведения, получим 

jiq
p

p
lkq

k
j

l
ik

k
ij NxxND    



︶︵


, 

то есть .D 0
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Using the perturbation of the exterior derivative and ordinary diffe-
rential, mappings are introduced that enable us to construct non-symmet-
rical second-order frames and coframes on a smooth manifold. It is shown 
that the extension of the second order tangent space to a smooth m-dimen-
sional manifold is carried out by adding the vertical vectors to the linear 
frame bundle over the manifold to the second order tangent vectors to this 
manifold. 

A deformed external differential is widely used, which is a differen-
tial, i. e., its reapplication vanishes. We introduce a deformed external dif-
ferential being a differential along the curves on the manifold, i. e., its re-
peated application along the curves on the manifold gives zero. 

 
Keywords: smooth manifold, differential perturbation, deformation of 

differential, second order tangent space, second order frames and coframes 
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