
Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 106 

 
УДК 574.76 

 
В. С. Малаховский 

 
(Балтийский федеральный университет им. И. Канта, 

г. Калининград) 
 

О ПРИНЦИПИАЛЬНЫХ ОШИБКАХ 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ОБОБЩЕННОГО СИМВОЛА 

КРОНЕКЕРА В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 
 

Дан анализ принципиальных ошибок, порожденных 
некорректным применением обобщенного символа 
Кронекера в дифференциально-геометрических иссле-
дованиях. 

 
Ключевые слова: ковариантный дифференциал, 

обобщенный символ Кронекера, распределение, пфаф-
фовы системы, относительная инвариантность, пра-
вильная продолжаемость. 

 
§1. Что такое «обобщенный символ Кронекера»? 

 
Введенный в XIX в. символ Кронекера 

 K
J

0, если  J K ,

1, если  J K



  

  I ,J ,K 1,n   (1.1) 

стал широко использоваться в различных областях математи-
ки. Особую роль он играет в дифференциально-геомет-
рических исследованиях. Являясь аффинором, этот символ по-
зволяет геометрам не только упрощать записи формул и диф-
ференциальных уравнений, но и осуществлять операции, при-
водящие к появлению новых геометрических объектов. Как 
следует из формул (1.1), в символе Кронекера K

J  верхний и 
нижний индексы пробегают одинаковые подмножества нату-
ральных чисел. 
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Однако в начале XXI в. появился цикл научных публика-
ций, в которых использовались символы Кронекера с верхним 
и нижним индексами, когда значения индексов одного уровня 
охватывают значения индексов другого уровня, но не наобо-
рот. Именно такие системы величин 

 ,  , ,  i J J
J J i


      (1.2) 

  i, j ,k 1,m; , , m 1,n; I ,J ,K 1,n; m n        

стали называть обобщенными символами Кронекера. Каждый 
математик вправе вводить любые новые понятия, не противо-
речащие логике. Однако при осуществлении общепринятых 
дифференциально-геометрических операций (в частности, 
тензорных) необходимо учитывать, что системы величин ,i

  

i
  — это просто совокупность нулей, составляющих безын-

дексный объект  0 . 

К сожалению, используя в научных публикациях обобще-
нные символы Кронекера, авторы ряда работ не учитывают, что 
искусственное присоединение нулей в принципе не может по-
влиять на характер исследования, осуществляемого корректно. 

Даже простейшие примеры показывают, что формальное 
присоединение нулей порождает «новые» системы величин, 
которые в действительности являются величинами исходной 
системы и системой нулей: 

 i i i
J i J J J j i j j iA a , B b  A a a ; A a 0;

             

 i iB b 0; B b b 
         .  (1.3) 

 

§2. О двух принципиальных ошибках  
при использовании обобщенных символов Кронекера 

 
Среди принципиальных ошибок, возникающих при некор-

ректном применении обобщенных символов Кронекера в 
дифференциальной геометрии, наибольшее опасение вызыва-
ют две. 
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1. Использование обобщенного символа Кронекера в урав-
нениях структуры. 

2. Задание ковариантных дифференциалов обобщенных 
символов Кронекера, являющихся тождественными нулями, 
ненулевыми линейными комбинациями компонент дериваци-
онных формул репера. 

Эти принципиальные ошибки обусловливают некоррект-
ность результатов научных исследований и порождают теории 
на пустом множестве. 

Рассмотрим конкретные примеры, иллюстрирующие не-
корректное использование обобщенного символа Кронекера в 
указанных случаях. 

В работе [8] обобщенные символы Кронекера используют-
ся при задании уравнений структуры (формулы (8, 9)), приме-
нение которых к системам пфаффовых уравнений (формулы 
(6) на с. 151 и (21) на с. 155) приводит к системам квадратич-
ных уравнений, не разрешаемых по лемме Картана: 

(6):   L
i K K iKL 0,   

           

(211):  i i L
K K KL 0,  

             (2.1) 

(212): 
i k i L
j K k jKL 0,

          

(213): 
L

K i iKL 0.
         

Значит, системы (6) и (21) не являются правильно продол-
жаемыми. 

В работах [5—8] используются уравнения 

 i i k K
J J J J kK0,    

           ,  (2.2) 

называемые автором «уравнениями для обобщенных символов 
Кронекера i

J , J
 » [8, с. 155]. Здесь и в дальнейшем  — 

символ ковариантного дифференцирования. 
Как же выводит автор эти уравнения? На страницах 154—

155 [8] сказано: «Предварительно из очевидного равенства 
0I

J   с учетом уравнений (4) (т. е. уравнений J
i iJ
    ) 
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распределения nS  получим уравнения для обобщенных сим-

волов Кронекера ,  i
J J

  » (т. е. уравнения (2.2)). Однако 

 
def

I I I K K I I I
J J K J J K J Jd 0                 (2.3) 

не уравнения, а тождества. В тождествах же подстановка вме-
сто индекса I  индексов i  и   снова приводит к тождествам: 

,

i i i K K i
J J K J J K

i j i K i i i
j J J J K J J

d

0


     

       

    

       
 

.

K K
J J K J J K

i K
i J J J K J J

d

0

   

     


     

       

    

       
 

(2.4) 

Следовательно, автор постулирует для символов i
J , J

  

классическое правило ковариантного дифференцирования: 

  

,

i i i K j i
J J K J J j

i j i j i i j i
j J J J j J J j

d




     

        

    

      
 

.

K K
J J K J J K

i
i J J J J J

d   

       
  

     

        

    

      
 

(2.5) 

Однако такое постулирование неприменимо к обобщен-
ным символам Кронекера, так как совокупность нулей ,  i

j


  , 

формально записанных в виде величин, снабженных нижними 
и верхними индексами, являются фактически безындексными 
объектами-нулями и их в принципе нельзя использовать как 
величины, снабженные индексами, при записи ковариантных 
дифференциалов по классическому правилу. Полагая в симво-
лах ,  i

J Ja a   вместо индекса J  составляющие его индексы k  

и  , получим: 
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;   ;
def

i i i i
k k k 0 0 d0 0              

;   .
def

k 0 d0 0 0   
                

(2.6) 

Следовательно, 
 ,   .i

J J0 0       (2.7) 
Подставляя (2.7) в (2.2), получим: 

 ,    i
iK i0 0 0 

        (2.8) 

— противоречие, так как в распределении nS  плоскости 

 1, ,..., mA A A  и  1,...,m nA A  не могут быть стационарными. 

К сожалению, аргументированные доказательства (см. [2; 
4]) невозможности использования в дифференциально-
геометрических исследованиях формул (2.2) проигнорированы 
автором в работе [8]. 

Из изложенного вытекает, что использование обобщенных 
символов Кронекера в уравнениях структуры и замена ковари-
антных дифференциалов этих символов, являющихся тожде-
ственными нулями, на ненулевые линейные комбинации форм 

i
  и k

  по формулам (2.2) приводят к принципиальным 
ошибкам, сводящим результаты исследований к теориям «на 
пустом множестве». 
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ДЕЙСТВИЕ  

ТЕНЗОРНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА  
НА ПОДОБЪЕКТАХ 

 
В проективном пространстве рассмотрены диффе-

ренциальные уравнения компонент символа Кронекера 
и дифференциальные сравнения для компонент квази-


