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Доказательство непосредственно вытекает из уравнений (14). 
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О ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ КЕНМОЦУ  

6-МЕРНЫХ ЭРМИТОВЫХ  

ПОДМНОГООБРАЗИЙ АЛГЕБРЫ КЭЛИ 
 

Доказано, что гиперповерхность Кенмоцу 6-мерного эр-
митова подмногообразия алгебры октав минимальна в том и 
только том случае, если ее типовое число равно четырем. 
Также доказано, что минимальная гиперповерхность Кенмоцу 
6-мерного эрмитова подмногообразия алгебры октав не может 
быть вполне омбилической. 

 
1. Теория почти контактных метрических структур занимает од-

но из ведущих мест в современных дифференциально-геометричес-
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ких исследованиях. Это объясняется как многочисленными прило-
жениями ее в математической физике (например, в классической ме-
ханике [1] и в теории геометрического квантования [2]), так и богат-
ством внутреннего содержания самой теории, а также ее теснейши-
ми связями с другими разделами геометрии. 

Напомним, что почти контактной метрической структурой на не-

четномерном многообразии N называется такая система  g,,,   

тензорных полей на этом многообразии, где  – поле тензора типа 

)1,1( ;   – векторное поле;   – ковекторное поле;  ,g  – римано-

ва метрика. При этом должны выполняться условия: 

 1)(  ; 0)(   ; 0 ;   id2 ; 

)()(,, YXYXYX  , )(, NYX  , 

где )(N  – модуль гладких векторных полей на многообразии N. При-

мером почти контактной метрической структуры является косимплек-

тическая структура, характеризуемая тождеством 0 , где   

– риманова связность метрики g . Многообразия, наделенные такой 

структурой, локально эквивалентны произведению келерова многооб-

разия на вещественную прямую [3]. 

Почти контактные метрические структуры тесно связаны с почти 

эрмитовыми (almost Hermitian, AH-) структурами. Например, если 

 ),,,,( gN   – почти контактное метрическое многообразие, то 

на многообразии RN   индуцируется почти эрмитова структура [4]. 

Если эта почти эрмитова структура интегрируема, то исходная почти 

контактная метрическая структура называется нормальной. Нор-

мальная контактная метрическая структура называется сасакиевой 

[4]. Сасакиевы структуры можно охарактеризовать и с помощью 

тождества 

 ,)(,)( XYYXYX    )(, NYX  . (1) 

Сасакиевы структуры, например, индуцируются на вполне ом-

билических гиперповерхностях келеровых многообразий [4]. Они 

обладают многими замечательными свойствами и играют фундамен-

тальную роль в контактной геометрии. 

(1) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 14 

В начале семидесятых годов двадцатого века Кенмоцу ввел в 

рассмотрение класс почти контактных метрических структур, харак-

теризуемых тождеством [5]: 

 ,)(,)( XYYXYX    )(, NYX  . (2) 

Многообразия Кенмоцу нормальны и интегрируемы, но не являют-

ся контактными, и, стало быть, не могут являться сасакиевыми [5]. Не-

смотря на внешнее сходство тождеств (1) и (2), свойства многообразий 

Кенмоцу в определенном смысле полярны свойствам сасакиевых мно-

гообразий. Заметим, что исчерпывающее описание многообразий Кен-

моцу, а также множество различных примеров таких многообразий со-

держится в новейшем исследовании [6] по данной тематике. 

Данная статья посвящена гиперповерхностям Кенмоцу 6-мерных 

эрмитовых подмногообразий алгебры Кэли. Она является продолжени-

ем исследований автора, ранее рассматривавшего почти контактные 

метрические структуры на гиперповерхностях 6-мерных подмногообра-

зий алгебры октав (см., например, [7 – 9] и др.). Отметим, что исследо-

ванием различных аспектов геометрии, 6-мерных почти эрмитовых 

подмногообразий алгебры Кэли занимались такие авторитетные гео-

метры, как А. Грей, Е. Калаби (США) и В.Ф. Кириченко (Россия). 

2. Как известно, почти эрмитовой структурой на четномерном 

многообразии M
2n

 называется пара   ,, gJ , где J – почти ком-

плексная структура;  ,g  – риманова метрика на этом многооб-

разии. При этом J и  ,g  должны быть согласованы условием 

).(,,,, 2nMYXYXJYJX   

Здесь )( 2nM  – модуль гладких (класса C ) векторных полей 

на многообразии M
2n

. Многообразие с фиксированной на нем почти 

эрмитовой структурой называется почти эрмитовым (AH-) многооб-

разием. С каждой AH-структурой   ,, gJ  на многообразии M
2n

 

связано поле дважды ковариантного кососимметрического тензора 

(т.е. 2-формы), определяемого равенством 

)(,,,),( 2nMYXJYXYXF   

и называемого фундаментальной (или келеровой) формой структуры. 

(2) 



М.Б. Банару 

 15 

Пусть  },,{,2 gJM n  – почти эрмитово многообразие. Зафик-

сируем точку nMp 2 . Пусть )( 2n
p MT  – пространство, касательное 

к многообразию M
2n

 в точке p,   ,, pp gJ  – почти эрмитова струк-

тура, порожденная парой   ,, gJ . Реперы, адаптированные почти 

эрмитовой структуре (или А-реперы), устроены следующим обра-

зом: ),,,,,,( ˆ1̂1 nnp   , где a  – собственные векторы оператора 

структуры, отвечающие собственному значению оператора 1i , а 

â  – собственные векторы, отвечающие собственному значению i . 

Здесь индекс a принимает значения от 1 до n; naa ˆ . Матрица опе-

ратора структуры в А-репере в точке p имеет вид 

   









n

nk
j

-iI

iI
J

0

0
, 

где nI  – единичная матрица порядка n; k, j  =  1,…, 2n. Хорошо из-

вестно [10], что матрицы римановой метрики g и фундаментальной 
формы F в А-репере примут соответственно вид 

  ;







0I

I0
g

n

n
kj    .










0iI-

iI0
F

n

n
kj  

Пусть 8
RO   – алгебра Кэли. Как известно [11], в ней опреде-

лены два неизоморфных 3-векторных произведения: 

;,,,)(),,(1 YXZXZYZYXZYXZYXP   

.,,,)(),,(2 YXZXZYZYXZYXZYXP   

Здесь OZYX ,, ; ,  – скалярное произведение в O , XX   – 

оператор сопряжения в O . При этом любое другое 3-векторное про-

изведение в алгебре октав изоморфно одному из вышеуказанных. 

Пусть O6M  – 6-мерное ориентируемое подмногообразие ал-

гебры Кэли. Тогда на нем индуцируется почти эрмитова структура 

  ,, gJ , определяемая в каждой точке 6Mp  соотношением 

 ,2,1),,,()( 21   eeXPXJ  
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где  21, ee  – произвольный ортонормированный базис нормального к 

6M подпространства в точке p, )( 6MTX p  [11]. Подмногообразие 6M  

называется эрмитовым, если индуцированная на нем почти эрмитова 

структура интегрируема. Напомним [12], что точка 6Mp  называется 

общей, если )( 6
0 MTe p , где 0e  – единица алгебры Кэли. Подмногооб-

разия, состоящие только из общих точек, называются подмногообразиями 

общего типа [12]. Все рассматриваемые далее подмногообразия O6M  

подразумеваются подмногообразиями общего типа. 
3. Прежде чем привести основные результаты данной статьи, от-

метим, что типовым числом гиперповерхности риманова многообра-
зия называют ранг ее второй квадратичной формы [13]. 

Теорема 1. Гиперповерхность Кенмоцу  ),,,,( gN    

6-мерного эрмитова подмногообразия алгебры Кэли является мини-
мальной в том и только том случае, если ее вторая квадратичная 

форма  удовлетворяет условию 0),(  . 

Доказательство. Воспользуемся первой группой структурных 
уравнений почти контактной метрической структуры на гиперпо-

верхности эрмитова подмногообразия O6M  [8]: 

     











 iBBd 32  

 + ,
2

1
3  

 







 iB  

     













 iBBd 32  

 + ,
2

1 3
 

 







 iB  

      








  3
3

33
3 222 iBiBBd  

 +   .33
3


   iB  

Здесь  c
abB  и  c

abB  – компоненты тензоров Кириченко [7]. 

Условимся, что здесь и далее 3,2,1,, cba ; 2,1,,  ; 

6,5,4,3,2,1, jk ; 3ˆ  aa . 
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Поскольку первая группа структурных уравнений структуры 
Кенмоцу должна иметь вид [6] 

 ;


  d ;

  d ,0d  

условия, одновременное выполнение которых есть критерий при-

надлежности почти контактной метрической структуры на N классу 

Кенмоцу, таковы: 

 а) 0
B ; б) 







   iB 32 ; в) 0
2

1
3   iB ; 

 г) 0222 3
3  





 iBB ; д) 033

3 
 iB  

и формулы комплексного сопряжения (ф.к.с.), запись которых мы 

опустим. Из условий (3)в следует 3

2

 B
i

 . Проальтерниру-

ем это соотношение 

    3333
][

2222
0  B

i
BB

i
B

i
 . 

Следовательно, 03 
B , а значит, 0 . Аналогично, из (3)д по-

лучаем 03 
 . 

Таким образом, условия (3) можно переписать так: 

 а) 0
B ; б) 0 ; в) 03 

 ; г)




  iBi  32  (4) 

и ф.к.с. 

Пусть теперь гиперповерхность N будет минимальным подмно-

гообразием эрмитова подмногообразия O6M . Критерием мини-

мальности является условие [14]: 

.5,4,3,2,1,,0  spg ps
ps  

Матрица контравариантного метрического тензора гиперповерх-

ности N имеет вид [8] 

)( psg
.

00010

00001

00100

10000

01000























 

(3) 

(4) 

(3) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 18 

В силу вышесказанного для гиперповерхности Кенмоцу N эрми-

това подмногообразия O6M  

  33
33

ˆ

ˆ

ˆ
ˆ

ˆˆ

ˆˆ














 gggggg ps
ps  

 = .33
33

ˆ

ˆ

ˆ
ˆ







 ggg   

Из (4) следует 

 33333
3 2222 




  iBiiBig ps
ps

. 

Поэтому 00 33   ps
psg . Последнее равенство означает, что 

0),(  . 

Итак, гиперповерхность Кенмоцу N эрмитова подмногообразия 

O6M минимальна в том и только том случае, если 0),(  , 

что и требовалось доказать. 
Теорема 2. Гиперповерхность Кенмоцу 6-мерного эрмитова 

подмногообразия алгебры Кэли минимальна в том и только том 
случае, если ее типовое число равно четырем. 

Доказательство. 
1. Пусть N – минимальная гиперповерхность Кенмоцу эрмитова под-

многообразия O6M . Тогда в силу условий (4) и доказанной теоремы 

1 матрица второй квадратичной формы гиперповерхности имеет вид 

 

























0
0

0

00000

0

0
0

ˆ

ˆ









 ps . 

Поскольку 
  ˆˆ  , получаем, что )(2)( ˆ rangrang ps  . 

Теперь воспользуемся выражениями для компонент тензора Ки-
риченко 6-мерного эрмитова подмногообразия алгебры Кэли [7]: 

hc
abh

c
ab DB 

2

1
 , 
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где 78
hchchc iTTD  . Здесь }{


hcT  – компоненты конфигурационного 

тензора эрмитова подмногообразия O6M [15]; 8,7 ; ,abcabc

123   

123

abcabc    – компоненты тензора Кронекера третьего порядка [16]. 

Вычислим все компоненты «блока» )( ˆ  с помощью условия (4г): 

iiDiDiiBi  121
131

11
131

111̂
)

2

1
(22 

 ; 

iiDiDiiBi  122
232

22
232

222̂
)

2

1
(22 

 ; 

222
131

22
131

221̂
)

2

1
(22 iDDiiBi  

 ; 

111
232

11
232

112̂
)

2

1
(22 iDDiiBi  

 . 

Покажем, что матрица )( ˆ  не может быть вырожденной. В самом деле 

  ))(())(()det( 11221212ˆ iDiDiiDiiD  

  22111212 )1)(1( DDDD 1)( 2211
2

12  DDD . 

В силу того, что для эрмитова подмногообразия O6M справедливо 

тождество [7] 2211
2

12)( DDD  , получаем 01)det( ˆ  . 

Итак, матрица )( ˆ  не может быть вырожденной, ее ранг равен 

двум, и поэтому 4)( psrang  , т.е. типовое число гиперповерхности 

N равно четырем. 
2. Если же гиперповерхность Кенмоцу N эрмитова подмногообра-

зия O6M не является минимальной, то типовое число, согласно 

условиям (4), будет вычисляться так: 1)(2 ˆ  rangt . Следователь-

но, t  – нечетное число, поэтому оно не может равняться четырем. 

Следствие 1. Минимальная гиперповерхность Кенмоцу эрмито-

ва подмногообразия O6M не может быть вполне геодезической. 

Естественно поставить вопрос: а может ли минимальная гипер-

поверхность Кенмоцу N эрмитова O6M  быть его вполне омби-

лическим подмногообразием? 
Если допустить, что ответ на этот вопрос утвердительный, то тогда 
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 constg psps   , , 

и, учитывая условия (4), получим 0 , что противоречит след-

ствию 1. Таким образом, справедливо следствие 2. 
Следствие 2. Минимальная гиперповерхность Кенмоцу эрмито-

ва подмногообразия O6M не может быть вполне омбилической. 

Если же исключить требование минимальности для вполне ом-
билической гиперповерхности Кенмоцу 6-мерного эрмитова под-
многообразия алгебры Кэли, то снова в силу условий (4) получим 

  33 ,  iiD12 ,  iiD12 , 011 iD , 022 iD . (5)  

Из cоотношений (5) вытекает, что 0kjD . Таким образом, если до-

пустить, что через каждую точку 6M проходит вполне омбилическая 
гиперповерхность Кенмоцу, то условие 

 0kjD  (6) 

выполняется в каждой точке 
6M . Но условие (6) есть критерий ке-

леровости для 6-мерных почти эрмитовых подмногообразий алгебры 

октав [7]. Доказана 

Теорема 3. Если через всякую точку 6-мерного эрмитова под-

многообразия 
6M алгебры Кэли проходит вполне омбилическая ги-

перповерхность Кенмоцу, то 
6M  – келерово многообразие. 
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ON KENMOTSU HYPERSURFACES IN SIX-DIMENSIONAL 
HERMITIAN SUBMANIFOLDS OF CAYLEY ALGEBRA 

 

It is proved that a Kenmotsu hypersurface in a six-dimensional Her-
mitian submanifold of Cayley algebra is minimal if and only if its type 
number is equal to four. It is also proved that a Kenmotsu hypersurface in 
a six-dimensional Hermitian submanifold of the octave algebra cannot be 
totally umbilical. 
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СВЯЗНОСТИ ТРЕХ ТИПОВ В РАССЛОЕНИИ  

НАД ОБЛАСТЬЮ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

В проективном пространстве рассмотрена область, описан-
ная точкой. Над областью возникает главное расслоение, типо-
вым слоем которого является подгруппа стационарности точки. 




