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МАТЕМАТИКА И ИНФОРМАТИКА 
 
 

УДК 514.75 (08) 
 

Ю. И. Попов 
 

ВВЕДЕНИЕ ПРОЕКТИВНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 
НА SH -РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Дано построение проективных связностей, определенных путем 

проектирования и ассоциированных с подрасслоениями , L, E сильно 
сопряженного трехсоставного распределения (SH -распределения) про-
ективного пространства. Приведены охваты компонент тензоров кру-
чения-кривизны построенных проективных связностей , ,  соответ-
ственно подрасслоений , L, E SH -распределения. Указан способ по-

строения двойственных проективных связностей , , ,    соответст-

вующих связностям , , . 
 
Projective connections defined by projection and associated to subbundles 

, L, E of the strong dual threefold distribution (the SH -distribution) of the 
projective space are constructed.  Coverages of torsion-curvature tensors com-
ponents of the constructed projective connections , ,  of subbundles , L, 
E of the SH -distribution respectively are given. The way of creation of dual 

projective connections , ,   corresponding to connections , ,  is speci-
fied. 

 
Ключевые слова: распределение, проективная связность, подрасслоение, 

тензор кручения-кривизны, объект проективной связности, геометрический 
объект, охват геометрического объекта. 

 
Key words: distribution, projective connection, subbundle, torsion-curvature 

tensor, projective connection object, geometrical object, geometrical object coverage. 
 
Данная статья является непосредственным продолжением работы [1] 

и выполнена инвариантным теоретико-групповым методом Г. Ф. Лап-
тева [2; 3]. 

Во всей работе использована следующая схема индексов: 

, , 1, ;  J, , 0, ;

, , , , 1, ; , , , , 0, ; , , , , {1, ; };

, , , , 1, ; , , , , { 1, ; }; , , , {0; 1, };

, , , , 1, 1; , , , , 1, ;

, , 1, ; , {1, ; };  , ,

J K L n K L n

f p q s t r f p q s t r f p q s t r n

h i j k l r m h i j k l r m n h i j k r m

m n m n

a b c m a b m n

 

  

     

              

    

   
   

   
 1, 1;

, {1, ; 1, 1}; , {1, ; 1, }; , 1, 1; , 1, ,

n

A B r m n A B r m n u v r n u v r n

 

            

 

а также обозначения и символы работы [1]. 
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1. Как известно [1], относительно репера 1-го порядка дифферен-
циальные уравнения SH -распределения имеют вид 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

, , ,

, , ,

, , ,

q jn n n n n n
p pq i ij

A i i a v
p p pa i ivpA

p p pp A a i i v
vi iaA


 

   

  

           

           

           

 
 

  
  

  
 

 (1) 

где компоненты фундаментального объекта второго порядка 

2 1{ ; , , }p p i
viaA 

         удовлетворяют уравнениям 

0
0 0

0 0
0 0

0
0 0

0 0
0 0

0
0 0

,

,

,

,

,

n n n L
pq pq pqL

qn n n n L
pn pn pq n p pnL

n n n L
ij ij ijL

jn n n n L
in in ij n i inL

n n n L
L  

      

        

     

        

     

 

 
0 0
0 0

0 0
0 0

,

,

n n n n L
n n n nL

qn L
pq n ppA pA A pALA


    

    

         

            
    

 (2) 

 

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0
0

,

,

,

,

p p p ppn L
nAA A A AL

jn L
iv iv n v i ivLvij

i i n i i i L
v v v n v vL

qi i n i i i L
pa pa pq n a p paLa

p p
iia ia

  

    

    

            

            

           

            

    

   


   

    


    

 
0

0 .p ppn L
a n ia iaL        

 

Имеет место [1]. 

Теорема 1. В n-мерном проективном пространстве Pn сильно сопряжен-
ное распределение SH  (1), (2) существует с произволом 2 ( 1)r n m   функ-
ций ( )n s  аргументов, 2rs  функций ( 1)m  аргументов и 2( 1)n m    

( )m r   функций ( )n r  аргументов. 

2. Рассмотрим пространство проективной связности Pn,r, n-мерной 
базой которого является точечное проективное пространство Pn, а 
слоями (r-мерными центропроективными пространствами) — плоско-

сти 
def

r    соответствующих r-мерных линейных элементов базисного 
-подрасслоения данного SH -распределения. 

Проективную связность  пространства Pn,r определим при помощи 
системы форм { } :p

q  

0 ,p p p K
q q qK      
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удовлетворяющих структурным уравнениям [3; 4] 

 
0

0 0 0 0

0

,

,

J L J J
L

p p ps K
q q s qK

D

D

     

     
 (3) 

где 

0
0 0

0 0

,

, .

p p p p p p p p ps s J u n s L
qK qK sK q qK s qJ K qK qK u qK n sL qK

u u n n
K K K K

d                        

     



 

Геометрический объект ,p
qK  следуя работе [4], назовем объектом 

проективной связности пространства Pn,r. 

Формы p
q  (3) определяют проективную связность в слоях (плоско-

стях -подрасслоения) пространства проективной связности Pn,r тогда и 
только тогда [2—4], когда 

 0 .p p L
qK qKL     (4) 

При этом структурные уравнения для слоевых форм p
q  (3) простран-

ства Pn,r имеют вид 

 0 0 ,p p ps K L
q q s qKLD R        (5) 

где [ ]
p p
qKL q KLR   — компоненты тензора кручения-кривизны проектив-

ной связности  пространства Pn,r. 
Пусть базисное -подрасслоение SH -распределения оснащено в 

смысле Картана [5] внутренним образом. Итак, в каждом центре A0 
элемента SH -распределения внутренним инвариантным образом при-

соединена оснащающая плоскость 1( )p
n r nK     [5], принадлежащая нор-

мали 1-го рода 0( )n rN A базисного -подрасслоения и не проходящая 

через точку A0. 

Известно [5], что плоскость Картана 1( )p
n r nK     натянута на точки 

 
0 0

0 0

0 0
0

, ,

( ) ( ) ,
i i i

p pu
n n n n u n p n

K A A K A A

K A A A
       

        
 (6) 

где 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1
( ), 0,

1 1
, 0, , 0.

p p q pn v
n np pq n n n v n n p n

p p
p i ip i i

r

r r



     

                  

                 
 

Построим проективную связность , внутренне определенную са-
мим SH -распределением, т. е. построим охват объекта проективной 
связности  фундаментальными объектами SH -распределения. 
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Предварительно запишем систему дифференциальных уравнений 
(4) в следующем виде: 

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0

0, ,

0, ,

,

0,

0,

p p p p p L
n n n nL

ps L
p p s u u p u uL

p L
n n n p n nL

p p p pn
q q q q n

p p p p pn
qn qn n q q n qn n

q q


 




   




 

         

            

          

          

             

  











0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0

0,

0.

s v
q q s q v

s v
qn qn n q qn s qn v q n

  




          

               







 (7) 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что уравнения (7) удов-
летворяются, если охваты компонент объекта проективной связности 

{ }p
qK    представить в виде 

 

0 0

0 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0, ,

0, , ,

,

.

p p p
n n

p v v n n

p pn t
qK K nqt

n t A i a
qK K n K i qa Kqt qA






    

       

    

            




 
  

 (8) 

Замечание. Порядок t  2 охвата объекта проективной связности  по 

формулам (8) зависит от порядка охватов квазитензоров { },p
n

0 0{ , , }.p
n n v    

Слоевые формы p
q  пространства проективной связности Pn,r, внут-

ренне определенного на подрасслоении   SH , имеют вид 

 

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0
0

( ) ,

, ,

( ) .

n v K
n K v K

p p p p p pn K n t K
n K q q n Kqt

n t A i a K
q q n K K i qa Kqt qA




         

              

               




 
  

 (9) 

Можно показать, следуя работе [4], что построенная внутренним 
образом проективная связность  определена путем проектирования 

при помощи оснащающей по Картану плоскости 1( ) [ , , ]p
n r n i nK K K K     

(6). 

Компоненты тензора кручения-кривизны p
qKLR  пространства Pn,r в 

структурных уравнениях (5) имеют следующие охваты: 
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0 0 0 0 0
0 [ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0 0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,

p p p pi a n A n n t n i a
KL i n pa K L n K L n n K L i pa K LptpA

p pA n t v n
K L n K L v K L n K LptpA

R 





                      

             

  
  

 
 

 

0 0
0 [ ] [ ] [ ] [ ]

0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,

p p p p pv n s n t n a i
KL v K L n K L n n K L ia K Lst

p p p pA n t s v n n
K L n K L n v K L n K LstA

R




                 

               

 
 

 
 

 

0 0
[ ] ] [ ] [ ][

0 0
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 0
[ ] [ ]

p p p p pn t n t n t i a
qKL n K L n L n K L i qa K Lqt qt K qt

p p p pA i a b A B n t n
K L qa K L K L n n K LqtBqA qAib

p pi a n A n
n i qa K L n K LqA

R
 

 




                 

                     

             

   
   

   
    


 [ ] ,

p fs n n t
n n K Lqt sf
    


 

 

0 0 0 0 0
] [K ] [ || ] [ | | ][

0 0 0 0 0 0
[ ] ] [ ] [ ][

0 0 0 0 0 0
[ ] [ ]

n t n t i a A
qKL n L n L qa K i L K Lqt K qt qA

i a A n t n i a n
i qa K L L n n K L n i qa K LqtqA K

A n n t v
n K L n v K L v i qqtqA

R 








               

                  

              

  
  

  
  

 
  [ ]

0 0 0 0
[ ] [ ] [ ]

0
[ ].

i a v
a K L

fA v s n n t s n i t a
v K L n n K L i n sa K Lqt qtqA sf

s n t A
n K Lqt sA







  

                   

     




   
    


 

 

3. Рассмотрим пространство проективной связности Pn,s, n-мерной 
базой которого является точечное проективное пространство Pn, а слоя-
ми (s-мерными центропроективными пространствами) — плоскости Ls 
(s  m  r) соответствующих s-мерных линейных элементов L-подрассло-
ения данного SH -распределения. 

Определим проективную связность  в L-подрасслоении при по-

мощи системы форм { }i
j  

 0 ,i i i K
j j jK       (10) 

удовлетворяющих структурным уравнениям [3; 4] 

 
0

0 0 0 0

0

,

,

J L J J
L

i k i K i
j j jKk

D

D

     

     
 (11) 

где 
0
0 0

0

,

.

i i i h h i i L i A i i h L
KjK jK j jK jL jK jK jKhK h hLA

A A
K K

d                     

  




   

Для того чтобы формы i
j (10) определяли проективную связность в 

слоях (плоскостях Ls подрасслоения L  SH ) пространства проектив-
ной связности Pn,s, необходимо и достаточно, чтобы было задано поле 

объекта связности { }i
jK  [2]—[4], т. е. выполнялись дифференциальные 

уравнения 

 0 .i i L
jK jKL     (12) 
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В этом случае структурные уравнения слоевых форм i
j (10) L-подрас-

слоения данного SH -распределения имеют вид 

 0 0 ,i k i i K L
j j jKLkD        (13) 

где [ ]
i i
jKL j KL   — тензор кручения-кривизны проективной связности 

пространства Pn,s [2—4]. 
Предположим, что L-подрасслоение оснащено в смысле Э. Картана 

внутренним образом полем плоскостей 1 0( )( )i
n s nC A    [5]. 

Оснащающая плоскость 1 0( )( )i
n s nC A    натянута на точки [5]: 

 
0 0

0 0

0 0
0

, ,

( ) ( ) ,
p p p

i A
n n n n A n n

C A L A C A L A

C L A A A
  




   

       
 (14) 

где 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

1
( ), 0,

1 1
, 0, , 0,

1
, 0.

j pi n i i
n ni ij n n n n p n n i n

i i
p pi p p i

i
A Ai A A

L L
s

L L L L
s s

L L
s


 

     



                  

             

      

 

Построим проективную связность , внутренне определенную са-
мим SH -распределением. 

Охват компонент объекта проективной связности  можно осуще-
ствить с помощью функций 

 
0 0 0
0 0

0 0 0 0

, , ,

,

n A i i n i n h i
K n K A K K n K jK K njh

pn i v a
jK n K jv K p ja Kji

L

L L


              

          




  
  

 (15) 

которые удовлетворяют соответствующим дифференциальным урав-
нениям (12). 

В силу (15) слоевые формы i
j  пространства проективной связности 

Pn,s, внутренне определенного SH -распределением, примут вид 

 

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0
0

( ) ,

, ,

( ) .

n A K
n K A K

i i i n K i i n h i K
n K j j K njh

pn i v a K
j j n K jv K p ja Kji

L

L L


        

             

             




  
  

 (16) 

Следуя работе [4], нами доказано, что проективная связность , оп-
ределенная формами (16), получена проектированием при помощи ос-
нащающей по Э. Картану плоскости 1 0( )( )i

n s nC A    (14). 
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Компоненты тензора кручения-кривизны { }i
jKL  связности , опре-

деленной в слоях L-подрасслоения, в структурных уравнениях (13) 
имеют следующее строение: 

0 0 0 0 0
0 [ ] [ ] [ ]

0 0 0 0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,

j ph n h v n h a n v h
KL n n K n hv K L p n ha K L hv K Lhj

p ja h n h A n
p ha K L n K L A K L n K Lh j

L L L

L L

 
                     

           

   
   




 

0 0 0
0 [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ,

ji i h n n i n A n i A i
KL n n K L A n K L n K L A K Lhj

p ji v i a i n h i n
v K L pa K L n K L n K Lh j

L L




                  

              




 
 

 

0 0 0
[ | | ] ] [ ] [ ][

0 0
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 0
[ ] [ ]

i i n h i n h i v i
jKL j K n L L n n K L jv K Ljh K jh

p pu i i v u i a b i n h n
p ju K L jv u K L ja K L n n K Lpb jh

pi v n i a n i
n jv K L n p ja K L n

L

L L










                

                    

            

  
  

    
    

 
  [ ] ,

k n n h l
n jh kl K L   

 

0 0 0 0 0
[ | | ] ] [ ] [ ][

0 0 0 0 0 0
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0 0 0 0
[ ] [ ]

pn h n h v a
jKL K n L n L jv K L p ja K Ljh jh K

pv a n h n v n
jv K L ja p K L n n K L n jv K Ljh

p a n n h A
n p ja K L n A K L A jvjh

L L

L L L

L L L L




 
 



              

             

         

   
   

  
  


  [ ]

0 0 0 0
[ ] [ ] [ ]

0
[ ].

v A
K L

p a A h n n i l h n i v
A p ja K L n n K L n hv K Lji j ihl

ph n i a
p n ha K Lji

L L L

L






  

                

     



  
   

 
 

 

4. E-подрасслоение SH -распределения [1] можно трактовать как 
пространство проективной связности Pn,n-m-1, n-мерной базой которого 
является точечное проективное пространство Pn, а слоями ((n  m  1)-
мерными центропроективными пространствами) — характеристики 
En-m-1 соответствующих (n  1)-мерных линейных элементов оснащаю-
щего H -подрасслоения данного SH -распределения. 

Проективную связность  в слоях E-подрасслоения (пространства 
Pn,n-m-1) можно определить при помощи форм :

  

 0 ,K
K

  
        (17) 

удовлетворяющих структурным уравнениям [3; 4] 

0 ,K
KD    

         

где 

0
0 0

0

,

.

L a L
K K a LK K L K K K K

a a
K K

d          
                         

  




 
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Геометрический объект { }K

  назовем [4] объектом проективной связ-

ности E-подрасслоения (или, что то же, пространства Pn,n-m-1). Для того что-
бы формы 

  определяли проективную связность  на E-подрасслоении, 

необходимо и достаточно [2—4], чтобы было задано поле объекта связно-
сти { },K


  т. е. выполнялись дифференциальные уравнения 

 0 ,L
K KL

 
      (18) 

или, что то же, 

0 0 ,K L
KLD    

          

где [ ]KL KL
 
  T  — компоненты тензора кручения-кривизны { }KL


T  

E-подрасслоения (пространства Pn,n-m-1). 
Непосредственной проверкой убеждаемся, что уравнения (18) 

удовлетворяются, если охваты компонент объекта проективной связно-
сти { }K


  представить в виде 

 
0 0 0
0 0

0 0 0 0

, , ,

,

n a n n
K n K a K K n K K n K

pn i v A
K n K i v K p KA

    
 


   

               

            







 (19) 

где 

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1
( ), 0,

1
1

, 0,
1

1
, 0,

1
1

, 0.
1

n
n n n n n n n n

i i i i

p p p p

a
a ia a a

n m

n m

n m

n m

    
    


 


 



                  
 

        
 

        
 

        
 

 

Замечание. Порядок t  2 охвата объекта { }K

  (19), а также объекта 

{ }i
jK  (15) зависит от порядка охватов квазитензоров { },n

 { },i
n

0 0{ , , },n a n
    

0 0{ , , },i
n A nL   участвующих в охватах (19), (15). Построение квазитензоров 

{ },p
n { },i

n { }n
  различных порядков приведены в работах [5; 6]. 

Итак, слоевые формы 
  (17) связности  в силу (19) примут вид 

 

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0

0

0 0 0 0 0
0

( ) ,

,

,

( ) .

n a K
n K a K

n K
n K

n K
n K

pn i v A K
n K i v K p KA

  

   
  


    

         

      

       

               







 (20) 

 



Введение проективных связностей на SH -распределении 

 

13 13

Нами показано, следуя работе [4], что проективная связность  опре-
деляется путем проектирования при помощи оснащающей в смысле 
Картана плоскости 

0( ) [ , , ]m p i nC A K K K     

[5; 6], где 
0 0

0 0

0 0
0

, ,

( ) .

p p p i i i

a
n n n a n n

K A A K A A

K M A A A


     

      

 


 

Проведем охваты компонент тензора кручения-кривизны { }KL

T  

связности , определенной на E-подрасслоении многообразия SH : 
0 0 0 0 0

0 [ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0 0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,

pn a n A n i v n a
KL n n a K L p n K L i n v K L a K LA

p A i v n n
p K L i v K L n K L n K LA

  
 

   
 

                     

                 

 
 

  
  

T
 

0 0
0 [ ] [ ] [ ] [ ]

0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,

n n n a n
KL n n K L n K L a K L n K L

pa n A v i n
n a K L K L iv K L n K LpA

        
 

   

                   

               

 
 

 
 

T
 

0 0
[ | | ] [ ] [ ] [ ]

0 0
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 0
[ ] [ ]

pn n n A
KL K n L n K L n K L p K LA

pi v A B i v u n n
i v K L K L v iu K L n n K LpBA

p A n i v n
n p K L n i v K LA

       
    

    
  

 


                  

                     

           

  
  

    
    

 
 

T

[ ] ,
n n

n n K L
   

        
 

 

0 0 0 0 0
[ | | ] [ ] ] [ ][

0 0 0 0 0 0
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0 0 0 0
[ ] [ ]

pn n A i v
KL K n L n K L p L i v K LA K

p pA i v n n A n
p K L v i K L n n K L p n K LA A

i v n n a
i n v K L a n K L a p A

 
   


  


  

                

                   

               

  
  

  
  


 

T

[ ]
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5. Рассмотрим систему из (n  1)2 форм Пфаффа :J
K  
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 (21) 

Заметим, что формы (21) удовлетворяют структурным уравнениям 
проективного пространства Pn и задают инфинитезимальные переме-
щения тангенциального репера { } :J  

,K
J J Kd      
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В работе [5] доказано, что регулярное (S  0) трехсоставное распре-
деление 

TH  Pn 

во второй дифференциальной окрестности его образующего элемента 
индуцирует проективное пространство ,nP  двойственное исходному 
проективному пространству Pn относительно инволютивного преобра-
зования P форм J

K  по закону (21). Данное утверждение справедливо и 

для SH -распределения — частного класса трехсоставных TH -
распределений [6]. 

Дифференциальные уравнения геометрического образа 

SH   ,nP  

двойственного данному SH -распределению (1), (2) пространства Pn, 
имеют вид (без соответствующих замыканий) 
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 (22) 

Каждая из систем величин [5; 6] 
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 (23) 

образует квазитензор, двойственный соответствующему квазитензору 
SH -распределения относительно преобразования P (21). 

Следуя работе [7], укажем способ построения двойственных проек-
тивных связностей относительно инволютивного преобразования P 
(21). Строим, например, охват объекта проективной связности 

def

{ }p p
qK qK    
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двойственного образа 

SH   ,nP  

аналогичный охвату объекта { }p
qK  (для величин { }p

qK  входящие в них 

формы и функции пишутся с черточкой сверху). После чего по закону 
P (21), учитывая при этом формулы (22), (23), находим охват объекта 

проективной связности { }p
qK  — двойственного образа объекта { }.p

qK  

Системы форм 

{ },p
q { },i

j


 { },

  

построенные по законам соответственно вида (9), (16), (20) (в этом слу-
чае входящие в них формы и функции пишутся с черточкой сверху), 
удовлетворяют (каждая) структурным уравнениям Картана — Лаптева 
и определяют соответственно пространства 

, ,n rP , ,n sP , 1n n mP    

с линейной связностью проективного вида, двойственные соответст-
вующим пространствам 

, ,n rP , ,n sP , 1.n n mP    
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