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По доказанному выше получаем: A=A1, B=B1, C=C 
1, D =D1 — 

что доказывает единственность разложения векторного поля 

X
~

 в полученном виде: X
~

= AH + BH + CV+ DV +
2V

)WA(  . 
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О РАЗМЕРНОСТЯХ АЛГЕБР ЛИ 

ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ АФФИННЫХ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПРЯМОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

 
Устанавливается наибольшая размерность алгебр Ли 

инфинитезимальных аффинных преобразований пря-

мых произведений двух пространств аффинной связно-

сти при условии, что по крайней мере одно из них не 

является локально проективно плоским. 



 

Пусть Mn и Nm — гладкие многообразия класса C∞, 1 и 2— 

линейные связности на них (соответственно). Известно [1], что 

= 1×2 является линейной связностью на Mn×Nm со следу-

ющими компонентами: 

,, 2n
nn

k
ij

1k
ij





   остальные 0C

AB  , 

;n,,k,.j,i 1  α,β,γ=1,…,m; A,B,C=1,…,n+m; 

где 1Гij
k, 2Гαβ

γ — компоненты связностей 1 и 2. 

Обозначим через g(Mn×Nm) алгебру Ли инфинитезималь-

ных аффинных преобразований пространства (Mn×Nm,) X 

g(Mn×Nm) тогда и только тогда, когда 

 LX=0,  (1) 

где LX — символ производной Ли относительно векторного 

поля X. Условие (1) равносильно в локальных координатах 

системе дифференциальных уравнений в частных производных 

первого порядка: 
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Первую серию условий интегрируемости системы (2) со-

ставляют соотношения 

 0TL C
ABX  , ,0RL D

ABCX    (3) 

где 
C
ABT  и 

D
ABCR  — составляющие тензорных полей кручения и 

кривизны пространства (Mn×Nm,). 

В настоящей работе ограничимся рассмотрением про-

странств аффинной связности без кручения. Тогда условия (3) 

равносильны системе однородных линейных уравнений 

 ,0X)|(RRX M
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Обозначим через M укороченную матрицу условий инте-

грируемости, элементами которой являются )|(R F
M

D
ABC . Из-

вестно, что если rank M=r, то 

 dim g(Mn×Nm) ≤ (n+m)2+(n+m)-r. 

Рассмотрим случай, когда (Mn, 1) или (Nm, 2) локально 

плоское, а другое является локально непроективно плоским, 

тогда пространство (Mn×Nm
,) является локально непроектив-

но плоским [3].В этом случае справедлива теорема, доказанная 

И.П. Егоровым [2]: максимальная размерность алгебры Ли 

инфинитезимальных аффинных преобразований в классе таких 

пространств не превосходит (n+m)2—2(n+m)+5. 

Теперь рассмотрим случай, когда пространства (Mn,1) и 

(Nm,2) являются локально непроективно плоскими. В этом 

случае пространство (Mn×Nm,) является непроективно плос-

ким и имеет место 

Теорема 1. Если составляющие 1

322

i

iii

1R  и 1

322
R2 

 тензо-

ров кривизны пространств (Mn,1) и (Nm,2) отличны от нуля, 

то размерность алгебры Ли инфинитезимальных аффинных 

преобразований прямого произведения таких пространств не 

превосходит (n+m)2—5(n+m)+14. 

Доказательство. В пространствах (Mn, 1), (Nm, 2) можно 

выбрать карты (U, xi), (V, xα) такие, что i1=1, i2=2, i3=3, α1=1, 

α2=2, α3=3, тогда в карте (U×V, xA) пространства (Mn×Nm
, ) 

имеем отличные от нуля составляющие вида 1
223R  и 

1
322




n
nnn

R . Рассмотрим матрицу, элементами которой яв-

ляются коэффициенты при неизвестных 
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в уравнениях 
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По формулам (4) имеем: 

R(223
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sRn+1

n+2 n+2 n+3; 

R(Z n+2 n+3
n+1|B

1)=0, R(Z n+2 n+3
n+1|2

D)=0, R(Z n+2 n+3
n+1|3

C)=0, 

R(Z n+2 n+3
n+1|1

1)=0, R(Z n+2 n+3
n+1|E

n+1)=0, 

R(Z n+2 n+3
n+1|n+2

F)=δZ
FRn+1

n+2 n+2 n+3; 

R(n+2 n+2 T
n+1|B

1)=0, R(n+2 n+2 T
n+1|2

D)=0, R(n+2 n+2 T
n+1|3

C)=0,  

R(n+2 n+2 T
n+1|1

1)=0, R(n+2 n+2 T
n+1|E

n+1)=0, R(n+2 n+2 T
n+1|n+2

F)=0, 

R(n+2 n+2 T
n+1|n+3

K)= δT
KRn+1

n+2 n+2 n+3; 

R(n+2 n+2 n+3
n+1|B

1)=0, R(n+2 n+2 n+3
n+1|2

D)=0, R(n+2 n+2 n+3
n+1|3

C)=0, 

R(n+2 n+2 n+3
n+1|1

1)=0, R(n+2 n+2 n+3
n+1|E

n+1)=0, R(n+2 n+2 n+3
n+1|n+2

F)=0, 

R(n+2 n+2 n+3
n+1|n+3
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Из этих соотношений заключаем, что r = 6(n+m)-14, тогда dim 

g(Mn×Nm)≤(n+m)2—5(n+m)+14. Таким образом, теорема 1 до-

казана. 

Рассмотрим прямое произведение пространств аффинной 

связности (Rn, 1) и (Rm, 2), где 

(Rn,1): ,x21
23

1   остальные 0k
ij

1  ; 

(Rm,2): ,x21
23

2   остальные .02 
  

Для пространства (Rn×Rm
, =1×2) связность 1×2 имеет 

компоненты ,x,x 2n1n
3n2n

21
23


   остальные 0C

AB  . 

Условия интегрируемости уравнений движений в этом случае 

имеют вид: 
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Отсюда следует, что размерность алгебры Ли инфинитези-

мальных аффинных преобразований пространства (Rn×Rm
, 

=1×2) равна (n+m)2–5(n+m)+14. В качестве базисных опе-

раторов можно взять следующие векторные поля: 

A (A2,n+2), xBC (B1,n+1; С2,3,n+2,n+3), 

2x11+x22, 2–x2x31, x
23 –(x2)3/31, x

11+x33, 

2xn+1n+1+xn+2n+2, n+2–xn+2xn+3n+1, xn+2n+3–(xn+2)3/3n+1, 

xn+1n+1+xn+3n+3. 

Таким образом, доказано, что указанная в теореме 1 гра-

ница — точная. 

Теорема 1 допускает следующее обобщение: 

Теорема 2. Если составляющие 1
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R , 1
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

R ,…, 
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322




Rs  тензоров кривизны пространств ( 1nM ,1), 

( 2nM ,2),…,( snM ,s) (s2) соответственно отличны от ну-

ля, то размерность алгебры Ли инфинитезимальных аффин-

ных преобразований прямого произведения таких пространств 

не превосходит (n1+n2+…+ns)
2–(3s-1)(n1+n2+…+ns) + 2s2 + 3s. 

Доказательство. В пространствах 1n
M( ,1), 

( 2n
M ,2),8…,( sn

M ,s) можно выбрать карты (U1, xi), 

(U2,x
α),…, (Us,x

) такие, что i1=1, i2=2, i3=3, α1=1, α2=2, α3=3,…, 

1=1, 2=2, 3=3 соответственно, тогда в карте 

(U1×U2…
snU ,xA) пространства ( ,MMM s21 nnn

  ) 

имеем отличные от нуля составляющие вида: 
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Рассмотрим матрицу B, элементами которой являются ко-

эффициенты при неизвестных 
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Найдем ранг матрицы B: 

r=3(n1+n2+…+ns)s–(1+3+5+…+2(s-1)+1)–(2+3+4+…+(s+1))

–(3+4+5+…+s+2)+s=3s(n1+n2+…+ns)–2s2+3s, тогда 

dimg )MMM( s21 nnn
  ≤(n1+n2+…+ns)

2–(3s-1)(n1+n2+…+ns)+

+2s2+3s. 

Таким образом, теорема 2 доказана. 

Указанная в теореме 2 граница — точная. Доказательство 

этого утверждения проводится аналогично случаю s=2. 

Следствие. Если из m пространств s пространств с отличными 

от нуля составляющими 1
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322
Rs 

  тензоров 

кривизны пространств ( 1n
M ,1), ( 2n

M ,2),…, ( sn
M ,s)(s2) 
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соответственно а остальные пространства локально плоские, то 

размерность алгебры Ли инфинитезимальных аффинных пре-

образований прямого произведения таких пространств не 

превосходит (n1+n2+…+nm)2–(3s-1)(n1+n2+…+nm)+ 

+2s2+3s. 
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