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H(l)-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

И.Е.Л и с и ц ы н а,  С.Н.Ю р ь е в а 
 

(Калининградский государственный университет) 
 
Рассматривается класс гиперполосных распределений аффинного простран-

ства − H(l) -распределение, базовым распределением которого служит распреде-
ление прямых, а оснащающим распределением − гиперплоскостное распределе-
ние (H-распределение). Дано задание H (l)-распределения в реперах нулевого и 
первого порядков. Изучаются ассоциированные фокальные многообразия. При-
ведено построение нормализации H(l)-распределения в смысле Нордена-
Тимофеева, ассоциированной с полем нормалей 1-го рода оснащающего H-
распределения. Работа выполнена по теме гранта (95-0-1.0-22). 

Придерживаемся следующей схемы использования индексов: I,J,K=1,n ; 
a,b,c=1 1,n − ; α β γ,  ,   = 2 1,n − ;   α β γ,  ,  = 2,n . 

 
§1. Задание H(l)-распределения 
1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство An, отнесенное к подвиж-

ному реперу R={A, eJ }, уравнения которого имеют вид 
d

A =ωJ eJ , d eJ =ω J

K eK ; DωJ=ωL∧ω L
J , Dω J

K =ω J
L ∧ω L

K . 
Совмещая вершину А репера R c текущей точкой пространства An, приведем 

структурные формы точки А к каноническому виду ωJ. Выбранный таким обра-
зом репер R обозначим ~R . 

Пусть прямая l задана следующим образом: l=[А, 

l1]=[А, e1+A1

α e α ]. Тогда 
структурные формы распределения прямых l можно представить в виде 

∆ Λ1
α  =

def
 ∇ Λ1

α - Λ1
α Λ1

1


β

β
ω +ωα

1
 .     (1.1) 

Аналогично, формы 

∆H a
n =

def
∇ H a

n - H Ha
n

b
n

n
b

a
nω ω+         (1.2) 

являются структурными формами многообразия гиперплоскостей: 
H=[A,


Ta ], заданных линейно независимыми векторами 


Ta = ea + H a

n en . Погру-

женные n-мерные многообразия в пространствах представления { ∆ Λ1
α , ωJ}, 

{ ∆H a
n , ωJ}, определяемые дифференциальными уравнениями 

∆ Λ1
α = Λ1K

Kα ω , ∆H a
n = H aK

n Kω ,           (1.3) 
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называются распределениями соответственно прямых l(A) (l-распределение) и 
гиперплоскостей H(A) (H-распределение). Потребуем, чтобы в некоторой обла-
сти пространства An для любого центра A имеет место соотношение 

A ∈ l(A) ⊂ H(A).         (1.4) 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пару распределений (1.3) с отношением инцидентности 

(1.4) их соответствующих элементов назовем Н(l)-распределением аффинного 
пространства An, в котором распределение прямых l(A) называется базисным 
распределением, а распределение гиперплоскостей Н(А) - оснащающим распре-
делением [1], [2]. 

H(l)- распределение есть частный случай гиперплоскостного ([1],[2] при 
m=1). 

Требование l(A) ⊂ H(A) приводит к равенству 
Λ Λ1 1 1

n n nH H= + α
α          (1.5) 

Дифференцируя (1.5) и учитывая (1.1), (1.2), (1.3), находим 
Λ Λ Λ1K 1K 1 1K

n n
K

n nH H H= + +α
α α

α .       (1.6) 
Проведем канонизацию репера ~R : вектор e1  направим параллельно прямой 

l(A), а векторы e2  параллельно плоскости H(A). В выбранном репере нулевого 
порядка R 0  имеем: 

Λ1
α =0, H a

n =0,      (1.7) 
а структурные формы (1.1) и (1.2) принимают вид 

∆ Λ1
α =ωα

1
 , ∆H a

n =ω a
n .           (1.8) 

В силу (1.7) соотношения (1.6) запишутся следующим образом 
Λ1K 1K

n nH= .             (1.9) 
Итак, уравнения (1.3) с учетом (1.8), (1.9) в репере R 0  примут вид 

ω ω ω ωα α
α α1 1

  ,= =Λ K
K n

K
n KH    .    (1.10) 

Продолжая уравнения (1.10), имеем 
∇Λ + =1 1 1K K

n
n KL

L  α α αω ωΛ Λ , ∇ − =H HK
n n

KL
n L

α α αω ωΛ1K
1 .  (1.11) 

Таким образом дифференциальные уравнения (1.10), (1.11) задают H(l)-
распределение относительно репера R 0  нулевого порядка. 

2. Из дифференциальных уравнений 
∇ −H n n

α1 11Λ ω ωα α
1

1K= H n K              (1.12) 
согласно лемме Н.М.Остиану [3] следует, что возможна частичная канонизация 
репера R 0 , при которой H n

α1 =0. Тогда 

ω ω χ ωα α α
1 11

1
1= − =Λ n K

n K
def

K
KH ,     где Λ Λn

n11
11 1= . 

Геометрический смысл канонизации состоит в том, что векторы eα  репера 
{A, eJ } параллельны характеристике χ(А) гиперплоскости H(A) [1], [2]. Репер 
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{A, eJ }, выбранный таким образом, что e1  l(A), eα χ(А), является репером 
первого порядка R1 для H (l)-распределения [1], [2]. 

Относительно репера R1 H (l)-распределение задается следующим образом: 
ω ω ω ωα α

1 1K 1 1K
n n K K= =Λ Λ,     , ω ω ω χ ωα α α α

n
K

n K
K

KH= =,    1 1 ;  (1.13) 
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= ∇ − =
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
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,
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       (1.14) 

Геометрические объекты Г1={ }Λ1K
n
Hα

αβ
,  , Г2={ }Γ1

1,  χαK  являются фунда-

ментальными [4] геометрическими объектами соответственно 1-го и 2-го поряд-
ка гиперполосного распределения H(l)⊂An. 

 
§2. Фокальные многообразия, ассоциированные с H(l)-распределением 
1. Рассмотрим H(l)-распределение аффинного пространства Аn, заданное в 

репере R1 уравнениями (1.13), (1.14). Инвариантная нормаль 1-го рода гипер-
плоскости H(A) относительно репера R1 определяется уравнениями 

ya- νn
a yn =0,         (2.1) 

где величины νn
a  образуют квазитензор: ∇ν + =n

a
n
a

nK
a Kω ν ω . 

Тогда плоскость Ωn-1(A)=[ν(A), χ(A)], натянутая на инвариантную прямую 
ν(A) и характеристику χ(A) гиперплоскости H(A), определяемая в локальном 
репере уравнением 

y yn
n1 1= ν ,         (2.2) 

является инвариантной нормалью 1-го рода в смысле Нордена-Чакмазяна для 
прямой l(A). Фокальное многообразие Кn-2(Ω,l) в плоскости Ωn-1(A), полученное 
при смещении центра A распределения H(l) вдоль кривых 

ω µ θ ωα1 1 0= =,    (µ1≠0, dθ= θ∧θ1),     (2.3) 
принадлежащих l-распределению, задается уравнениями 

y yn
n1 1= ν , 1 0− − =χ να

αy yn
n ,             (2.4) 

где χ χ ν ν ν ν ν χα α
α

α= = − + +
def

n n n
n

n1
1

1
1 1 1

11 1
1,   n Λ . 

Фокальное многообразие (2.4) представляет собой (n-2) - плоскость  
Кn-2(ν)(A), которую следуя работам [5], [6], назовем обобщенной плоскостью 
Кенигса, ассоциированной с инвариантной нормалью ν(A). Пересечение плоско-
сти Кенигса Кn-2(ν)(A) (2.4) с инвариантной прямой ν(A) (2.1) есть точка Кn(ν) - 
точка Кенигса соответствующей нормали ν(A), координаты которой в репере R1 

имеют вид 

yn

n n
n n n= = = +

1 1
 

  ) 

χ χ
ν χ χ ν να α

α
α,   y      ( n .    (2.5) 
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Фокальное многообразие Кn-3(χ,l) плоскости χn-2(A), соответствующее сме-
щению центра А распределения H(l) вдоль кривых (2.3), находим как пересече-
ние фокального многообразия Кn-2 (Ω, l) (2.4) с плоскостью χn-2(A): 

yn=0, y1=0, 1- χαyα=0.     (2.6) 
Фокальное многообразие Kn-3(χ,l) представляет собой (n-3)-плоскость Kn-3(A) 

⊂ Kn-2(A). Как следует из (2.6) построение плоскости Kn-3(A) не зависит от выбо-
ра инвариантной нормали ν(A). В силу этого плоскость Kn-3(A) (2.6) назовем 
осью Кенигса плоскостей Kn-2(ν)(A) (2.4). 

Теорема 1. В каждом центре А распределения H(l) инвариантные оснащаю-
щие плоскости Кенигса (2.4) всех нормалей 1-го рода Ωn-1(A)=[ (ν)(A), χ(A)] с 
общей осью (плоскостью χ(A)) принадлежат одной связке, вершина которой есть 
плоскость Kn-3(A) - ось Кенигса (2.6). 

Теорема 1 является аналогом соответствующего предложения А.В.Столярова 
[8, с.32], [2, с.136]. 

2. Произвольную инвариантную нормаль 1-го рода Ν2(А) =[ν(A), l(A)] плос-
кости χn-2(A) в репере R1 зададим уравнениями 

yα- να
n yn=0.      (2.7) 

Фокальное многообразие F 1 (Ν2, χ) в текущем слое Ν2-распределения, соот-
ветствующее характеристике χ(A) и ассоциированное с одномерной нормалью 
ν(A), определяется системой уравнений: 

yα= να
n yn, det δ ν ν ν νβ

α
β

α α
β

α
β

α
αβ

α γ+ − + −( ) ( )Λ Λ1 1
1

n n
n

n n
ny H y =0.  (2.8) 

Линейная поляра центра А относительно фокального многообразия F 1 (Ν2, 

χ) (2.8) есть прямая f1(A), которая задается уравнениями 
1- L1y1- ν α

α
n yn=0, yα= να

n yn,        (2.9) 

где L1=- 1
2 1 1n n

n

−
−( )Λ Λα

α α
αν y1, ν α

α
n = - 1

2n
Hn

n
n n−

−( )ν ν να
α

γα
α γ . 

Наконец, находим инвариантные точки L (А) и P(A) пересечения прямой 
f1(A) (2.9) соответственно с прямыми l(A) и ν(A): 

L (А): yα=0, yn=0, 1-L1y1=0,     (2.10) 
P(A): yα= να

n  yn, y1= νn
1  yn, 1- Ln  yn=0, 

где Ln =L1 νn
1 + ν α

α
n . Величина L1 задает на прямой l(A) инвариантную точку 

L (А) ≠А, которая является нормалью 2-го рода в смысле Нордена для прямой 
l(A). 

 
§3. Нормализация Нордена -Тимофеева H(l)-распределения 
(n-2)-мерная плоскость (А)=[Kn-3(A), L (A)] задается в репере R1 системой 

уравнений 
1- аyа-0, yn=0,         (3.1) 

где 
1=L1, α=χα, ∇ α = αKωK.     (3.2) 
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Следуя работе [7, §5, c.46] плоскость    (А) назовем плоскостью Нордена-
Тимофеева, ассоциированной с одномерной инвариантной нормалью ν(A). По-
сле объекта {    а} (3.2) задает поле нормалей 2-го рода Н-распределения - поле 
плоскостей Нордена-Тимофеева, инвариантным образом ассоциированное с H(l) 
-распределением в дифференциальной окрестности порядка t≥2, где t -порядок 
охвата нормали ν(A). Пусть    (А) - нормаль 1-го рода Н-распределения, заданная 
объектом {      }, и соответствующая в проективитете Бомпьяни-Пантази норма-
ли       (А) (3.1) 2-го рода Н-распределения. 

Предварительно найдем уравнения, определяющие характеристику гипер-
плоскости Н(А) при смещении центра А по кривым 

ωа=    n
a ωn, ωn=µnθ (µn≠0, Dθ=θΛθ1 ), 

принадлежащим распределению нормалей. В результате получим 
1+( Λ Λàn

n
ab
n+    n

b )ya=0, yn=0.        (3.3) 
Плоскость (3.3) совпадает с плоскостью Нордена-Тимофеева (3.1) тогда и 

только тогда, когда выполняются равенства 
    а=-( Λ Λàn

n
ab
n+    n

b ).            (3.4) 
В общем случае Λ=det  Λ àb

n ≠0, что позволяет ввести в рассмотрение об-
ращенный тензор { Λ n

ab }, удовлетворяющий уравнениям ∇ Λ n
ab = Λ nK

ab Kω  и конеч-
ным соотношениям Λ àb

n Λ n
bc =δ a

c Λ Λab
n

n
ca

b
c= δ . Свернув уравнения (3.4) с тензором 

{ Λ n
ab }, представим их в виде 

  n
c

n
ca

an
n= − +Λ Λ( )   a        (3.5) 

Таким образом, (n-2)-плоскости (3.3) и (3.1) совпадают тогда и только тогда, 
когда имеют место формулы (3.5) охвата объекта {    n

c }, компоненты которого в 
репере R1 удовлетворяют уравнениям 

∇ + =        n
c

nK
cω ωn

c K  
Теорема 2. В дифференциальной окрестности порядка t≥2 (t- порядок внут-

ренних инвариантных нормалей ν H-распределения) к H(l) -распределению при-
соединяется внутренняя нормализация в смысле Нордена-Тимофеева, нормали 
которой находятся в соответствии Бомпьяни - Пантази (3.5). 
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H(l) - DISTRIBUTION OF AFFINE SPACE 
 

A class of hyperstrip distributions H (l) of affine space is considered whose base 
distribution is a distribution of lines, and equipping distribution is a hyperplanar distri-
bution (H- distribution). A representation of H(l)- distribution is given in the frames of 
the first and second order. Associated focal manifolds are studied. A construction of 
normalization of H(l)- distribution in the sence of Norden-Timofejew is brought, asso-
ciated with a field of normals of the first genus of an equipping H- distribution. 
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ВЫРОЖДЕННЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 
ВТОРОГО РОДА ПАР ТОЧЕК В Р4 

 
Е.П. Н о в и к о в а 

 
(Калининградский государственный университет) 

 
В четырехмерном проективном пространстве P4 рассмотрено вырожденное 

трехмерное многообразие K = (P1P2)3
2,2 второго рода [ 1 ], порожденное точками 

Pi (i, j = 1,2), описывающими двумерные поверхности (Рi). Построен канониче-
ский репер многообразия, найдены ассоциированные геометрические образы. 

Отнесем проективное пространство Р4 к подвижному реперу R = {Aα} (α, β, γ 
= 1 — 5). Деривационные формулы репера имеют вид: dAα = ωα

β Aβ, причем 
формы Пфаффа ωα

β удовлетворяют уравнениям структуры проективного про-
странства: Dωα

β = ωα
γ ∧ ωγ

β и условию эквипроективности: ωα
α = 0. 


