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ДВИЖЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ  

СО СПЕЦИАЛЬНОЙ (,)-МЕТРИКОЙ
*
 

 

Финслеровы пространства, фундаментальная функция которых определена ри-

мановой метрикой  и дифференциальной формой , впервые были введены Ран-

дерсом [1] с целью их применения в исследовании электромагнитного и гравитаци-

онного полей. В работе [2] Кропиной изучалась другая финслерова (,)-метрика, 

нашедшая затем применение в теории динамических систем. 

В настоящей работе исследуется обобщенное лагранжево пространство L
n
 с 

(,)-метрикой вида: 

      xaybyxg ij

cs
sij

2
,  , (1) 

где  xaij  – компоненты риманова метрического тензора (-метрика),  xbi – ком-

поненты дифференциальной линейной формы , c=const. Получены уравнения 

движений пространств L
n
 и их дифференциальные следствия. Установлено, что 

группа движений rG  пространства L
n
 является группой Ли размерности 

  21 nnr . Найдены двумерные пространства, допускающие группы движений. 

1. Пусть М – n-мерное дифференцируемое многообразие, 
Mx

xMTTM


 – ка-

сательное расслоение над М, MTM : – каноническая проекция. Если 

)( ixx  – локальные координаты в MU  , то в   TMU 1  возникают есте-

ственные локальные координаты ),(),( ii yxyx  , где )( ix – базисные координа-

ты точки Ux , а )( iy – слоевые координаты вектора MTy x  относительно 

натурального базиса  i . 

Многообразие М называется лагранжевым пространством nL , если в его ка-

сательном расслоении задана скалярная функция  yxL , – лагранжиан, удовле-

творяющая условию невырожденности: 0det  jiL , где i
i yLL  . Если, в 

частности, L – функция однородная второй степени по y:    yxLyxL ,, 2  , то 

лагранжево пространство является финслеровым пространством nF [3]. Функ-

ции jiij Lf   являются компонентами тензора финслерова типа, который назы-

вается метрическим тензором пространства 
nL .  

                                           
*
 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований. 
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Если на многообразии М задано симметрическое невырожденное тензорное по-

ле финслерова типа   ji
ij dxdxyxgg  , , то имеем обобщенное лагранжево про-

странство L
n
. Если существует функция L на TM, такая что ijji gL  , то обобщен-

ное лагранжево пространство становится лагранжевым. К обобщенному лагранже-
ву пространству L

n
 можно присоединить ассоциированное лагранжево простран-

ство с лагранжианом ji
ij yygL

2

1
 . Для метрики (1) этот лагранжиан имеет вид: 

     ji
ij

cs
s yyxaybL

2

2

1
 . (2) 

2. Диффеоморфизм MM :  называется движением пространства L
n
, если 

он сохраняет поле метрического тензора g. Для того чтобы однопараметрическая 
группа преобразований 

 txxx iii )( , 

порождаемая векторным полем   i
i x  , была группой движений в простран-

стве L
n
, необходимо и достаточно, чтобы производная Ли от метрического тен-

зора g в направлении векторного поля  была равна нулю Lg=0. Эти уравнения 
называются уравнениями движений пространства L

n
, и для метрики (1) они 

имеют вид: 

  0
2

 ijk
k

llk
kl

s
s

ik
k

jjk
k

iijk
k abby

yb

c
aaa  .  (3) 

Дифференцируя (3) по iy , а затем по jy , получим дифференциальные следствия 

     0 k
k

iik
k

jk
k

jjk
k

i bbbbbb  . (4) 

Любое движение обобщенно лагранжева пространства L
n
 будет являться 

движением и ассоциированного лагранжева пространства nL , так как  

 LL=L  ji
ij yyg =(L ijg ) ji yy =0. 

Лагранжиан (2) является однородным степени 2с+2 по у. Тогда функция 

1

1

 cLF  ( 1c ) является однородной степени 2 и невырожденной: 0det  jiF , 

следовательно, может служить фундаментальной функцией финслерова про-

странства nF , присоединенного к ассоциированному лагранжеву пространству 
nL . Если LL=0, то LF =0. Следовательно, любое движение пространства L

n
 яв-

ляется движением пространства nL  и движением пространства nF . Поэтому ес-

ли группа rG – группа движений пространства L
n 

, то она является и группой 

движений присоединенного финслерова пространства 
nF , а значит, является 

группой Ли размерности   21 nnr  [4]. 

3. Поставим задачу классификации двумерных пространств с метрикой (1) 

по группам движений. Зная представления групп 
rG  ( 3r ), действующих на 
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двумерном многообразии, и учитывая, что группа движений rG  пространства L
n
 

не содержит одномерных подгрупп, действующих по общим траекториям [5], 

мы, интегрируя уравнения движений (3), находим компоненты метрического 

тензора пространства, для которого данная группа является группой движений. 
Опуская выкладки, приведем компоненты метрических тензоров про-

странств, допускающих группы движений, и операторы соответствующих групп: 

а) 1G : 11 pX   (
ii

x
p




 );   )()( 22221 xayxbyg ij

c

ij  , ijadet 0.  

b) 2G : 11 pX  , 22 pX  ;   ij

c

ij abyyg
221  , b, constaij  , ijadet 0. 

c) 2G : 11 pX  , 21
1

2 ppxX  : 
22 )1(2

2
21

1111
xc

c
x eybeycg 







  ; 

22 )12(
2

21
1212

xc
c

x eybeycg 






  , 

22 2
2

21
2222

cx
c

x eybeycg 






  , b, constcij  , 

ijcdet 0. 

d) 3G : 11 pX  , 22 pX  , 2
2

1
1

3 pqxpxX   ( 0q ); если q=1, то 

  ijij abyyg
221 

 , где b, constaij  , ijadet 0; если 1q , то   12

)1(1
12 ayg

q
 , 

,02211  gg где 012 a .  
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MOTIONS IN SPACES WITH SPECIAL (,)-METRIC 
 

This paper is devoted to the generalized Lagrange space with (,)-metric of the form  

     xaybyxg ij

cs
sij

2
,   

research, where  xaij  are the components of Riemannian metric tensor (-metric) and 

 xbi  are the components of the differential form , c=const. Equalizations of motions 

in the space L
n
 and differential implication are obtained. It is stated that the group of 

motions rG  in the space L
n
 is a Lie group of the dimension   21 nnr . Two-di-

mension spaces admitting groups of motions are found. 


