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Обобщенные тождества Риччи и Бианки 

для связности с нетензорами кручения и кривизны 
 

Рассматривается многообразие, структурные уравнения 
которого построены с помощью деформации внешнего диф-
ференциала. Кручение и кривизна аффинной связности на 
этом многообразии не являются тензорами. Кривизна является 
тензором, причем нулевым, только для канонической связно-
сти. Кручение совпадает с антисимметрией слоевых коорди-
нат и не обращается в нуль даже для канонической связности. 
Каноническая связность, в отличие от связности Леви-Чиви-
ты, является плоской и несимметричной.  

Построены обобщенные тождества Риччи и Бианки для 
кривизны и кручения аффинной связности на этом многообра-
зии. Однако повторный деформированный дифференциал от 
базисных форм и форм связности обращается в нуль только 
вдоль линии на многообразии. Для канонической связности 
эти тождества приобретают классический вид. Причем в этом 
случае повторный деформированный дифференциал от форм 
связности тождественно равен нулю, а повторный деформи-
рованный дифференциал от базисных форм обращается в нуль 
только вдоль линии на многообразии. 
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Продолжается изучение деформирующегося многообразия 
෰ܺ௠ [23], начатое в [7; 8] и рассматривающее дифференциал ܦ෱, 
определенный для дифференциальной 1-формы   формулой 
(ср. [15; 16; 25; 26]) 

෱߱ܦ ൌ ߱ܦ ൅ ሺ݂݀ ∧ ߱ሻ|∧మ்∗  

и включающий возмущение внешнего дифференциала ܦ (см., 
напр., [10]).  

В расслоении линейных реперов над многообразием ෰ܺ௠ 
зададим связность Г෰௝௞

௜  с помощью форм  

෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱௝

௜ െ Г෰	௝௞
௜ ߱௞   (ᇞ෭ Г෰௝௞

௜ ൅ ෭߱௝௞
௜ ൌ Г෰௝௞,௟

௜ ߱௟), 

где ݅, ݆, ݇ ൌ 1,… ,݉. 
Структурные уравнения для базисных форм ߱௜ и форм 

связности ෭߱෩௝
௜ приведем к виду 

෱߱௜ܦ ൌ ߱௝ ∧ ෭߱෩௝
௜ ൅ భ

మ
෰ܶ
௝௞
௜ ߱௝ ∧ ߱௞,                            (1) 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௞ ∧ ෭߱෩௞
௜ ൅ భ

మ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ߱௞ ∧ ߱௟,                          (2) 

объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и кривизны ෰ܴ௝௞௟

௜  выражаются по форму-
лам 

ଵ
ଶ
෰ܶ
௝௞
௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ

௜ ,			ଵ
ଶ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ Γ෰௝ሾ௞,௟ሿ

௜ െ Γ෰௝ሾ௞
௦ Γ෰|௦|௟ሿ

௜ . 

Объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и кривизны ෰ܴ௝௞௟

௜  удовлетворяют 
уравнениям 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ൅ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧ ෭߱௧

௣ ൌ ෰ܶ
௝௞,௟
௜ ߱௟,                      (3) 

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ െ ௝ሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௦

௦߲௣
		௤݂ݔ௤௨ ෭߱௨

௣ ൌ ෰ܴ
௝௞௟,௦
௜ ߱௦,                 (4) 

где ݂ ൌ ݂ሺݔ௜, ௞ݔ
௝ሻ. Заменяя в уравнениях (3, 4) слоевые формы 

на формы связности (см., напр., [12]) ෭߱௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௜ ൅ Г෰௝௞
௜ ߱௞, полу-

чим 

෱׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ߱௟׏෱௟ ෰ܶ௝௞

௜ ෱׏   , ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ߱௦׏෱௦ ෰ܴ௝௞௟

௜ . 
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Ковариантные дифференциалы ׏෱ ෰ܶ௝௞
௜ ෱׏ , ෰ܴ௝௞௟

௜  имеют вид 

෱׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ݀ ෰ܶ௝௞

௜ ൅ ෰ܶ
௝௞
௟ ෭߱෩௟

௜ െ ෰ܶ
௟௞
௜ ෭߱෩௝

௟ െ ෰ܶ
௝௟
௜ ෭߱෩௞

௟ ൅ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧ ෭߱෩௧

௣, 

෱׏ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ݀ ෰ܴ௝௞௟

௜ ൅ ෰ܴ
௝௞௟
௦ ෭߱෩௦௜ െ ෰ܴ

௦௞௟
௜ ෭߱෩௝

௦ െ ෰ܴ
௝௦௟
௜ ෭߱෩௞

௦ െ ෰ܴ
௝௞௦
௜ ෭߱෩௟

௦ െ

െߛ௝ሾ௟
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤߲௣௨
		௩ ݂ ෭߱෩௝௤

௨ , 

а ковариантные производные ׏෱௟ ෰ܶ௝௞
௜ ෱௦׏ , ෰ܴ௝௞௟

௜  выражаются по 
формулам 

෱௟׏ ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ෰ܶ

௝௞,௟
௜ െ ෰ܶ

௝௞
௦ Γ෰௦௟

௜ ൅ ෰ܶ
௦௞
௜ Γ෰௝௟

௦ ൅ ෰ܶ
௝௦
௜ Γ෰௞௟

௦ െ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௤݂ݔ௤௧Γ෰௧௟

௣, 

෱௦׏ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ ෰ܴ

௝௞௟,௦
௜ െ ෰ܴ

௝௞௟
௣ Γ෰௣௦௜ ൅ ෰ܴ

௣௞௟
௜ Γ෰௝௦

௣ ൅ ෰ܴ
௝௣௟
௜ Γ෰௞௦

௣ ൅ ෰ܴ
௝௞௣
௜ Γ෰௟௦

௣ ൅

൅Γ෰௤௦௨ ௝ሾ௟ߛ
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤߲௣௨
		௩ ݂. 

Для компонент объекта связности справедливо разложение 
[6; 9] 

Г෰௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜ , 

где ߛ௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ ൫ݔ௟, ௤ݔ
௣൯ — тензор деформации от канонической 

аффинной связности Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  к произвольной связности 

Г෰௝௞
௜ . В [8] показано, что слоевые координаты 2-го порядка ݔ෬௝௞

௜  
полусимметричны (см.: [5; 18; 19; 27]); кроме того, они удо-

влетворяют равенству ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ — это 
кручение канонической связности. Указанное разложение поз-
воляет свести объекты связности, кручения и кривизны, не яв-
ляющиеся тензорами, к тензору ߛ௝௞

௜ , слоевым координатам 1-го 

௝ݔ
௜ и 2-го ݔ෬௝௞

௜  порядков, а также функции ݂, задающей деформа-

цию (искривление) дифференциалов. Объекты кручения ෰ܶ௝௞
௜  и 

кривизны ෰ܴ௝௞௟
௜  выражаются следующим образом [7]: 

భ
మ
෰ܶ
௝௞
௜ ൌ ሾ௝௞ሿߛ

௜ ൅ ௝ܰ௞
௜ 	,                                   (5) 

భ
మ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ ௦߲ߛ௝ሾ௞

௜ ݔ
∗
௟ሿ
௦ െ ௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ െ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ .                  (6) 
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Замечание. Из (4, 6) следует, что для нулевого тензора ߛ௝௟
௜  

кривизна ෰ܴ௝௞௟
௜  становится тензором, причем нулевым. Из (3) 

видно, что кручение ෰ܶ௝௞
௜ 	 не является тензором и не обращается 

в нуль (см. также, напр., [21; 24]). В работе [1] рассматривает-
ся связность в максимальном фактор-расслоении над про-
странством центрированных плоскостей, которая всегда с кру-
чением, так как построенные квазитензоры S', S'' и тензор кру-
чения S''' нельзя обратить в нуль. 

Используя (5, 6), найдем тождества Риччи и Бианки, кото-
рым удовлетворяют кручения и кривизна. 

Действуя на обе части уравнения (5) внешним дифферен-
циалом ܦ෱, получим 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ଵ
ଶ
෱׏ ෰ܶ௝௞

௜ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞ ൅ 

൅	ଵ
ଶ
ቀ ෰ܶ௦௟

௜ ෰ܶ
௝௞
௦ െ ෰ܴ

௝௞௟
௜ ൅ ௧௟ߛ

௣ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂ቁ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ 

൅	ଵ
ଶ
ቀݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Учитывая выражение ковариантного дифференциала, по-
лучим 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ 

ൌ ଵ
ଶ
ቀ׏෱௟ ෰ܶ௝௞

௜ ൅ ෰ܶ
௦௝
௜ ෰ܶ

௞௟
௦ െ ෰ܴ

௝௞௟
௜ ൅ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ ௧௟ߛ௤௧ݔ
௣

௦߲௣
		௤݂ቁ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ 

൅ଵ
ଶ
ቀݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Введем обозначение 

௝௞௟ܯ
௜ ൌ ෱ሾ௟׏ ෰ܶ௝௞ሿ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሾ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሿ
௦ െ ෰ܴ

ሾ௝௞௟ሿ
௜ ൅ ௧ሾ௟ߛ

௣ ݔ
∗
௝
௦ߜ௞ሿ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂. 

Поскольку каждое слагаемое в выражении ܯ௝௞௟
௜  кососим-

метрично по двум индексам, входящим в группу индексов 
݆, ݇, ݈, по которым производится альтернирование, то альтерни-
рование можно заменить циклированием. Следовательно,  

௝௞௟ܯ
௜ ൌ ෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሼ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሽ
௦ െ ෰ܴ

ሼ௝௞௟ሽ
௜ ൅ ௧ሼ௟ߛ

௣ ݔ
∗
௝
௦ߜ௞ሽ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂. 
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Тогда 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ଵ
ଶ
௝௞௟ܯ
௜ ߱௝ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟ ൅ ଵ

ଶ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ௟ݔ݂݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞. 

Равенство ܯ௝௞௟
௜ ൌ 0 является тождеством, что легко пока-

зать, используя выражения (5, 6) для объектов кручения и кри-

визны с помощью тензора деформации ߛ௝௞
௜ . 

Аналог тождества Риччи ܯ௝௞௟
௜ ൌ 0, то есть 

෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ
௜ ൅ ෰ܶ

௦ሼ௝
௜ ෰ܶ

௞௟ሽ
௦ െ ෰ܴ

ሼ௝௞௟ሽ
௜ ൅ ௧ሼ௟ߛ

௣ ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿሽߜ

௜ ௤௧ݔ ௦߲௣
		௤݂	 ൌ 0,       (7) 

приводит выражение для ܦ෱ଶ߱௜ к виду 

෱ଶ߱௜ܦ ൌ ቀభ
మ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞.                (8) 

Выполнение тождеств не влечет за собой равенство нулю 
второго дифференциала ܦ෱ଶ߱௜ только вдоль линии на многооб-
разии ෰ܺ௠. 

Для канонической связности Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  имеем  

௧௟ߛ
௣ ൌ 0,  ෰ܶ௝௞

௜ ൌ ௝ܰ௞
௜ ,  ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ 0, 

поэтому (7) имеет вид классического тождества Риччи для 
плоской связности 

෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ
௜ ൅ ෰ܶ

௦ሼ௟
௜ ෰ܶ

௝௞ሽ
௦ ൌ 0.                             (9) 

Объект ܯ௝௞௟
௜ ൌ ෱ሼ௟׏ ෰ܶ௝௞ሽ

௜ ൅ ෰ܶ
௦ሼ௟
௜ ෰ܶ

௝௞ሽ
௦  является тензором, и его 

обращение в нуль инвариантно. При этом выражение 

෱ଶܦ
୭

߱௜ ൌ ቀଵ
ଶ
ݔ
∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜
௦߲௣
		௟ ݂ቁ ௟ݔ݀

௣ ∧ ߱௝ ∧ ߱௞ 

обращается в нуль вдоль любой линии ߩ на многообразии ෰ܺ௠. 
Такой же вид имеет второй дифференциал в простой (полу-

симметрической) связности Γ෰ே ௝௞
௜ . 
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Замечание. Канонической связность Г෰
௖

	௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ , в отли-

чие от связности Леви-Чивиты, имеет нулевую кривизну и не-
нулевое кручение. Связность Вайценбека (см., напр., [17]) так-
же имеет нулевую кривизну и ненулевое кручение, причем 
кручение является объектом неголономности подвижного ре-
пера. Кручение канонической связности также совпадает с ан-

тисимметрией координат ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ . 

Действуя на обе части уравнения (2) внешним дифферен-
циалом ܦ෱, получим 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ

ଵ

ଶ
ቀ׏෱ ෰ܴ௝௞௟

௜ ൅ ௝௦ߛ
௜ ݔ
∗
ሾ௞
௣ ௟ሿߜ

௦ݔ௩
௤߲௣௨

		௩ ݂ ෭߱෩௝௤
௨ െ ෰ܴ

௝௞௣
௜ ෰ܶ

௟௦
௣߱௦ቁ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Учитывая выражение ковариантного дифференциала, на-
ходим 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ

1
2
ቀ׏෱௦ ෰ܴ௝௞௟

௜ െ ෰ܴ
௝௞௣
௜ ෰ܶ

௟௦
௣ െ ௝ሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௩ݔ

௤ߛ௤௦௨ ߲௣௨		௩ ݂ቁ߱௞ ∧ ߱௟ ∧ ߱௦ െ 

െ
ଵ

ଶ
௝௦ߛ
௜ ݔ
∗
ሾ௞
௣ ௟ሿߜ

௦߲௣௨
		௩ ௩௨ݔ݂݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Введем обозначение 

௝௞௟௦ܯ
௜ ൌ ෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ

௜ ൅ ෰ܴ
௝௣ሼ௞
௜ ෰ܶ

௟௦ሽ
௣ െ ௝ሼሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௤|௦ሽ|ߛ

௨ ௩ݔ
௤߲௣௨		௩ ݂, 

тогда 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ଵ

ଶ
௝௞௟௦ܯ
௜ ߱௞ ∧ ߱௟ ∧ ߱௦ െ ଵ

ଶ
ቀߛ௝ሾ௟

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ߲௣௨		௩ ݂ቁ ௩௨ݔ݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Аналог тождества Бианки ܯ௝௞௟௦
௜ ൌ 0, то есть 

෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ
௜ ൅ ෰ܴ

௝௣ሼ௞
௜ ෰ܶ

௟௦ሽ
௣ െ ௝ሼሾ௟ߛ

௜ ݔ
∗
௞ሿ
௣ ௤|௦ሽ|ߛ

௨ ௩ݔ
௤߲௣௨

		௩ ݂	 ൌ 0,       (10) 

приводит выражение для ܦ෱ଶ ෭߱෩௝
௜ к виду 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ െభ

మ
௝ሾ௟ߛ
௜ ݔ

∗
௞ሿ
௣ ߲௣௨

		௩ ௩௨ݔ݂݀ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟.                (11) 
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Замечание. В работе [2] рассматривается геометрическое 
доказательство тождества Бианки. 

Для канонической связности ߛ௧௟
௣ ൌ 0, ෰ܶ௝௞

௜ ൌ ௝ܰ௞
௜ , ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ 0 ра-
венство (10) имеет вид классического тождества Бианки плос-
кой связности 

෱ሼ௦׏ ෰ܴ|௝|௞௟ሽ
௜ ൌ 0,                                   (12) 

причем 

෱ଶܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ 0, 

поскольку ߛ௝௞
௜ ൌ 0. 

Найденные тождества (7, 10) являются обобщенными тож-
дествами Бианки для кручения и кривизны рассматриваемой 
связности Г෰௝௞

௜ . При этом второй дифференциал (8) базисных 

форм ߱௜ и второй дифференциал (11) форм связности ෭߱෩௝
௜ не 

равны нулю. В случае канонической связности тождества (7, 
10) принимают классический вид (9, 12).  

Замечание. В работе [20, р. 85] представлен матричный 
способ выражения обобщенных тождеств Бианки в терминах 
миноров коэффициентов ковариантно замкнутых дифферен-
циальных форм со значениями в векторном расслоении. Также 
обобщенные тождества Бианки рассматриваются, например, в 
[3; 4; 11, с. 28; 13]. В [22] вводятся обобщенные тождества Би-
анки в модели модифицированной гравитации с динамиче-
ским кручением, с использованием возмущения связности. 
В [14] показано, что в общем случае в обобщенном простран-
стве Вейля первое тождество Бианки не выполняется. Оно 
имеет место, если обобщенное пространство Вейля обладает 
полусимметрической связностью. 
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A manifold is considered whose structure equations are const-
ructed using a deformation of the exterior differential. The torsion 
and curvature objects of the affine connection on this manifold are 
not tensors. The curvature object is a tensor, and it is vanishing, 
only for a canonical connection. The torsion object coincides with 
the antisymmetry of fiber coordinates and it is non-vanishing even 
for the canonical connection. Unlike the torsion-free Levi-Civita 
connection, the canonical connection has vanishing curvature and 
non-vanishing torsion. 

Generalized Ricci and Bianchi identities are constructed for 
curvature and torsion of the affine connection on this manifold. 
However, the repeated deformed differential for the basis forms 
and connection forms vanishes only along a line on the manifold. 
For the canonical connection, these identities take on a classical 
form. Moreover, in this case, the repeated deformed differential for 
the connection forms is identically equal to zero, and the repeated 
deformed differential for the basis forms vanishes only along the 
line on the manifold.  
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