
Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 154 

8. Chen B.Y. Geometry of submanifolds. New York, 1973. 
 

  A. Chakmazyanа 

 
ABOUT SEMISYMMETRIC HYPERSURFACES  

OF AFFINE SPACE 
 

Using the method of exterior forms equipped hypersurface M n  in 

(n+1)-dimensional affine space A 1n  is studied. It’s proved that equip-

ment induces connection of the semisymmetric submanifold on M n  if 

and only if h ij( h mk )  H
m
l – h ij( h ml ) H

m
k  = 0, where h ij  are coefficients 

of the second fundamental form on M n . Moreover if the tangentially 

nondegenerate hypersurface in A 1n  is equipped and all normales of this 

hypersurface contain the same point (central equipment) or all these 
normals are parallel to the same vector (trivial equipment) then this 
equipment induces the geometry of semisymmetric submanifold on 

M n , the tangent connection on M n  is equiprojective when H
m
l 0 and 

hypersurface is an affine hyperplane when H
m
l =0. 
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ЦЕНТРОПРОЕКТИВНАЯ СВЯЗНОСТЬ  

В ПРОСТРАНСТВЕ ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТИ  
КАРТАНА 

 

Рассмотрено каноническое пространство проектив-
ной связности Картана со структурными уравнениями, 
являющимися уравнениями специального расслоения 
центропроективных реперов. Задание связности в этом 
расслоении привело к пространству центропроективной 
связности. Найдены дифференциальные сравнения для 
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компонент тензора центропроективной кривизны, со-
держащего тензор аффинной кривизны. Использованы 
тензоры кручения проективной связности Картана, ас-
социированных центропроективной и аффинной связ-
ностей, причем для последней определены тензоры 
формального и реального кручения. 

 

Структурные уравнения пространства проективной связности 
Картана Рn,n,, обобщающие соответствующие уравнения прост-
ранства аффинной связности, имеют вид [1, c. 234; 2, c. 176—177] 

  ;n,1p,m,k,j,iSD kji
jk

i
j

ji    (1) 

 mki
jkm

i
j

k
k

i
j

i
k

k
j

i
j RD  ;  (2) 

 ki
ijkj

j
ii RD  ,  (3) 

причем компоненты объекта кручения-кривизны R= 

= { ijk
i
jkm

i
jk R,R,S } антисимметричны по двум последним ниж-

ним индексам: ,0Si
)jk(   .0R,0R )jk(i

i
)km(j   В каноническом 

случае они удовлетворяют дифференциальным сравнениям [3] 

  ,0Si
jk   ,0SSR j

i
kmp

p
km

i
j

i
jkm   ,0RR m

m
ijkijk    (4) 

где символ  означает сравнение по модулю базисных форм i, а 

дифференциальный оператор  действует следующим образом: 

 m
k

i
jm

m
j

i
mk

i
m

m
jk

i
jk

i
jk SSSdSS  . 

Замечание. Структурные уравнения (1—3) показывают, 
что с точки зрения расслоений пространство проективной 
связности Картана не является (см. напр., [2, c. 167]) про-
странством со связностью. 

Запишем структурные уравнения (1; 2) в следующем виде: 

 i
j

jiD  ,  (1) 

  )R(D mi
jkm

i
jk

ki
k

k
j

i
j  ;  (2) 

  j
i
kk

i
j

i
jk

ki
jk

i
j

i
j ,S  .  (5) 
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Уравнения (1) являются структурными уравнениями Лаптева 
[4] некоторого n-мерного гладкого многообразия Vn, которое 
назовем базой пространства проективной связности Рn,n. 

Структурные уравнения (1,2,3) с учетом обозначения (51) пока-
зывают, что над базой Vn имеется расслоение касательных цен-
тропроективных (коаффинных) реперов G(Vn), типовым слоем 
которого является центропроективная группа G = GA*(n), 
dimG = n(n+1). Группа G действует в касательном центропро-

ективном n-пространстве 

nP , полученном проективизацией [5] 

касательного линейного пространства Tn к многообразию Vn в 
фиксированной точке. Отметим, что пространство Рn,n является 
центропроективным многообразием [5], а расслоение коаф-
финных реперов G(Vn) порождает фактор-расслоение линей-

ных реперов )V(L nn2  со структурными уравнениями (1,2), 

типовым слоем которого является линейная фактор-группа 

)n(GLL 2n
 , действующая в линейном пространстве Tn. 

Зададим центропроективную связность в расслоении G(Vn) 
способом Лаптева [6]. Рассмотрим преобразование слоевых 

форм i
i
j ,   с помощью базисных форм k: 

 ,Г~,Г~ j
ijii

ki
jk

i
j

i
j    (6) 

где коэффициенты ij
i
jk Г,Г  являются некоторыми функциями на 

расслоении G(Vn). Дифференцируем формы (6) внешним образом: 
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k
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j
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j
ii   

Подставим в первые слагаемые выражения форм i
i
j ,   из ра-

венств (6): 
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Во 2-х и 3-х слагаемых вернемся к формам i
i
j ,  : 
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,)ГГSГR()Г(~~~D

kj
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jkimijkk
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jp

i
jkm

i
jk

i
jk

ki
k
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i
j




(7) 

Согласно теореме Картана — Лаптева [6] зададим поле объекта 

центропроективной связности { ij
i
jk Г,Г } на базе Vn: 

 .ГГГ,ГГ k
ijk

k
ijij

mi
jk

i
jk

i
jk    (8) 

Тогда уравнения (7) примут вид 

,~~~D,~~~D kj
ijkj

j
ii

mki
jkm

i
k

k
j

i
j   (9) 

где компоненты объекта центропроективной кривизны 

{ ijk
i
jkm , } выражаются по формулам 

 
,ГГГSГR

,ГГГSГR

]mk
m

j[i]jk[i
m
jkimijkijk

i
]pm

p
k[j

i
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p
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i
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


  (10) 

причем по крайним индексам в квадратных скобках произво-
дится альтернирование. 

Продифференцируем уравнения (8) внешним образом: 

 
.0)ГГГГ(

,0)ГГГГ(

k
m

m
ijk

m
ikmj

m
jkimijk
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km

i
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p
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i
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i
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p
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i
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


 

Разрешим квадратичные уравнения по лемме Картана, подста-
вим выражения трехиндексных форм (52) и запишем результат 
в виде сравнений 
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.0ГГГГ2Г

,0ГГГГГ

m
m
ijkikjjikkijijk

k
i
jmj

i
mkm

i
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p
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i
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


 

Проальтернируем эти сравнения по двум последним нижним 
индексам 

 
.0ГГГГ

,0ГГГ

m
m

]jk[ii]kj[]kj[i]jk[i

j
i

]mk[p
p

]jk
i
m[

i
]km[j




  (11) 

Теперь найдем сравнения на компоненты (10) с помощью 
соотношений (4; 8; 11): 

 .0,0 m
m
ijkijk

i
jkm    (12) 

Теорема 1. Объект кривизны },{ ijk
i
jkm   центропроектив-

ной связности }Г,Г{ ij
i
jk  в расслоении центропроективных репе-

ров G(Vn) над базой Vn канонического пространства проективной 
связности Картана Рn,n является тензором, содержащим под-

тензор кривизны i
jkm  аффинной подсвязности i

jkГ в фак-

тор-расслоении касательных линейных реперов )V(L nn2 . 

Внесем формы аффинной подсвязности (61) в структурные 
уравнения (1): 

 ;~D kji
jk

i
j

ji     (13) 

 .ГT,TS i
]jk[

i
jk

i
jk

i
jk

i
jk    (14) 

Альтернируя дифференциальные уравнения (81) по нижним 
индексам с использованием симметрии форм (52), запишем 
результат в виде сравнений 

 .0T i
jk    (15) 

Назовем i
jkT  тензором формального кручения аффинной под-

связности центропроективной связности, ассоциированной с 

пространством .P n,n  
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По аналогии с формулой (142) введем [7] объект ,T ]ij[ij   

компоненты которого удовлетворяют вытекающим из уравне-
ний (82) сравнениям 

 .0TT k
k
ijij    (16) 

Дифференциальные сравнения (15; 16) показывают, что 

объект }T,T{ ij
i
jk  является тензором, который назовем тензором 

формального кручения ассоциированной центропроективной 
связности. 

Из дифференциальных сравнений (41; 15) следует, что 

компоненты объекта 
i
jk  удовлетворяют сравнениям 

   .0i
jk  (17) 

Определение. Тензор 
i
jk  — сумму (141) тензора круче-

ния i
jkS  пространства проективной связности Картана n,nP  и 

тензора формального кручения i
jkT  аффинной подсвязности 

i
jk  центропроективной связности },,{ ij

i
jk   ассоциированной 

с пространством n,nP , — назовем тензором реального кручения 

ассоциированной аффинной подсвязности. 

Теорема 2. Задание центропроективной связности },{ ij
i
jk   

в каноническом пространстве проективной связности Картана 

n,nP , представляемом как расслоение центропроективных репе-

ров над его базой — n-мерным гладким многообразием, приводит 
к ассоциированному пространству центропроективной связно-
сти с уравнениями структуры (9; 13), в которые входят тен-

зоры центропроективной кривизны },{ ijk
i
jkm   и реального 

кручения 
i
jk  с компонентами (10; 14), удовлетворяющими 

дифференциальным сравнениям (12; 17). 
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CENTERPROJECTIVE CONNECTION IN THE SPACE 

OF PROJECTIVE CARTAN’S CONNECTION 
 
The canonical space of projective Cartan’s connection with the 

structural equations (equations of the special fibering of the centerpro-
jective frames) is considered. The assignment of connection in this fi-
bering was adduced to space of the centerprojective connection. The 
differential comparisons for the components of the centerprojective 
curvature tensor, containing the tensor of affine curvature, are found. 
The torsion tensors of projective Cartan’s connection, associated cen-
terprojective and affine connections are used, at that the tensors of formal 
and real torsion are defined for the affine connection. 

 
 

УДК 514.75 
 




