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Yu. Shevchenko 
 

TANGENTIAL AND OSCULATING 
SPACES OF PROJECTIVE BUNDLE 

 
The derivation formulas of projective bundle are entered, 

which typical fiber is the projective space. The continuation of 
these formulas has allowed to determine the tangential projective 
space and containing it the osculating projective space to the pro-
jective bundle. It is shown, the ordinary and dual to it tangential 
subspaces of the tangential projective space are crossed on a fiber 
of the projective bundle, and in the sum give the tangential space. 
The section and cosection of projective bundle allocate in every 
tangential space the fixed ordinary and dual tangential subspaces. 
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СКОМПОНОВАННЫЕ ГИПЕРПЛОСКОСТНЫЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Рассматривается специальный класс гиперплоскост-

ных распределений (H-распределений) аффинного про-
странства Аn, в каждом центре Х которого выполняются 
соотношения: [Λn-2(X), L1(X)]=Hn-1(X); Λn-2(X)∩L1(X)=X. 
Такие H-распределения называются скомпонованными [4], 
или кратко SΗ-распределениями. Дано задание SΗ-расп-
ределения в аффинном пространстве, и приведена тео-
рема существования. Показано, что в дифференциальных 
окрестностях 1-го и 2-го порядка внутренним образом 
присоединяются нормали 1-го и 2-го рода H-, L-, Λ-
подрасслоений. Введено в рассмотрение взаимно-
однозначное соответствие между нормалями 1-го и 2-го 
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рода H-подрасслоения, которое является аналогом со-
ответствия Бомпьяни — Пантази [2]. Приведено по-
строение пучков нормалей 1-го и 2-го рода Λ-, L-, H-под-
расслоений. 

 
Схема использования индексов такова: 

 J, K,L 1, n;   i, j, k 1, n - 2;    , , ,  1, n-1.α β γ δ= = =  
Знак ”≡” означает сравнение по модулю базисных форм ωK. 

1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство An, отне-
сённое к подвижному реперу R = {X, ēJ}, уравнения инфини-
тезимального перемещения которого имеют вид: 

 J
J e  dX ω= , K

K
JJ eed ω= . (1) 

Формы Пфаффа Jω , ω K
J  удовлетворяют структурным 

уравнениям аффинного пространства An 

 ,D J
L

LJ ωΛω=ω  .D K
L

L
J

K
J ωΛω=ω   (2) 

Присоединим к образующему элементу SΗ-распределения 
подвижной репер R0 следующим образом: X ≡ A (A — центр 
плоскости H(A)), векторы n-2 n-1|| ,   e || .Je LΛ  В репере 0R  урав-
нения SΗ-распределения имеют вид: 
 n

i ,n K
iKω ω= Λ 1 1 ,n n K

i iKω ω− −= Λ  
 ,L Ki

K,1n
i
n ω=ω − .L Kn

K,1n
n

1n ω=ω −−  

Замыкая уравнения (3) с учетом уравнений (1) — (3), по-
лучим 

 ,Ln
iKL

n
iK ωΛ=Λ∇  L1n

iKL
1n

n
n
iK

1-n
iK ωΛ=ωΛ+Λ∇ −− , 

 ,LLL Li
KL,1n

i
n

n
K,1n

i
K1,-n ω=ω+∇ −−  .LL Ln

KL,1n
n

K,1n ω=∇ −−  

Нетрудно показать, что система (3), (4) — в инволюции и 
справедлива 

Теорема 1. В пространстве Аn SΗ-распределение сущест-
вует с произволом 3n–5 функций n аргументов. 

(3) 

(4) 
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2. Функции { } { }n
K1,n

n
iK

def
n

K L,H −α Λ=  в силу соотношений (4) 

удовлетворяют уравнениям .HH Ln
KL

n
K ω=∇ αα  Откуда следу-

ет, что 

 ,HH Kn
K

n ω=∇ αβαβ  0.HHH 1n
n

n
1n,

i
n

n
i

n
n ≡ω−ω−∇ −

−ααα   (5) 

Тензоры ,n
ijΛ  ,Hn

αβ  n
1-n1,nL −  в общем случае невырожден-

ные. Поэтому для них введём обращённые им тензоры 

 ,ij
nΛ  ,Hn

αβ  1n1,n
nL −− .  (6) 

Построим в дифференциальной окрестности 1-го порядка 
(с учётом уравнений (4) — (5)) охваты квазитензоров 

,i
nν ,1n

n
−ν  αν n , которые задают поля внутренних нормалей 1-го 

рода в смысле Нордена (N2, Nn-1, N1), (l2, ln-1, l1), (h2, hn-m, h1) со-
ответственно Λ-, L-, H-подрасслоений SΗ-распределения. 

Итак, имеем: 

 

{ }

def
i i ij n n n-1

2 n n n jn j,n-1 n

def
n-1 n-1 n-1 ji

n-1 n n ij n

def
α α i n-1

1 n n n n

N : ν =Λ = -Λ (Λ +Λ Λ ),
1N :ν =Λ = Λ Λ ,

n-2

N :ν =Λ = Λ ,Λ ;









  (7) 

 

{ }

def
i i n-1,n-1 i

2 n n n n-1,n-1

def
n-1 n-1 n-1,n-1 n n i

n-1 n n n n-1,n n-1,i n

def
α α i n-1

1 n n n n

l : ν =L = L L ,

l :ν =L = -Λ (Λ +Λ L ),

l :ν =L = L ,L ;









  (8) 

 

{ }

def
i i iβ n

2 n n n βn

def
n-1 n-1 n-1,β n

n-1 n n n βn

def def
α α αβ n i n-1

1 n n n βn n n

h : ν =H = -H H ,

h :ν =H = -H H ,

h :ν =H = -H H = H ,H .









  (9) 
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В результате выполняется 
Теорема 2. Поля нормалей 1-го рода в смысле Нордена (7) 

— (9) соответственно Λ-, L-, H-подрасслоений являются 
внутренними и присоединены к SΗ-распределению в его диф-
ференциальной окрестности 1-го порядка. 

3. Рассмотрим способ построения нормалей 1-го рода SΗ-
распределения в дифференциальной окрестности 2-го порядка, 
исходя из построенных ранее квазитензоров .H ,L , nnn

αααΛ  
Продолжая уравнения 
 ,K

nKnn ωΛ=ω+Λ∇ ααα  (10) 
получим 

 










≡ωδΛ−Λ−Λ−Λ∇

≡ωδΛ+Λ+Λ∇

≡ωδΛ+Λ+Λ∇

βα
βγ

γ
β

αα
β

α

γα
γδβ

δ
γβ

αα
β

γα
γβ

β
γ

αα

.0)HH(

,0)HH(

,0)HH(

n
n
nn

n
nnnnn

n
n

n
n

nn

n
n

Kn
n
KnnK

  (11) 

Функции α n
nβ γβΛ , H ,  удовлетворяющие соответственно урав-

нениям (11), (5), позволяют построить тензор 

 0≡∇ΛΛ−Λ= α
βγβ

γαα
β

α
β n

n
nnn

det

n A  ,HA   (12) 

и обратный ему тензор :A~ nβ
γ  

 .0A~  ,A~A nn
n ≡∇δ= β

γ
α
γ

β
γ

α
β   (13) 

С помощью уравнений (10) — (13) убеждаемся, что функ-
ции )H(A~A n

nnnnn
n

n γ
γββα

β
α ΛΛ−Λ−=  образуют квазитензор 

{ },An
α  так как 

 .K
nKnn ωΑ=ω+Α∇ ααα   (14) 

Квазитензор { }α
nA  распадается на два квазитензора: 

{ } { }
def

α i n-1
n n nA = A ,A ,  т. е. 
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 .A   , n
n

1-n
n

i
n

i
n 00 1 ≡ω+∇≡ω+Α∇ −   (15) 

Поля квазитензоров αΑΑΑ n
1-n

n
i
n  ; ;  (14), (15) задают поля 

нормалей 1-го рода в смысле Нордена 11n2  ; ; ΑΑΑ −  соответ-
ственно Λ-, L-, H-подрасслоений SΗ-распределения в диффе-
ренциальной окрестности 2-го порядка. Аналогичные по-
строения проводим, исходя из квазитензоров :H ,L nn

αα  

 .HH  ,LL K
nKnnnKnn ω=ω+∇=ω+∇ αααααα   (16) 

В результате получим функции  

 ( ),LLLLB~B n
nnnnn

n
n γ

γββα
β

α −−=  ( )n
nnnnnn

n
n HHHHC~C γ

γββα
β

α −−= ,  (17) 

которые удовлетворяют уравнениям 
 .CC  ,BB K

nKnn
K

nKnn ω=ω+∇ω=ω+∇ αααααα  
Непосредственной проверкой убеждаемся, что каждый 

квазитензор (17) распадается на два квазитензора: 

 { } { } { } { }.C  ,CC  ,B  ,BB 1-n
n

i
nn

1-n
n

i
nn == αα  

Квазитензоры ( )αn1-n
n

i
n B ,B ,B  и ( )αn1-n

n
i
n C ,C ,C  задают поля 

нормалей 1-го рода ( )11-n B ,B ,B2  и ( )11-n C ,C ,C2  в смысле Нор-
дена соответственно Λ-, L-, H-подрасслоений. 

Итак, имеет место 
Теорема 3. Поля нормалей 1-го рода в смысле Нордена 

( )11-n A ,A ,A2 ( )11-n B ,B ,B2 , ( )11-n C ,C ,C2  соответственно Λ-, 
L-, H-подрасслоений являются внутренними и присоединены к 
SΗ-распределению в его дифференциальной окрестности 2-го 
порядка. 

4. Рассмотрим тензор 

 ,  ,HH K
K

n
nn

n ων=ν∇−ν−=ν ααα
β

αβα   (18) 

который задаёт в каждом центре А плоскость ( )An 2−ν  
( ) ( ) ( )( ),AA  ,AHA 2-nn ν∉⊂ν −2  т. е. нормаль 2-го рода гиперп-
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лоскости H(A). Уравнения (18) можно разрешить относи-
тельно { }:n

αν  

 .  ,HH K
nKnnnnn ων=ω+ν∇+ν−=ν ββββ

α
βαβ   (19) 

В локальном репере нормаль 2-го рода )A(n 1−ν  гиперпло-
скости H(A) определяются уравнениями: 

 .x  ;x n 001 ==−ν α
α   (20) 

Пересечение плоскости )A(n 2−ν  с плоскостью )A(Λ в ло-
кальном репере задается уравнениями 
 i n-1 n

iν x -1=0,  x =0,  x =0,   (21) 

а с прямой )A(L1  — уравнениями 

 .  x,
n

  x,x n1-ni 0
1

10 =
−

==   (22) 

Таким образом, тензор αν  распадается на два тензора 

( ), , 1-ni νν  которые определяют в каждом центре А нормали 2-го 
рода (21), (22) соответственно плоскости )A(Λ  и прямой )A(L1 . 

В силу соответствия Бомпьяни — Пантази (18) схема по-
строения нормалей 2-го рода Λ-, L-, H-подрасслоений такова: 
 { } { } { }β

n α i n-1ν ν ν , ν .→ →   (23) 

Прежде всего отметим, что нормали 1-го рода { }αnH  в соот-
ветствии Бомпьяни — Пантази соответствует бесконечно уда-
ленная (n – 2)-плоскость, так как в силу (9) в этом случае 

0=−−= α
β

αβα
n

nn
n HHHh  и уравнения (20) задают бесконечно 

удаленную плоскость. 
Квазитензоры ααα Λ nnn L  ,  ,H  функционально независимы, 

поэтому они определяют в дифференциальной окрестности  
1-го порядка три однопараметрических пучка нормалей 1-го 
рода H-подрасслоения ( ε - параметр): 
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  ,LH)1()(   ,H)1()( nnnnnn
αααααα ε+ε−=εηΛε+ε−=εζ  

 .L)1()( nnn
ααα ε+Λε−=εϑ  

По схеме (23) имеем 
 { } { }→−Λ−=λ→Λ α

β
αβα

β n
nn

n
n HH  

 { },HH  ;HH n
n,nn

n
,n1-n

n
inn

n
ii 11 −

β
β−

β
β −Λ−=λ−Λ−=λ→  

 { } { }→−−=→ α
β

αβα
β n

nn
n

n HLHlL  

 { }n
n,nn

n
,n2-n

n
inn

n
ii HLHl  ;HHl 11 −

β
β−

β
β −−=−Λ−=→ . 

Тензоры  и  lα αλ  порождают в дифференциальной окрест-
ности 1-го порядка однопараметрический пучок нормалей 2-го 
рода H-подрасслоения: 
 .l)1()( ααα ε+λε−=ερ   (24) 

Пучок нормалей 2-го рода (24), в свою очередь, порождает 
семейства нормалей 2-го рода 
 i i i n-1 n-1 n-1ρ (ε)=(1-ε)λ +εl ,  ρ (ε)=(1-ε)λ +εl  
соответственно Λ-, L-подрасслоений. 

В дифференциальной окрестности 2-го порядка по схеме 
(23) имеем: 
 { } { }→−−=→ α

β
αβα

β n
nn

n
n HAHaA  

 { },HAHa  ;HAHa n
n,nn

n
,n1-n

n
inn

n
ii 11 −

β
β−

β
β −−=−−=→  

 { } { }→−−=→ α
β

αβα
β n

nn
n

n HBHbB  

 { },HBHb  ;HBHb n
n,nn

n
,n1-n

n
inn

n
ii 11 −

β
β−

β
β −−=−−=→  

 { } { }→−−=→ α
β

αβα
β n

nn
n

n HCHCC  

 { }.HCHC  ;HCHC n
n,nn

n
,n1-n

n
inn

n
ii 11 −

β
β−

β
β −−=−−=→  

Квазитензоры βββ
nnn C  ,B  ,A  функционально независимы и 

поэтому порождают три пучка нормалей 1-го рода H-подрасс-
лоения в дифференциальной окрестности 2-го порядка (σ  — 
параметр): 
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 β β β β β β β β
n n n n n n n nμ (σ)=A -σ(A -C ),  ξ (σ)=B -σ(B -C ),  

 ).CA(A)( nnnn
ββββ −σ−=σϕ  

Тензоры ααα c  ,b  ,a  задают три пучка нормалей 2-го рода 
H-подрасслоения: 
 ;cb)()(  ;ca)()( ββββββ σ−σ−=σξσ+σ−=σµ 11  
 ,ca)()( βββ σ+σ−=σϕ 1  

которые порождают соответственно по три пучка нормалей  
2-го рода Λ-, L-подрасслоений: 

   ,cb)()(  ,ca)()( iiiiii σ−σ−=σξσ+σ−=σµ 11  
 ;ca)()( iii σ+σ−=σϕ 1  
 ( ) ,cb)()(  ,ca)( nn1-nnnn 11111 11 −−−−− σ−σ−=σξσ+σ−=σµ  
 .c)()( nnn 111 1 −−− σ+σ−=σϕ  
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THE COMPOSED HYPERPLANE DISTRIBUTIONS 
OF THE AFFINE SPACE 

 
Special class of the hyperplane distributions of the affine space 

are considered. 




