
122 
 

Доказательство. Рассмотрим матрицу В, составленную из коэффици-
ентов при 2

mξ  ( ),n,2,1m ≠  s
nξ  ( )n;1s ≠ , 2

2ξ  в уравнениях ( ) ( ),n,2,1k2
2k ≠  

( n
h

2 )(h≠1,n), ( ) ( ),n;1h,h
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23 . Матрица В имеет вид: 
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Отсюда, r(B)= 2n-4. 
Доказанные леммы позволяют сформулировать следующую теорему. 
Теорема. Если тензор кручения Т пространства An=(Mn,∇) удовле-

творяет условию IIT ⊗−⊗≠ ωω , то размерность интранзитивной 
группы движений этого пространства не больше, чем n2-2n+3. 

Приведенная в теореме граница точная. Рассмотрим пространство 
An=(Rn,∇), где ∇ задана компонентами вида 

 ( ) ,1xГГ
221

32
1
23 +=−=  остальные .0Г i

jk =  

Максимальная группа аффинных преобразований этого пространства ин-
транзитивна и имеет размерность n2-2n+3. 
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ОБ ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ  

В КОКАСАТЕЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЯХ СО СВЯЗНОСТЬЮ 
ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ЛИФТА 

 
Получено каноническое разложение произвольного инфинитезимального аффинно-

го преобразования на T*(Mn) со связностью ∇н при условии Т=0, W=0, где Т – тензор 
кручения, W – тензор проективной кривизны связности ∇.  

 
§1. Основные определения и факты  

 
Пусть Mn – связное дифференцируемое многообразие класса C∞, ∇ – 

линейная связность, заданная на Mn. На кокасательном расслоении T*(Mn) 
существует единственная линейная связность ∇н, называемая горизонталь-
ным лифтом связности ∇, удовлетворяющая следующим условиям [1]: 

 ,)Y(Y н
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где Х, Y – векторные поля, ω, ϕ – линейные формы на Mn; векторное поле 
Хн на T*(Mn) является горизонтальным лифтом векторного поля Х, а век-
торное поле ωv* на T*(Mn) является вертикальным лифтом линейной фор-
мы ω. 

В [2] доказано, что векторное поле ~X  вляется инфинитезимальным 
аффинным преобразованием тогда и только тогда, когда существуют век-
торное поле Х, линейная форма θ, тензорные поля F типа (2,0), Q типа (1,1) 
такие, что 

 X~ =Х(0) + Fγн + ∗γQ +
∗

θv ,  (1.1)  

причем 
 Lx∇=0, ∇Q=0, ∇F=0, F·T=0, F·R=0, ∇2θ=0. 

Здесь Lх – символ дифференцирования Ли относительно векторного 
поля Х, ∇Q, ∇F – ковариантные дифференциалы тензорных полей Q и F, 
∇2θ – второй ковариантый дифференциал формы θ. Тензорные поля F⋅T, 
F⋅R означают свертки С2

1 с тензорными полями кручения и кривизны 
связности ∇. 

 
§2. Каноническое разложение инфинитезимального аффинного 

преобразования в T* (Mn) над проективно-евклидовым пространством 
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Предположим, что база Mn кокасательного расслоения T*(Mn) снабже-

на линейной связностью ∇ без кручения, являющейся проективно-
евклидовой. Это условие эквивалентно обращению в нуль тензора W про-
ективной кривизны Вейля [3]. 

Пусть (U, xi) – координатная окрестность на Mn. Тогда условие W=0 в 
локальных координатах примет вид [3]: 

   ,P
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где Рij = nRij+Rji, Rij= Rijm
m  – компоненты тензорного поля Pиччи. 

Рассмотрим условие F⋅R=0 для тензорного поля F, входящего в разло-
жение (1.1) более подробно. В выбранной карте (U, xi) тензорное поле F⋅R 
имеет компоненты 

 h
imj

kmkh
ij RF)RF( =⋅  

В силу этого соотношение F⋅R=0 будет равносильно системе 

 0RF h
imj

km =   (2.2) 

Отсюда, в результате свертки по индексам h и j получим 

 0RF im
km = .  (2.3) 

Учитывая тождество h
ikj

h
ijk RR −=  и тождество Бианки 0RRR h

jim
h
mji

h
imj =++ , 

из (2.2) получим  

 0RF mi
km = .  (2.4) 

Из соотношения (2.2) и (2.3) следуют соотношения: FkmPim=FkmPmi=0, кото-
рые на основании равенств (2.1) позволяют заключить, что 0PF ij

kh = . По-
следние соотношения равносильны следующим: 0RF ij

kh = . 
Так как связность ∇ неплоская, то тензор Pиччи отличен от нуля. Сле-

довательно, в координатной окрестности (U, xi) по крайней мере одна из 
компонент не обращается в нуль в каждой точке некоторого открытого 
подмножества V области U. Тогда в каждой точке множества V имеем 
Fkh=0. 

Пусть supp R – замыкание множества точек Mn, в которых R≠0. В точ-
ках этого множества F=0. Множество Mn\ supp R открыто и, поскольку 

многообразие Mn связное, то R supp\ M n

__________________
 ≠ Mn \supp R,если только Mn\ 

supp R≠. При Mn\ supp R= имеем Mn= supp R и, следовательно, F=0. 
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Если Mn≠supp R, то каждая точка х∈ R supp\ M n

__________________
 и х∈Mn\ supp R, яв-

ляется граничной для supp R и Mn\ supp R. 
Рассмотрим произвольную граничную точку х0 и координатную 

окрестность (U, xi), содержащую эту точку. В окрестности U рассмотрим 
дифференциальное уравнение ∇ F=0, которое в локальных координатах 
равносильно системе дифференциальных уравнений. 

 0Fij
k =∇ .  (2.5) 

Первая серия условий интегрируемости системы (2.5) имеет вид: 

 Fmj i
mktR +Fim j

mktR =0.  (2.6) 

Остальные серии получаются из (2.6) ковариантным дифференцированием 
с учетом (2.5). Поэтому остальные серии примут вид:  

 Fmj i
mkls...s R

1p
∇ + Fim ”

mkls...s R
1p

∇ =0.  (2.7) 

В окрестности U точки x0 соотношения (2.6) и (2.7) выполняются тож-
дественно. Действительно, если х∈ supp R, то Fx=0. 

Если же х∈ Mn\suppR, то Rx=0 и все ковариантные дифференциалы 
(∇R)х0 также обращаются в нуль. Таким образом, система (2.5) вполне ин-
тегрируема в окрестности U. Поэтому существует окрестностьV⊂U точки 
х0, в которой система (2.5) имеет единственное решение, удовлетворяющее 
начальным условиям Fij(х0)=0. С другой стороны, система функций Fij≡0, 
заданная в (V,хi), удовлетворяет системе (2.5) и заданным начальным усло-
виям. 

Поэтому в окрестности V⊂U имеем единственное решение Fij≡0. По-
скольку Fij – компоненты тензорного поля, то в каждой карте, носитель ко-
торой имеет непустое пересечение с V компоненты тензорного поля F так-
же равны нулю. В силу связности многообразия Mn отсюда будет следо-
вать, что F=0 во всех точках множества Mn\suppR. Следовательно, F=0 на 
Mn. 

Таким образом, если линейная связность ∇, заданная на Mn неплоская и 
является проективно-евклидовой, то всякое инфинитезимальное преобра-
зование ~X  кокасательного расслоения Т*(Mn) со связностью ∇н имеет 
единственное разложение в виде: 

 X~ =X(0)+
∗∗

θ+γ vvQ , 

причем LХ∇=0, ∇Q=0, ∇2θ=0. 
Поскольку X~ -X(0) – вертикальное векторное поле на Т*(Mn), то имеем, 

что всякое инфинитезимальное аффинное преобразование кокасательного 
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расслоения Т*(Mn) со связностью ∇н является проектируемым при условии, 
что связность ∇ на базе проективно-евклидова и неплоская.  
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ON THE INFINITESIMAL AFFINE TRANSFORMATIONS 
IN THE COTANGENT BUNDLE WITH THE HORIZONTAL LIFT 

 
We obtained a canonical expansion of any infinitesimal affine transfor-

mations on T*(Mn) with connections ∇н on condition that T=0, W=0, where T is 
a torsion tensor, W is a projective curvature tensor for the connections ∇. 
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ПУЧКИ АФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ НА ГРУППЕ ЛИ 

И ПАРАЛЛЕЛИЗУЕМОМ МНОГООБРАЗИИ 
 

Путем сопоставления структурных уравнений группы Ли и соответствующего про-
странства аффинной связности введен пучок аффинных связностей на группе Ли. Три 
аффинных связности Картана-Схоутена-Эйзенхарта, две из которых без кривизны и 
одна без кручения, принадлежат этому пучку. Пучок аффинных связностей распро-
странен на параллелизуемое многообразие, обобщающее группу Ли. В общем случае 
обобщенный пучок содержит лишь две специальных аффинных связности: одну без 
кривизны и одну без кручения. 

 
1. Группа Ли и пространство аффинной связности. Пусть r-членная 

группа Ли Gr имеет структурные уравнения: 


