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Допустимые пара-гиперкэлеровы структуры 
на распределениях почти контактных метрических многообразий 
 

Вводится понятия допустимой (почти) пара-гипер-
кэлеровой структуры. На распределении почти контакт-
ного метрического многообразия как на тотальном про-
странстве векторного расслоения определяется допус-
тимая почти пара-гиперкомплексная структура. Дока-
зывается, что построенная почти пара-гиперкэлерова 
структура интегрируема тогда и только тогда, когда 
распределение является распределением нулевой кри-
визны. 

 
Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, до-

пустимая пара-гиперкэлерова структура, распределение нулевой 
кривизны. 

 
1. Введение. Основные результаты о геометрии почти па-

ра-гиперкэлеровых многообразий изложены в работе [1]. В нас-
тоящей работе определяется контактный аналог пара-гиперкэ-
леровой структуры — допустимая пара-гиперкэлерова струк-

тура  1 2 3, , , , , , , .M g D    


 Допустимая пара-гиперкэлерова 

структура имеет сходство с допустимой гиперкэлеровой 
структурой [9; 10]. В работе доказывается, что допустимая 
пара-гиперкэлерова структура естественным образом возника-
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ет на распределении нулевой кривизны D почти контактного 

метрического многообразия  , , , , , .M g D  


 

2. Допустимые почти пара-гиперкэлеровы структуры. 
Рассмотрим на гладком многообразии M размерности 

n = 4m + 1 почти контактную структуру  1, , , , ,M D  


 где φ1 — 

допустимая почти комплексная структура [8]. Предположим, 
что на многообразии M заданы две допустимые почти пара-
комплексные структуры φ2 и φ3 такие, что 1 2 2 1 3.        
Назовем многообразие M, наделенное структурой 

 , , , , ,iM D  


 i = 1, 2, 3, почти контактным почти пара-ги-

перкомплексным многообразием. Структуру  , , , ,iM D  


 

при этом будем называть допустимой почти пара-гиперкомп-
лексной структурой. Если каждая из допустимых аффинорных 
структур φi интегрируема (почти нормальна) [8], то есть если 

2( ) 0,
i iN d     


  то допустимую почти пара-гипер-

комплексную структуру  , , , ,iM D  


 будем называть инте-

грируемой или допустимой пара-гиперкомплексной структу-
рой, а многообразие M — почти контактным пара-гиперкомп-
лексным многообразием. 

Рассмотрим модельный пример почти контактного пара-ги-
перкомплексного многообразия. Пусть M = R5, 1 1 2 5,e x   



2 2,e  


 4
3 3 5,e x   


 4 4,e  


5,  


5 2 1 4 3,dx x dx x dx   
ker .D   
Определим допустимые к распределению D аффинорные 

структуры φi, полагая 

1 1 3 2 4 3 1 4 2: , , , ,e e e e e e e e    
       

 

2 1 3 2 4 3 1 4 2: , , , ,e e e e e e e e    
       

 

3 1 1 2 2 3 3 4 4: , , , .e e e e e e e e    
       

 



С. В. Галаев 

69 

Из определения аффинорных структур φi следует, что 

1 2 2 1 3.        Непосредственно проверяется, что допу-
стимые почти (пара) комплексные структуры φi являются по-
чти нормальными. 

3. Связности на почти контактных метрических много-
образиях с распределением нулевой кривизны. Пусть M — 
гладкое многообразие нечетной размерности n = 2m + 1, 

 TM  — модуль гладких векторных полей на M. Все многооб-

разия, тензорные поля и другие геометрические объекты предпо-

лагаются гладкими класса .C  Предположим, что на M зада-

на почти контактная метрическая структура  , , , , , ,M g D  


 

где φ — тензор типа (1,1), называемый структурным эндомор-

физмом или допустимой почти комплексной структурой, 

и 

  — вектор и ковектор, называемые соответственно струк-
турным вектором и контактной формой, g — (псевдо) римано-
ва метрика. При этом выполняются следующие условия: 

1) 2 ,I     


 2)   1,  


 

3)        , , ,g x y g x y x y    
     

 4)  , 0,d x  
 

 

где  , .x y TM
 

 Гладкое распределение kerD   называет-

ся распределением почти контактной структуры. 
В качестве следствия условий 1) — 4) получаем: 

5) 0 
 

, 6) 0   , 7)    ,x g x 
 

,  .x TM


 

Если 2rk m  , где d  , вектор 


 однозначно опре-

деляется из условий   1  


,  ker Span 


. 

Внутренней линейной связностью   [2—7, 11] на почти 
контактном метрическом многообразии называется отображе-
ние      : ,D D D     удовлетворяющее следующим 

условиям:  
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1) 
1 2 1 2 ,f x f y x yf f          

2)   ,x xf y xf y f y       
  

3)   ,x x xy z y z       
  

где  D  — модуль допустимых векторных полей (вектор-

ных полей, в каждой точке принадлежащих распределению D). 
Внутренняя связность определяет дифференцирование допу-
стимых тензорных полей [8]. 

На протяжении всей работы мы используем адаптирован-

ные координаты. Карту ( )K x  (α, β, γ = 1,..., n; a, b, c = 1,..., 
n  1, i, j, k = 2n  1) многообразия M будем называть адапти-

рованной к распределению D, если n  


 [12]. Пусть 

P: TМ → D — проектор, определяемый разложением 

,TM D D   и ( )K x  — адаптированная карта. Векторные 

поля ( ) n
a a a a nP e     


 линейно независимы и в области 

определения соответствующей карты порождают распределе-
ние D: ( ).aD span e


 

Коэффициенты внутренней линейной связности определя-

ются из соотношения .
a

c
e b ab ce e    

 Из равенств ,a
a a ae A e 
 

 

где 
'

' ,
a

a
a a

x
A

x





 обычным образом следует формула преобра-

зования для коэффициентов внутренней связности: 

.c a b c c c c
a aab b bc a b cA A A A e A   

      


 

Кручением и кривизной внутренней связности назовем со-
ответственно допустимые тензорные поля 

 , [ , ]x yS x y y x P x y        
, 

   [ , ], , , ,x y y x P x yR x y z z z z P Q x y z         
            

 

где Q=IP, , , ( ).x y z D
  

 Тензор ( , )R x y z
  

 носит название 
тензора кривизны субриманова многообразия. 
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В адаптированных координатах кривизна и кручение внут-
ренней связности получают соответственно следующие ко-
ординатные представления: 

[ ] [ | | ]2 2 ,d d d e
abc a b c a e b cR e    


.a a a

bc bc cbS     

Известно [8], что на почти контактном метрическом мно-
гообразии существует единственная внутренняя связность   
с нулевым кручением, такая, что ( , ) 0.xg x y   

 

Назовем связность   внутренней симметрической метри-
ческой связностью. Коэффициенты связности   находятся по 
формулам  

 1
.

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
  

 

Наиболее просто устроены почти контактные метрические 
многообразия с нулевым тензором кривизны Схоутена [8]. 

Пусть ( , )P x y
 

 — допустимое тензорное поле с компонен-

тами .a a
nbc bcP     

Предложение 1. На почти контактном метрическом 
многообразии с неинтегрируемым распределением D и с нуле-
вым тензором кривизны Схоутена выполняется равенство 

( , ) 0.P x y 
 

 
Доказательство. Проводя необходимые вычисления в 

адаптированных координатах, убеждаемся в справедливости 

равенства [ ] 2 .d d
e a bc ea n bc dc eab bd eacg g g R g R       

Используя метричность связности  , получаем 

2 .d d
ea n bc dc eab bd eacg g R g R     

Таким образом, обращение в нуль тензора кривизны Схо-
утена влечет равенство 0,n bcg   из которого следует, что 

0.a
n bc    Предложение доказано. 
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4. Продолженные допустимые пара-гиперкомплексные 
структуры. Введем на распределении D почти контактного 
метрического многообразия структуру гладкого многообразия, 

поставив в соответствие каждой адаптированной карте ( )K x  

многообразия M сверхкарту ( , )n aK x x   на многообразии D, 

где ( )n ax   — координаты допустимого вектора в базисе 

.n
a a a ne    


 Построенную сверхкарту также будем назы-

вать адаптированной. 
Векторные поля 

( , , ) ( )n b n c
a a a n ac n b n n a ix A 

         


 

определяют [4] на распределении D как на гладком многооб-
разии неголономное (адаптированное) поле базисов, а формы 

( , , )a n n n a n a n a a n c b
a bcdx dx dx dx x dx         — соот-

ветствующее поле кобазисов. Проводя необходимые вычисле-
ния, получаем следующие структурные уравнения: 

 , 2 n d c
a b ba n bad n cx R   

   
 

, 

 , n d c
a n n ad n cx 

    


, 

 , ,c
a n b ab n c     


 

где c
badR  — компоненты тензора Схоутена в адаптированных 

координатах [10]. Имеет место 
Предложение 2 [10]. Пусть   — внутренняя связность с 

тензором кривизны Схоутена ( , ) .R x y z
  

 Тогда для всех 

, ( )x y D
 

 и p D


 имеют место следующие равенства: 

     , , , ,
vhh h

p
x y x y R x y p      
      

  (1) 
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   , , , ,
h vh h

p
x x P x p         

    
  (2) 

  , ,vh v
xx y y     
  

  (3) 

 , , .
vv hx x        

  
  (4) 

Определим на распределении D допустимую почти пара-

гиперкомплексную структуру *( , , , , , , ),D J S T u D  
  пола-

гая, что 

    ,hhJ x x
      ,vvJ x x 

    0,J u 


 

  ,h vS x x
    ,v hS x x

    0,S u 


 

    ,vhT x x 
      ,hvT x x

    0,T u 


 

( , ) ( , ) ( , ),a b n a n b a bg g g e e       
   

    

( , ) ( , ) 0.n b n n bg g     


   

Теорема. Пусть  , , , , ,M g D  


 — структура почти 

контактного метрического многообразия. Допустимая почти 

пара-гиперкомплексная структура *( , , , , , , )D J S T u D  
   

является допустимой пара-гиперкомплексной структурой 
тогда и только тогда, когда тензор кривизны Схоутена со-
ответствующей внутренней связности равен нулю. 

Доказательство. Используя (1—4), найдем условия, при 
которых  

2( ) 0,JN d J u  


 2( ) 0,SN d S u  


   

2( ) 0.TN d T u  


  
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Для случая эндоморфизма J имеем 

( , ) 2 ( , ) ,e n c
J a b n a n b abc n eN d R x   

       
 

 

( , ) 2 ( , ) 2 e n c
J n a n b a b ba n abc n eN d R x    

         
 

2 ,e n c
ba n abc n eR x 

     

( , ) 0,J a n bN   


( , ) ( , ) .n c b
J a n J n a n ac n bN N x P 

       


 

Таким образом, структура J интегрируема тогда и только 

тогда, когда 0.e
bacR   Аналогичные рассуждения можно про-

вести для эндоморфизмов S, T. 
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The concepts of an admissible (almost) para-hyper-Kähler structure 

are introduced. On distribution of an almost contact metric manifold, as 
on the total space of a vector bundle, an admissible almost para-hyper-
complex structure is defined. It is proved that the constructed almost para-
hyper-Kähler structure is integrable if and only if the distribution is a dist-
ribution of zero curvature. 
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