
Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 36 

 
УДК 514.75 

 
А.В. Вялова 

(Калининградский государственный университет) 
 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПЕРЕНЕСЕНИЯ 
В ПУЧКЕ СВЯЗНОСТЕЙ 2-го ТИПА 

НА ТОЧЕЧНО-ПЛОСКОСТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
 

В n-мерном проективном пространстве nP  точеч-
но-плоскостная поверхность rhS +  рассматривается как 
вырожденное многообразие [1] троек )T,L,A( mh , при-
чем точка )TLA(A mh ⊂∈  и касательная плоскость 

mT  описывают m-мерные семейства, а образующая 

hL – r -мерное семейство )hmr( −=  [2]. Произведено 
композиционное оснащение поверхности rhS + , состоя-
щее в задании полей трех плоскостей. Введены понятия 
специального и комбинационного оснащений, которые 
использованы при описании параллельных перенесений 
оснащающих плоскостей в пучке связностей 2-го типа. 

 
В работе индексы принимают следующие значения: 

 .m,1h,...i;h,1,...a);i,a(u;n,1m,...;m,1,...u;n,1,...I +===+=α==  

Уравнения поверхности rhS +  в репере }A,A,A,A{R ia1 α= , 
где точки A  и aA  помещены на плоскую образующую hL , а 
точки iA  – в касательную плоскость mT , имеют вид [3]: 
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ααα ΛΛ=ΛΛ=Λ  является фундаментальным 
объектом многообразия rhS + . 
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С поверхностью rhS +  ассоциировано главное расслоение 
)S(G rh+ , базой которого является сама поверхность, а типовым 

слоем – подгруппа стационарности )n(GPG ⊂  тройки 
)T,L,A( mh , причем Gdim 2hmr)1mn(n +++−= . 

Базисные формы ia ,ωω удовлетворяют структурным урав-
нениям 
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Групповая связность Γ  в главном расслоении )S(G rh+  за-
дана по Г.Ф. Лаптеву [4] с помощью поля объекта связности: 
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Объект связности Γ  содержит 3 простейших [5] и 15 простых 
подобъектов, из которых выпишем следующие: 
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Произведено композиционное оснащение поверхности 
rhS + , состоящее в задании на ней полей трех плоскостей 

 ,LPA:P h1h1h =⊕ −− ,TPL:P m1hmh1hm =⊕ −−−−  
 ,PPT:P n1mnm1mn =⊕ −−−−  
причем оснащающие плоскости определены совокупностями 
точек 
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Объект },,,,,{ ia
i

a
ia ααα λλλλλλ=λ  является оснащающим ква-

зитензором поверхности rhS +  и содержит 3 простейших 
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}{ aλ , }{ a
iλ , }{ i

aλ и 3 простых },{ a
ii λλ , },,{ ia

ααα λλλ , },{ ia
αα λλ  по-

добъекта. 
Найдем дифференциалы точек ,C,C,C ia α  подставляя вме-

сто дифференциалов компонент оснащающего квазитензора λ 
их выражения через ковариантные дифференциалы [6]. В по-
лучившеся выражения подставим охват компонент объекта 
связности из пучка 2-го типа 
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Здесь введены следующие обозначения: 

,t ia
b
ibaaibai

b
j

j
aiu

uj
aij

j
aib

b
jaiai λλ−λλλ+Λλ−λΛλλ−Λλλ+Λλ−Λλλ+λ= α

α
α

α
α

α  

,t,t i
a
bib

a
j

j
ib

aa
ib

a
ibbaabab λδ+Λλλ+Λλ−λ=λλ−λ= α

α
α

α  

,t a
jibj

a
k

kb
ibj

ab
i

k
bj

a
k

b
iij

a
k

k
ij

aa
ij

a
ij λλ−Λλλλ+Λλλ−Λλλ−Λλλ+Λλ−λ= α

α
α

α
α

α
α

α  

,t jiaj
a
iaj

a
i

k
k

k
ajk

a
iijijk

k
ijij λλ−Λλλ−Λλλλ+Λλλ−Λλ−Λλλ+λ= α

α
α

α
α

α
α

α  

,t,t ji
ja

bi
aba

i
a

iia
j

jiaiaia
β

αβ
β

βααα
α

α
α

α Λλλ−Λλλ−λ=Λλλ+Λλ−λ=  

,t,t ja
iji

a
i

a
a
bib

iaa
b

a
b

β
βαααα

β
αβαα Λλλ−λ=λδ+Λλλ−λ=  

,t,t ia
i

aaji
j

ai
a

ii
β

βααα
β

αβ
β

βααα Λλλ−λ=Λλλ−Λλλ−λ=  

;t i
juj

iui
aj

ai
j

i
j α

β
βαααα λδ+Λλλ−Λλ+λ=  

(2) 

(1) 



А.В. Вялова 

 39 

,tttT,ttT,ttT i
a

b
ib

u
auaa

b
iabiaia

a
ijaijij αααα λλ+λ−=λ−=λ−=  

;ttT,ttT,tttT j
i

a
j

a
i

a
i

i
b

a
i

a
b

a
b

j
i

a
ja

u
iuii αααααααααα λ−=λ−=λλ+λ−=  

,a
iaii λ∇λ−λ∇=Ω ,ia

i
aa

ααα λ∇λ−λ∇=Ω  
,i

a
a
i

a
a

i
i ααααα λ∇λλ+λ∇λ−λ∇λ−λ∇=Ω  

Объект }t,t,t,t,t,t,t,t,t,t,t,t{t ai
i

j
i

a
a

i
a

biaij
a
ib

a
ijabai αααααα=  являет-

ся тензором и содержит 3 простейших подтензора },t{ ab  },t{ a
ib  

}t{ i
aα  и 9 простых подтензоров },t,t{ a

ibia  },t,t{ a
ij

a
ib  },t,t,t,t{ a

ij
a
ibijia  

},t,t,t,t{ i
j

i
a

a
b

a
i αααα  },t,t{ i

a
a

b αα  },t,t,t,t,t,t{ i
a

a
b

i
j

a
iia αααααα  },t,t{ i

j
i

a αα  

},t,t,t{ i
a

a
ba ααα  }t,t{ aiab . Объект }T,T,T,T,T,T{T a

b
a
iibijia αααα=  

также является тензором и содержит 3 простейших подтензора 
}T{},T{},T{ a

biaa αα  и 3 простых подтензора },,{},,{ iaijia TTTT αα  

},{ a
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a
b TT αα . 
Определение. Композиционное оснащение точечно-плос-

костной поверхности rhS +  назовем специальным в случае об-
ращения тензора t  в нуль: 
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Такое оснащение назовем 121212121212 fedcba -специальным. 
В случае выполнения части условий в названии специального 
оснащения будут упоминаться только соответствующие бу-
квы. Если в условии фигурирует линейная комбинация (3) левых 
частей некоторых условий из (5), то назовем композиционное 
оснащение комбинационным с прописной буквой условия, со-
держащего первое слагаемое комбинации. 

Замечание. Если композиционное оснащение 1212ba -спе-
циальное, то оно является 12A -комбинационным. Аналогично, 
если оснащение 1212dc -специальное, то оно 12C -комбинацион-

(3) 

(4) 

(5) 
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ное. Наконец, c12d12e12-специальное оснащение является 
1212EC -комбинационным. 

Из формул (1) следуют результаты: 
Теорема 1. Оснащающая плоскость 1−hP  переносится па-

раллельно в пучке групповых подсвязностей 1
2
Γ  тогда и только 

тогда, когда она смещается: а) в гиперплоскости 
1111 −−−−−− ⊕⊕= mnhmhn PPPP , если композиционное оснащение – 

12f -специальное; б) произвольно в случае 12f -неспециального 
композиционного оснащения. 

Теорема 2. Оснащающая плоскость 1−−hmP  переносится 
параллельно тогда и только тогда, когда она смещается а) в 
плоскости APPP mnhmhn ⊕⊕= −−−−− 11 , причем перенесение про-

изводится относительно пучка групповых подсвязностей 2
2
Γ  в 

случае 12b -специального композиционного оснащения; б) в ги-
перплоскости 1−nP , причем перенесение осуществляется в 

пучке групповых подсвязностей 3
2
Γ  в случае 12A -комбина-

ционного оснащения; в) в плоскости Бортолотти 
111 −−−−−− ⊕= mnhmhn PPP , причем перенесение производится от-

носительно пучка групповых подсвязностей 3
2
Γ  в случае 

1212ba -специального композиционного оснащения; г) произ-
вольно, причем перенесение осуществляется в пучке групповых 

подсвязностей 3
2
Γ  в случае 1212ba -неспециального композици-

онного оснащения. 
Теорема 3. Оснащающая плоскость 1−−mnP  переносится 

параллельно тогда и только тогда, когда она смещается: а) в 
плоскости APPP mnhrn ⊕⊕= −−−− 11 , причем перенесение произ-

водится в пучке групповых подсвязностей 4
2
Γ , если компози-
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ционное оснащение – 12d -специальное; б) в плоскости hnP − , 
причем перенесение осуществляется в пучке групповых под-

связностей 5
2
Γ  в случае 12C -комбинационного оснащения; в) в 

гиперплоскости 1−nP , причем перенесение производится от-

носительно пучка групповых связностей 
2
Γ  в случае 

12E -комбинационного оснащения; г) в нормали 1-го рода 
А.П. Нордена mnP − , причем перенесение осуществляется в 

пучке групповых подсвязностей 5
2
Γ  в случае 

1212dc -специального композиционного оснащения; д) в плос-
кости 111 −−−−− ⊕= mnhrn PPP , причем перенесение производится 

относительно пучка групповых связностей 
2
Γ  в случае 

12d -специального композиционного и 12E -комбинационного 
оснащения; е) неподвижна, причем перенесение осуществля-

ется в пучке групповых связностей 
2
Γ  в случае 

121212 edc -специального композиционного оснащения; ж) произ-
вольно, причем перенесение производится относительно пучка 

групповых связностей 
2
Γ  в случае 121212 edc -неспециального 

композиционного оснащения. 
Замечание. Все результаты, полученные для пучка связно-

стей 2-го типа, будут справедливы и для связности 2-го типа. 
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A. Vyalova 

 
THE PARALLEL DISPLACEMENTS IN THE BUNCH 

OF CONNECTIONS OF THE SECOND TYPE ON 
THE POINT-PLANE SURFACE 

 
In n-dimensional projective space Pn point-plane surface Sh+r as 

degenerated family of triples (A, Lh, Tm), where point A (A∈Lh⊂Tm) 
and tangent plane Tm describes m-dimensional families, generator Lh – 
r-dimensional family (r = m – h), is considered. Composition equip-
ment of surface Sh+r, consisted in setting fields of three planes, is made. 
The concepts of special and combination equipments, which are used 
by describing of parallel displacements the equipping planes in the 
bunch of connection of the second type, are entered. 
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СЕТЕВЫЕ УРАВНЕНИЯ 3-МЕРНЫХ 

РАЗРЕШИМЫХ ОДУЛЕЙ ЛИ 
 

Рассматриваются одули, обобщающие линейные про-
странства. Это одули Ли, определенные на группах Ли 
посредством задания внешней операции умножения эле-
ментов группы Ли на действительные числа. Сетью одуля 
называется множество 1-параметрических пододулей и 




