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УДК 514.75 
 

Ю. И. Попов 
 

О ПОЛЯХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ H -РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Продолжается построение геометрических объектов гиперполосно-

го распределения (H -распределения) аффинного пространства An в 
дифференциальных окрестностях 1—3-го порядков. В результате по-
строены (найдены) внутренним инвариантным образом ряд новых нор-
мализаций в смысле Нордена основных структурных подрасслоений 
данного H -распределения. 

 
A creation of geometric objects of the hyperband distribution (H -distri-

bution) of affine space An in the differential 1–3rd orders neighborhoods is 
continued. As a result a number of new normalization in Norden's sense of 
the main structural subbundles of this H -distribution are constructed (are 
found) internally invariantly. 

© Попов Ю. И., 2017
Вестник Балтийского федерального университета им. И. Канта. 

Сер.: Физико-математические и технические науки. 2017. № 2. С. 13—23.
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Ключевые слова: геометрический объект, гиперполостное распределение, 
аффинное пространство, дифференциальная окрестность, подрасслоение, 
нормализация Нордена. 

 
Key words: geometric object, hyperband distribution, affine space, differential 

neighborhood, subbundle, Norden's normalization. 
 
Во всей работе использована следующая схема индексов: 

ˆˆ ˆ, , 1, ; , , 1, 1; , , 1, ; , , 1, 1; , , 1, .J K L n m n i j k m a b c n m n                
 

Введение 
 

1. Известно [1], что в дифференциальной окрестности 2-го порядка 
регулярное H -распределение аффинного пространства An задается 
относительно репера R1 уравнениями 

 
ˆ

ˆ, , , ,n n L L n n i i L
i iL i iL L

  
  

                 (1) 

где функции в системе (1) удовлетворяют уравнениям  

 , , ,n n K n n K n n K
ij ijK i i K K                (2) 

 

, ,

, ,

,

, ,

jn n n n K n n n K
in ij n i n inK n n nK

i i K i n i i K
j jK n K

ji i i n i i K
n j n n n n nK

n K n K
ij ij n ijK i i n i K

j n
in ij n i n in n

 
   

    


    

     
  

    


             

         

          

           

         K
inK









  

 (3) 

и соотношениям 

[ ] [ ] [ | | ] 0.n n n n i
n jK jK i j K


            

Заметим, что коэффициенты в правых частях уравнений (2), (3), во-
обще говоря, не симметричны по нижним индексам. 

Геометрические объекты 

ˆ1 { , , }n n
iL iL




      

и 

ˆ2 1{ , , , , }i n n
L iLK iLK K


 

        

являются фундаментальными объектами соответственно 1-го и 2-го поряд-
ка регулярного H -распределения. 

Из уравнений (2) следует, что совокупность функций 

def

{ } { , , }n n n n
ab ij i       
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образует тензор 1-го порядка 

.n n K
ab abK     

Для регулярного H -распределения фундаментальные { }n
ij , { }n

 , 

{ }n
ab тензоры соответственно -, L-, H-подрасслоений невырожденные 

[1] и потому имеют соответственно обращенные фундаментальные 

тензоры 1-го порядка { },jk
n { },n

 { },bc
n  компоненты которых удовле-

творяют дифференциальным уравнениям 

, ,ij ij K K ab ab K
n nK n nK n nK

              

и соотношениям 

, , .jkn k n n bc c
ij n i n ab n a

 
              

Для дальнейшего изложения приведем соотношения [2], опреде-
ляющие биекции Бомпьяни — Пантази между нормалями 1-го и 2-го 
рода соответственно H-, L-, -подрасслоений заданного H -распре-
деления: 

 , ,c ca c n b
n n a n a ab n a            (4) 

 , ,n
n n n n
   

               (5) 

 , ,ij ji i n
n n j n i ij n i             (6) 

, ,c c c K K
n n nK a aK          

, ,K K
n n nK K
  

            

, .i i i K K
n n nK i iK          

2. Итак, продолжим построение геометрических объектов с исполь-
зованием симметрических фундаментальных тензоров 1-го порядка [3]: 

1 1 1
( ), ( ), ( ),

2 2 2
1 1 1

( ), ( ), ( ).
2 2 2

n n n n n n n n n
ij ij ji ab ab ba

ij ij ji ab ab ba
n n n n n n n n n

a a a

a a a

  

  

           

           
 

По аналогии с функциями 
1 ji

n ij nV
m

     [4] введем в рассмотрение 

функции 1-го порядка 

 
1

, .ji K
n ij n n n nKV a V V

m
             (7) 

Квазитензор { }nV  позволяет найти ряд абсолютных тензоров 1-го 

порядка 
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, ,

1
( ), ,

2
, 0,

, 0.

n K
ij ij n ij ij ijK

K
ij ij ji ij ijK

i is i
nj sj n nj

k s
nn ns nk nn

c V a c c

c c c c c

c c a c

c c c c

    

    

  

   

      

     

   

   



  


 (8) 

Поле квазитензора { }nV (7) задает поле нормалей 1-го рода L-под-
расслоения в окрестности 1-го порядка. В силу соответствия Бомпьяни — 
Пантази (5) находим охват объекта { }V

 : 

 , .n K
n KV V V V

              (9) 

Поле объекта { }V
 (9) задает поле нормалей 2-го рода L-подрасслоения. 

Таким образом, H -распределение в дифференциальной окрестности 1-го поряд-
ка порождает внутреннюю нормализацию ( , )nV V


   L-подрасслоения. 

 
Окрестность 2-го порядка 

 
3. В дифференциальной окрестности 2-го порядка рассмотрим поле 

квазитензора { },i
n  где 

 
def 1

, .
1

i i i i i K
n n n n nKa

n m


        
 

 (10) 

В биекции (6) квазитензору (10) соответствует тензор { },i  компо-

ненты которого n i
i ij n i      удовлетворяют уравнениям 

.K
i iK     

Итак, в окрестности 2-го порядка имеем внутреннюю нормализацию 
( , )i

n i   в смысле Нордена -подрасслоения. 

Далее, следуя работе [1], введем в окрестности 2-го порядка сле-
дующие геометрические объекты H -распределения, которые понадо-
бятся нам для дальнейшего построения (рядом выписываются диффе-
ренциальные уравнения соответствующих функций): 

 

, 0,
1

( ), 0,
2

, 0,

, 0,

, 0,

, 0.

ij kj iji
n k n n

ij ij ji ij
n n n n

iji n i
k n jk k

j k
k j

ij
n n ij n

n n
n

b a b

b b b b

b b a b

b b b b

b b c b

b b b

  

   

  

   

  
  

   
   

    

    

   

   


  


   

 



 
 

 (11) 
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Функции (11) позволяют построить невырожденный абсолютный 
тензор { }nB : 

  
          1

( ), 0
2

n n n nB b b b b B  (12) 

и ввести в рассмотрение функции 

 ( ), ,n n K
n n Kv B V v B v 

               (13) 

     
       , .K

n n n n nKB B v  (14) 

Поле (14) квазитензора { }n
 задает поле нормалей 1-го рода L-под-

расслоения. В биекции (5) полю объекта { }n
  соответствует поле тен-

зора { }  

 
            ), ,n K

n K  (15) 

которое порождает поле внутренних нормалей 2-го рода L-подрасслое-
ния. Таким образом, построена нормализация 

 ( , )n  L-подрасслое-

ния в дифференциальной окрестности 2-го порядка. 
Дальнейшие построения объектов проведем, используя функции 

,n
ijka  дифференциальные уравнения для которых получим из формул 

[2, (2)]: 

 ( ) .n n n n n n n s
ijk ij sk is jk sj ik na a a a         (16) 

Итак, учитывая (16) и соотношения 0,n
ijka   найдем последова-

тельно дифференциальные уравнения для следующих функций: 

 
1

, ,
2

jkn s K
i ijk n i is n iKt a a t a t

m
     


 (17) 

 ( ) ( )s s( )

1 1
, ,

3 3
n n n n n s n n s
ijk ijk ijk ij k n i jk niA a A a a r a       (18) 

 
( )

( )

1 1
, ,

2 3

, 0, (а)

, ln , (б)

, ( ) .

ijn s s
k ijk n k ks n sk n

n n n n
ijk ijk ij k ijk

ij st kl n n n K
n n n n isk jtl n n K

n n n n n n n n n n s
ijk ijk ij k ijk ij sk is jk sj ik n

A A a A a r
m

B A a A B

B a a a B B d B C

b a a t b a r a r a r

       
    


    


      


 


 (19) 

Замечание. Симметрический тензор n
ijkB  (19а) аполярен тензору ij

na  

и является аналогом обобщенного тензора Дарбу [6] для -подрасслое-
ния. Относительный инвариант Bn (19б) в общем случае отличен от ну-
ля (для регулярных гиперполос см.: [5]). 
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4. В случае -подрасслоения с нулевым подтензором ( 0)n
ijr   тензо-

ра неголономности во второй дифференциальной окрестности рас-
смотрим функции 

, 0,jtis n
nk n n kst ij nka a b c

      

, 0,ij ijn n
nk kij n n nk kij n nb b V b b 

         

 , .ls kt n n K
ij n n ist jlk ij ijKB a a B B B B     (20) 

Симметрический тензор {Bij} (20) в общем случае является невыро-
жденным. Следовательно, для него можно ввести обратный тензор {Bij}, 
компоненты которого удовлетворяют соотношениям 

,jk k ik i
ij i kj jB B B B     

и уравнениям 

0.ijB   

По аналогии с п. 3, используя квазитензоры { }i
n  (10), ˆ{ }nt   [2, (31)], 

последовательно находим абсолютные и относительные тензоры 2-го 
порядка: 

 
1ˆ ˆˆ( ), 0,

1
n

i i i n it
n m

 
      

 
 (21) 

 , 0,i i i n i
n            (22) 

 
1

( ), 0,
2

i i i i
            (23) 

 ˆ( ) , 0,n
ni i i n n nit a    

        (24) 

 
1

( ), 0,
2ni ni ni nil l          (25) 

, 0,n
i ni ia  
        

, 0,ij i j ij
 
        

, 0,j j j
ni ni ni


       

, 0,j jnk nk
i nk i i        

 
1

( ), 0.
2

n nk nk n
ij i kj j ki ijL l l l l L       (26) 

Замечание. В охватах (21), (22), (24) вместо квазитензоров ˆ{ },nt  { }i
n  

можно выбрать любой из квазитензоров { },n
 { }i

n  второго порядка [1; 

3]. Отметим, что тензоры { }i
  (22), { }ni

  (24), вообще говоря, несим-

метрические по индексам , , а тензоры { }i
  (23), { }ni

  (25) — симмет-

рические по индексам , ; тензор { }n
ijL  (26) — симметрический по i, j. 
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С помощью тензоров { }n
ijL  (26), ˆ{ }i  (21) и квазитензора { }i

n  (10) со-

ставим величины 

 ˆ( ), .n k n k K
i ki n i i ki n iKe L e L e          (27) 

Используя функции (26), (27), находим 

 , .iji i i i K
n n j n n nKE L e E E       (28) 

В биекции Бомпьяни — Пантази (6) квазитензору {E }i
n  соответству-

ет тензор {E }i  2-го порядка: 

 ), .jn K
i ij n i i iKE E E E       (29) 

Поле квазитензора {E }i (29) определяет поле внутренних нормалей 2-го 
рода -подрасслоения. 

Таким образом, имеем внутреннюю нормализацию ( , )i
n iE E  -под-

расслоения в дифференциальной окрестности 2-го порядка. 
В результате исследований (п. 2—4) справедлива 

Теорема 1. H -распределение аффинного пространства An внутренним 
инвариантным образом порождает нормализации в смысле Нордена: 

1) в дифференциальной окрестности 2-го порядка нормализации ( , ),i
n i   

( , )i
n iE E  -подрасслоения и нормализацию 

 ( , )n  L-подрасслоения; 

2) в дифференциальной окрестности 1-го порядкаормализацию 
( , )nV V  

L-подрасслоения. 

5. Используя функции n
ijka и t [3], введем в рассмотрение охваты 

следующих функций по аналогии с (18)—(19): 

( )

1 1
, ,

3 1
n n n

nA a A A a
n m


    

 
  

 ( ) , ,n n n n n
n n n nB A a A B a a a B B  

          (30) 

( ) ,
n n nb a a t      

дифференциальные уравнения которых соответственно имеют вид 

( ) ( ) ( || )

1 1
,

3 3
n n n n n n n i

n n i nA a a r a a 
                 

1 1
,

3 3
n n n i

n n i nA a r 
            

0,nB   

 ln ,n K
n n Kd B D     (31) 

 ( ) .n n n n n n n
nb a r a r a r 

            (32) 



Ю. И. Попов  

 

20 20

Симметрический тензор nB  (30) аполярен тензору na  и является 

аналогом обобщенного тензора Дарбу L-подрасслоения. Можно также 

показать, что относительный инвариант ˆ
nB  в общем случае отличен от 

нуля. 
В случае если L-подрасслоение имеет нулевой подтензор ( 0)nr   

тензора неголономности, во второй дифференциальной окрестности 
рассмотрим величины 

ˆ , , ,n i n i n n
n n n i n ni n n na a b b B a a B B    
                  

удовлетворяющие согласно 0,na   (32), (23), (21), (25), (10) уравнениям 

0, 0, 0.n i
n n ni nb B
            

Симметрический тензор { }B  в общем случае является невырож-

денным, и для него можно ввести обратный тензор { },B  компоненты 

которого удовлетворяют условиям 

, , 0.n
n nB B B B B    

          

 
Окрестность 3-го порядка 

 
6. Теперь приступим к построению функций, ассоциированных с 

-подрасслоением в дифференциальной окрестности 3-го порядка ли-
нейного элемента H -распределения. Замыкание уравнений (17), (19б) 
приводит, соответственно, к уравнениям 

 0,L s n s n s n s
iK iL K sK i s iK n isK n is K ndt t t t t a a 

             (33) 

 .L n i n L
K L K iK n K n KLdC C C

           (34) 

Из уравнений (33), (34) при K  j получаем 

 ,n s n s n s K
iK s ij n isj n is j n ijKt t a a t

            (35) 

 0 .n i K
j ij n jKC C      (36) 

С помощью функций ti (17), nV (7), v (13) и функций 3-го порядка 

tij (35) составим величины 

1
( ) , ,ij

n ij i j n n n nT t t t a S T V v
m


      

удовлетворяющие согласно (35), (17), (7), (13) уравнениям 

2 , 2 2 .i i
n i n n n i n ndT mt m dS t v 
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Функции {Cj}, полученные при дифференцировании уравнений 
(19б), позволяют построить геометрический объект { }i

nC  3-го порядка: 

 ˆ, ,iji i i i K
n n j n n nKC C C C        (37) 

поле (37) которого задает поле внутренних нормалей 1-го рода -под-
расслоения. В биекции (6) объекту { }i

nC  соответствует тензор { }iC  3-го 
порядка: 

, ,jn K
i ij n i i iKC C C C          

дифференциальные уравнения которого задают поле внутренних 
нормалей 2-го рода -подрасслоения. Таким образом, справедлива 

Теорема 2. Нормализация ( , )i
n iC C   базисного -подрасслоения внутрен-

ним образом порождена H -распределением в дифференциальной окрестно-
сти 3-го порядка. 

7. Построим ряд функций в третьей дифференциальной окрестно-
сти L-подрасслоения. Известно [3, с. 23], что функции {t} удовлетворя-
ют уравнениям  
 .n K

n Kt a t
        (38) 

Продолжая уравнения (38) и (31) получим 

 0,L n n n i
K L K K K n K n iK ndt t t t a a   

                     (39) 

 .L n i n L
K L K iK n K n KLdD D D

           (40) 

Полагая в (39), (40) K  , имеем 

 ,n n n i K
n n i n Kdt t a a t  

                 (41) 

.n i n K
i n n KdD D

            

Теперь вводим величины 3-го порядка 

ˆ ˆ ˆ( ) ,jn i
n n ij n nT t t t a t t

       

1ˆ ˆ ,
1

i
n n n iS T e

n m
  

 
 

которые в силу (38), (41), (2), [3, (29)] и 0na   удовлетворяют уравне-
ниям 

ˆ 2( 1) ( 1) ,i
n n i ndT n m t n m

          
ˆ 2 2 .i

n i ndS t e
     

Функции {Dj} ((40), K  j) удовлетворяют уравнениям  

,n i K
j ij n jKD D      
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что позволяет ввести в рассмотрение квазитензор { } { }jii
n n jD D  : 

 .i i K
n n jKD D     (42) 

Уравнения (42) задают поле внутренних нормалей 1-рода -подрас-
слоения. В биекции (6) объекту { }i

nD  соответствует тензор { }iD 3-го по-
рядка: 

 , .jn K
j ij n i i iKD D D D          (43) 

Поле квазитензора { }iD (43) определяет поле внутренних нормалей 
2-го рода -подрасслоения. 

Теорема 3. Внутренняя нормализация ( , )i
n iD D   базисного -подрассло-

ения порождена H -распределением в дифференциальной окрестности 3-го 
порядка. 

8. Пусть квазитензор { }i
n  задает произвольную нормаль 1-го рода 

-подрасслоения. Тогда функции 

            ,n i n i
i n i nC C D D  

согласно уравнениям 0,i i
n n   (2), (41) удовлетворяют соответствен-

но уравнениям 

 , ,n K n K
n K n KC C D D 

                     (44) 

а функции 
, ,n n n nC C D D   

       

в силу (44) уравнениям 

, .K K
n n nK n n nKC C D D              

В биекции (5) квазитензорам { },nC { }nD  соответствуют тензоры 3-го 
порядка 

, ,n K
n Kc C c c

           

, .n K
n Kd D d d

           

В результате справедлива 
Теорема 4. Нормализации ( , ),nD d

 ( , )nC c
  L-подрасслоения в смысле 

Нордена внутренним образом определены в дифференциальной окрестности 
3-го порядка элемента H -распределения. 
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УДК 514.76 
 

Н. А. Рязанов 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СРАВНЕНИЯ 
КОМПОНЕНТ ОБЪЕКТА КРИВИЗНЫ 

АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 2-ГО ПОРЯДКА 
 

Выведены дифференциальные сравнения на компоненты объекта 
кривизны аффинной связности 2-го порядка. Эти сравнения показыва-
ют, что в общем случае объект кривизны 2-го порядка образует геомет-
рический объект лишь в совокупности с объектом кривизны 1-го поряд-
ка и объектом связности 2-го порядка. 

 
Differential comparisons for the components of the curvature object of af-

fine connection of the second order are received. These comparisons show that, 
in the general case, the second-order curvature object forms a geometric object 
only in conjunction with the first-order curvature object and the second-order 
connectivity object. 

 
Ключевые слова: структурные уравнения Лаптева, аффинная связность, 

объект кривизны 2-го порядка, голономное гладкое многообразие, полуголо-
номное гладкое многообразие, неголономное гладкое многообразие. 

 
Key words: Laptev structure equations, affine connection, curvature object of 

the second order, holonomic smooth manifold, semi-holonomic smooth manifold, 
non-holonomic smooth manifold. 
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