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В проективном пространстве изучается гиперповерхность 

1n , несущая тройку сильно взаимных подрасслоений. При-

ведено задание гиперповерхности 1n  в репере первого по-
рядка и доказана теорема существования. Дана геометриче-
ская интерпретация голономности основных структурных 
подрасслоений гиперповерхности 1n . 
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В работе индексы принимают следующие значения: 

 nKI ,1,  ; rtqp ,1,,  ; };,1{ˆ,ˆ nrqp  ; mrkji ,1,,  ; 

};,1{ˆ,ˆ nmrji  ; 1,1,,  nm ; nm ,1ˆ,ˆ  ; 1,1,  n ;  

 },1;,1{ˆ,ˆ nmrBA  ; mcba ,1,,  ; ma ,0ˆ  . 

 
1. Задание гиперповерхности n-1Ω проективного пространства 

 
Известно [1; 2], что трехсоставное сильно взаимное рас-

пределение (VH-распределение) в репере 1-го порядка задает-
ся уравнениями (без соответствующих замыканий) 
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Напомним, что основные структурные подрасслоения  
VH-распределения связаны соотношениями 

 )()()( 0100 AHAMA nmr  ,  

 )](),([)( 000 ALAAM srm  ,  

 )](),([)( 01001 AEALA mnsrn   ,  

 )](),([)( 01001 AEAA mnrsn   ,  

 )()()( 0001 ALAMA smrn   ,  

 )()()( 0001 AAMA rmsn   , 

где )( 01 Arn  , )( 01 Asn  , )( 01 AE mn    характеристики 

гиперплоскости )( 0AH  при смещениях центра 0A  вдоль инте-

гральных кривых Λ , ,- L- M- подрасслоений. 

Рассмотрим специальный класс VH-распределений, когда 
оснащающее Н-подрасслоение голономно. В этом случае про-
ективное пространство nP  расслаивается на однопараметриче-

ское семейство гиперповерхностей 1nV , огибающих элементы 

Н-подрасслоения. При смещении центра 0A  вдоль одной из 

этих гиперповерхностей ( 00 
n ) уравнения (без соответст-

вующих замыканий) 
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задают в репере 1-го порядка гиперповерхность, несущую 
тройку взаимных подрасслоений, то есть каждое из 
Λ , ,- L- E-подрасслоений взаимно. 

Уравнения (1.2) получены из (1.1) с учетом, что 00 
n . 
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Отметим, что  -подрасслоение взаимно [3], если выпол-
няются условия 

 0n
p , 0n

pi .  (1.3) 

Аналогично, каждое из L-, E-подрасслоений взаимно, если 
выполняются условия 

 0n
i , 0n

ip ;  (1.4) 

 0n
p , 0n

i .  (1.5) 

Условия (1.3)  (1.5) являются в то же время и условиями 
взаимности соответственно Φ , Ψ ,- - M - подрасслоений. 

 

Определение. Если выполнены условия (1.3)  (1.5), то 
будем говорить, что тройка ),,( EL -подрасслоений, задан-

ных на гиперповерхности 1nV , образует сильно взаимную 

систему подрасслоений. 
Гиперповерхность, несущую тройку сильно взаимных под-

расслоений, обозначим символом 1n . 

Замыкая уравнения (1.2), получим дифференциальные 
уравнения и соотношения, которым подчинены компоненты 

фундаментального объекта 2-го порядка 2 : 
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где 

 0][ n
pq , 0][ n

ij , 0][ n
 , 0][ n

qtp , 

 0][ n
jki , 0][ n

 , 

а все остальные функции, стоящие в правых частях уравнений 
(1.6), (1.7), вообще говоря, не симметричны относительно 
нижних индексов. 

Таким образом, имеет место 
 

Теорема 1. Гиперповерхность nn P 1  относительно 

репера 1-го порядка задается в дифференциальной окрестно-
сти 2-го порядка уравнениями (1.2), (1.6), (1.7) и соотноше-
ниями (1.8). 

Замечание. Согласно работе [4] функции }{ n
pq , }{ n

ij , 

}{ n
  образуют тензоры (1.6) второго порядка. Система 

функций };;;;;;;;{2
p
i

i
p

i
i

p
p

nn
ij

n
pq 





   об-

разует фундаментальный объект 2-го порядка гиперповерхно-
сти 1n . Дальнейшие продолжения геометрического объекта 

2  вводят фундаментальные геометрические объекты более 

высоких порядков 43 ,   … 

 
2. Теорема существования  гиперповерхности n-1Ω  

 
Теорема 2. Гиперповерхность 1n , заданная относи-

тельно репера 1-го порядка, существует с произволом 
rsmnm 2)1(2   функций от 1n  аргументов. 

 (1.8) 
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Доказательство. Исследуем систему дифференциальных 
уравнений (1.6), (1.7). Чистое замыкание этой системы пред-
ставим в виде 

 00  qn
pq  , 00  jn

ij  , 00  
 n

, 

 00  
 p , 00  

 p , 00  
 i ,  (2.1) 

 00  
 i

, 00  
 i

p , 00  
 p

i . 

Разобьем систему уравнений (2.1) на три подсистемы: 

 00  qn
pq  , 00  

 p , 00  
 p ;  (2.2) 

 00  jn
ij  , 00  

 i
p , 00  

 p
i ;  (2.3) 

 00  
 n , 00  

 i , 00  
 i .  (2.4) 

Последовательно исследуем на инволютивность каждую из 
подсистем (2.2)  (2.4). 

 

1. Учитывая, что 1n r  , найдем характеры системы (2.2): 
Brs 1 , Brs  )1(2 ,…, Brrsr  )]1([ , 

 1rs B  ,…, 1ns B  , где 2 ( 1)B r n m   . 

Найдем число Картана [5]: 

 1 2 3 1

( 1)( 2) ( 1)
2 3 ... ( 1) .

6 2n

r r r n n
Q s s s n s B

  
         

Применяя лемму Картана, систему (2.2) приведем к виду 

 
tn

pqt
n
pq 0 , 





 0pp  , 

 0
pp  .  (2.5) 

Так как функции n
pqt  симметричны по нижним индексам, 

то число N  новых функций, появившихся в левых частях 
уравнений (2.5), равно 
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  . 
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Итак, QN  , то есть система (2.2) находится в инволюции 

[5]. Следовательно, пара взаимных подрасслоений ),( E , ас-

социированная с гиперповерхностью 1n , существует с про-

изволом )1(2 mnm  функций 1n  аргументов. 
 

2. Аналогично, для системы (2.3) последовательно нахо-
дим: 

а) характеры (при rn 1 ): Css 1 , Css  )1(2 ,…, 

Csss rm  )]1([ , Css 1 , …, Csn 1 , где srC 2 ; 
 

б) числа Q  и N : 
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)1(2)()1(...32 1321
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CsCsssssC

sCssnsssQ n










 

 
Таким образом, система (2.3) находится в инволюции. Зна-

чит, пара взаимных подрасслоений ),( L , ассоциированная с 

гиперповерхностью 1n , существует с произволом rs2  

функций 1n  аргументов. 
 
3. Наконец, система (2.4) имеет следующие характеры: 

 1 1s n m D    , 2 2s n m D    ,…, 1 1n ms D    ,  

 n ms D  ,…, 1ns D  , где 2 ( 1)D s n m   ; 

 
( 1)( )( 1) ( 1)

6 2

n m n m n m n n
Q N D

     
   . 

Система уравнений (2.4) в инволюции. Таким образом, па-
ра взаимных подрасслоений ),( LE , ассоциированная с гипер-

поверхностью 1n , существует с произволом )1(2 mns  

функций от 1n  аргументов. 
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Гиперповерхность 1n , несущая сильно взаимную систе-

му ),,( EL -подрасслоений, существует с произволом 

 rsmnmmnsrsmnr 2)1(2)1(22)1(2   
функций от 1n  аргументов. Теорема доказана. 

 
3. Голономность основных структурных подрасслоений 

гиперповерхности n-1Ω  

 
1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

 00 
i , 00  ,  (3.1) 

ассоциированную с системой уравнений (1.2), (1.6), (1.7), оп-
ределяющей гиперповерхность nn P 1 . Тогда уравнения 

(1.2) с учетом выражения (3.1) примут вид 

 00 
n , 00 

i , 00  , 0n
 , 0n

i ;  (3.2) 

     
qn

pq
n
p 0  , 

q
iqi 0   , 

q
pqp 0   , 

qi
pq

i
p 0  , 

 
qi

q
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q
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p

i 0  . 

Система (3.2) вполне интегрируема тогда и только тогда, 
когда выполняются условия 

 0][ n
pq , 0][ i

pq , 0][ 
pq , 

 0]||[  n
qt

t
p , 0]||[  n

qt
t

pi . 

Из условий (3.4) вытекает, что тензор },,{ˆ 
pq

i
pq

n
pq

u
pq rrrr   

неголономности -подрасслоения [1] равен нулю, то есть 

 ˆ 0u
pqr  .  (3.5) 

При условии (3.5) -подрасслоение определяет )1( rn -

параметрическое семейство поверхностей rV  (плос- 

(3.3) 

(3.4) 
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кости r  огибаются поверхностями rV ). При смещении 

центра 0A  вдоль фиксированной поверхности rV  получим 

регулярную гиперполосу nr PH   с полем распадающихся 

характеристик [1] 

 )]();([)( 00101 ALAEA smnrn   .  (3.6) 

Гиперполоса rH  задается уравнениями (3.2), (3.3), а также 

замыканиями уравнений (3.3) и соотношениями (3.4). 
 

Итак, в случае голономности -подрасслоения (3.5) гипер-
поверхность расслаивается на )1( rn -параметрическое се-

мейство регулярных гиперполос rH  с распадающимися ха-

рактеристиками 1 rn  (3.6). 
 

2. Аналогично, пусть система дифференциальных уравнений 

 00  , 00 p   (3.7) 

ассоциирована с уравнениями (1.2), (1.6), (1.7). Тогда уравне-
ния (1.2) с учетом выражения (3.5) имеют вид 

 00 n , 00  , 00 p , 0n
 , 0n

p ;  (3.8) 
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j

iji 0   , 
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i
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ij

p
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ij

n
i 0  . 

Система (3.8) вполне интегрируема тогда и только тогда, 
когда выполняются условия 

 0][ n
ij , 0][ 

ij , 0][ p
ij , 

 0]||[  n
jk

k
i , .0]||[  n

jk
k

ip  

Из условий (3.10) следует, что тензор },,{
ˆ p

ijij
n

ij
A

ij rrrr   не-

голономности L -подрасслоения равен нулю: 

(3.9) 

(3.10) 
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 0
ˆ
A

ijr .  (3.11) 

При выполнении условий (3.11) (точнее (3.10)) L -под-
расслоение определяет )1(  sn -параметрическое семейство 

поверхностей sV  (плоскости sL  огибаются поверхностями 

sV ). При смещении центра 0A  вдоль фиксированной поверх-

ности sV  получим s -мерную регулярную гиперполосу 

ns PH   с полем распадающихся характеристик [1]: 

 )]();([)( 0001 AEAAsn   .  (3.12) 

Итак, в этом случае гиперповерхность 1n  представляет 

собой )1(  sn -параметрическое семейство регулярных ги-

перполос sH , характеристики )( 01 Asn   которых имеют 

структуру вида (3.12). 
 

3. Введем в рассмотрение систему дифференциальных 
уравнений 

 00 p , 00 
i ,  (3.13) 

ассоциированную с уравнениями (1.2), (1.6), (1.7), опреде-
ляющими гиперповерхность 1n . 

Тогда система уравнений (1.2) с учетом выражений (3.13) 
примет вид 

 00 
n , 00 p , 00 

i , 0n
p , 0n

i ;  (3.14) 

 


  0pp  , 
  0
pp  , 


  0ii  , 

  0
ii  , 

 


 0
i
p

i
p  , 


 0

p
i

p
i  , 


  0
nn  . 

Система уравнений (3.14) вполне интегрируема, если вы-
полнены условия 

(3.15) 
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 0][ n
 , 0][ p

 , 0][ i
 , 

 0]||[  n
p 


 , 0]||[  n
i 

 . 

Из условий (3.16) следует, что тензор },,{ˆ pina rrrr    

неголономности E-подрасслоения равен нулю: 

 0ˆ ar .  (3.17) 

При условии (3.17) (точнее (3.16)) E -подрасслоение опре-
деляет m -параметрическое семейство поверхностей 1mnV  

(плоскости 1mnE  огибаются поверхностями 1mnV ). При 

смещении центра 0A  вдоль фиксированной поверхности 

1mnV  соотношения (3.16) вместе с уравнениями (3.14), (3.15) 

и их замыканиями задают регулярную гиперполосу 

nmn PH  1  с полем распадающихся характеристик 

 )]();([)( 000 ALAAM  .  (3.18) 

В этом случае ( 0ˆ ar ) гиперповерхность nn P 1  пред-

ставляет собой m -параметрическое семейство гиперполос 

1mnH , характеристики )( 0AM  которых имеют структуру (3.18). 
 

4. Рассмотрим систему уравнений 

 00  ,  (3.19) 

ассоциированную с системой уравнений (1.2), (1.6), (1.7) ги-
перповерхности 1n . 

При условии (3.19) уравнения (1.2) примут вид 

 00 
n , 00  , 0n

 ,  (3.20) 

 qn
pq

n
p 0  , jn

ij
n
i 0  , b

aba 0   , ba
b

a
0   , 

 
bi

pb
i
p 0  , bp

ib
p

i 0  . (3.21) 

(3.16) 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

 62

Отметим, что уравнения (3.20) вполне интегрируемы тогда 
и только тогда, когда выполняются условия 

      0][ pq , 0][ ij , 0][ n
pq ,  

 0][ n
ij , 0]||[  n

bc
c

a .   
 

Из уравнений (3.20), (3.21) и соотношений (3.22) (здесь 
мы не рассматриваем замыкания уравнений (3.21)) следу-
ет, что в этом случае гиперповерхность 1n  расслаивается 

на )1( mn -параметрическое семейство гиперполос mH , 

базисное подрасслоение которых скомпоновано: 
)]();([)( 000 ALAAM  ,  mVA  0 . 

 

Аналогичные утверждения получим, когда рассмотрим 

систему уравнений: 00 
i  или 00 p , ассоциированных с 

системой уравнений, задающих гиперповерхность 1 n . 
 

Таким образом, проективно-дифференциальную геомет-
рию гиперповерхности nn P 1  можно применить для ис-

следования гиперполос специального вида, несущих двух-
компонентную систему взаимных подрасслоений, а также 
для изучения распределений на гиперповерхности .1 n  
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Hypersurface of projective space equipped with distributions 
 

A hypersurface nn P 1  with three strongest mutual subbundles is 

studied. The giving the hypersurface 1n  in the 1st order frame is ad-
duced and the existence theorem is proved. The geometrical interpretation 
of a holonomicity of the main structural distributions of hypersurface 

1n  is given. 
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Полные условия неподвижности точки и гиперплоскости 

в проективном пространстве 
 

В проективном пространстве аналитическим аппаратом с 
условием проективности найдены полные уравнения стацио-
нарности точки и гиперплоскости. Показано, что при переходе 
к неоднородным координатам точки и неоднородному урав-
нению гиперплоскости появляются формы, характерные для 
другого аналитического аппарата проективного пространства. 
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Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {AI} (I,…= 0,…,n), инфинитезимальные переме-
щения которого определяются деривационными формулами 




