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Заметка о ࣁ-квазиомбилических гиперповерхностях  
почти эрмитовых многообразий 

 
Рассматривается введенное Л. В. Степановой поня-

тие ߟ-квазиомбилической гиперповерхности почти эр-
митова многообразия. Показано, что это понятие связа-
но с понятием минимальности для такой гиперповерхно-
сти. Установлено, что ߟ-квазиомбилическая гиперповерх-
ность приближенно келерова многообразия является ми-
нимальной в том и только том случае, если она является 
вполне омбилической. 
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1. О том, что на всякой ориентируемой гиперповерхности 

ܰଶ௡ିଵ почти эрмитова многообразия ܯଶ௡ индуцируется почти 
контактная метрическая структура, известно с середины про-
шлого века. В конце ХХ века опубликовано несколько серьез-
ных работ о почти контактных метрических гиперповерхно-
стях почти эрмитовых многообразий, среди которых мы выде-
лим интереснейшую статью Р. Мишры [1] и фундаментальное 
исследование Л. В. Степановой [2]. В работе Л. В. Степановой 
было введено понятие ߟ-квазиомбилической гиперповерхно-
сти почти эрмитова многообразия [2]. В настоящей заметке 
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будет показано, как это понятие соотносится с другим важ-
нейшим понятием дифференциальной геометрии, а именно с 
понятием минимальной гиперповерхности.  

 
2. Напомним [2], что под почти контактной метрической 

структурой на многообразии нечетной размерности ܰଶ௡ିଵ по-
нимают систему тензорных полей ሼФ, ,ߦ ,ߟ ݃ሽ, для которой вы-
полняются следующие условия: 

ሻߦሺߟ ൌ 1;Фሺߦሻ ൌ 0; ߟ	 ○ Ф ൌ 0;	Фଶ ൌ െ݅݀ ൅ ߦ ⊗  ;ߟ

〈Фܺ,Фܻ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉 െ ,ሺܻሻߟሺܺሻߟ ܺ, ܻ ∈ Յሺܰଶ௡ିଵሻ. 

Здесь через 	Ф обозначено поле тензора типа ሺ1,1ሻ, ߦ — 
векторное поле, ߟ — ковекторное поле, ݃ ൌ 〈⋅,⋅〉 — риманова 
метрика. Напомним также, что почти эрмитовой структурой 
на многообразии ܯଶ௡ четной размерности называется пара 
ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅,⋅〉ሽ, где J — почти комплексная структура, а ݃ ൌ 〈⋅,⋅〉 — 
риманова метрика. При этом J и ݃ ൌ 〈⋅,⋅〉 должны быть согла-
сованы таким условием:  

,ܺܬ〉 〈ܻܬ ൌ 〈ܺ, ܻ〉,					ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡ [3].  

Как мы уже упоминали выше, понятие ߟ-квазиомбиличе-
ской гиперповерхности почти эрмитова многообразия введено 
в рассмотрение Л. В. Степановой в [2]: гиперповерхность 
ܰଶ௡ିଵ почти эрмитова многообразия ܯଶ௡ называется ߟ-ква-
зиомбилической, если вторая квадратичная форма погружения 
ܰଶ௡ିଵ в ܯଶ௡ устроена таким образом: 

,ሺܺߪ ܻሻ ൌ ,ܺ〉ߣ ܻ〉 ൅  ,ሺܻሻߟሺܺሻߟ݄

где ݄ ൌ ,ߦሺߪ ,ሻߦ ߣ െ ݄	 Очевидно, что если .ݐݏ݊݋ܿ ൌ 0, то 
,ሺܺߪ ܻሻ ൌ ,ܺ〉ߣ ܻ〉; в этом случае ܰଶ௡ିଵ будет вполне омбили-
ческой гиперповерхностью многообразия ܯଶ௡. Если же ݄ ൌ 0 
и при этом ߣ ൌ 0, то ߪሺܺ, ܻሻ ൌ 0; в этом случае гиперповерх-
ность ܰଶ௡ିଵ будет вполне геодезической. 
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В [2] также получен ряд результатов о ߟ-квазиомбиличе-
ских гиперповерхностях почти эрмитова многообразия. На-
пример, доказано, что если через каждую точку квазикелерова 
многообразия ܯଶ௡ проходит ߟ-квазиомбилическая гиперпо-
верхность ܰଶ௡ିଵ с квазисасакиевой структурой, то многообра-
зие является келеровым, а квазисасакиева структура является 
либо сасакиевой, либо гомотетичной сасакиевой.  

Условие ݄ ൌ ,ߦሺߪ ሻߦ ൌ 0, однако, известно как необходи-
мое и достаточное условие минимальности для специальных 
видов почти контактных метрических гиперповерхностей в 
почти эрмитовых многообразиях некоторых классов. Навер-
ное, самый первый результат такого плана получен в [4]: 

Теорема 1. Сасакиева гиперповерхность 6-мерного эрми-
това подмногообразия алгебры Кэли минимальна в том и 
только том случае, если 	ߪሺߦ, ሻߦ ൌ 0. 

Гораздо более ценные результаты указанного вида (они не 
привязаны к 6-мерным подмногообразиям алгебры октав) со-
держатся в [5; 6] и других источниках. Например, условие 
,ߦሺߪ ሻߦ ൌ 0 является необходимым и достаточным для того, 
чтобы слабо косимплектическая гиперповерхность прибли-
женно келерова многообразия являлась минимальной [5]. 

 
3. Очевидная взаимосвязь между понятиями минимально-

сти и ߟ-квазиомбиличности гиперповерхности (конечно, ясно, 
что одно из них общегеометрическое, а другое присуще толь-
ко почти контактным метрическим гиперповерхностям) поз-
воляет пересмотреть, переоценить, а иногда и переформули-
ровать некоторые результаты как из упомянутых выше статей, 
так и из исследования Л. В. Степановой [2]. Кроме того, мож-
но получить целый ряд следствий, причем содержание неко-
торых из них представляется довольно интересным. Напри-
мер, из упомянутого выше результата Л. В. Степановой из [2] 
и результата из [5] вытекает, что ߟ-квазиомбилическая гиперпо-
верхность приближенно келерова многообразия является ми-
нимальной в том и только том случае, если она является впол-
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не омбилической. Естественно возникает задача, связанная с 
тем, что приближенно келеровы многообразия включаются в 
класс квазикелеровых многообразий: существуют ли мини-
мальные ߟ-квазиомбилические гиперповерхности квазисасаки-
евых многообразий, отличные от омбилических? 

Если же говорить более определенно, то такое естественное 
свойство гиперповерхности — свойство минимальности — в 
довольно обширной теории почти контактных метрических 
гиперповерхностей почти эрмитовых многообразий изучено 
явно недостаточно. Например, в обзоре [2], посвященном имен-
но данной тематике, о таких вещах сказано совсем немного. 
Таким образом, вывод, который мы делаем в конце нашей за-
метки, звучит следующим образом: теория минимальных по-
чти контактных метрических гиперповерхностей почти эрми-
товых многообразий может получить новые (возможно, не-
ожиданные) результаты, причем задел для подобных результа-
тов есть уже сейчас.  
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In the present note, we consider the introduced by Lidia Vasil’evna 

Stepanova notion of an -quasi-umbilical hypersurface in an almost Her-
mitian manifold. We show that the notion of an -quasi-umbilical hyper-
surface in an almost Hermitian manifold is connected with the notion of a 
minimal hypersurface in this manifold.  

Using the classical theory of minimal hypersurfaces in Riemannian 
manifolds and Kirichenko — Stepanova general theory of almost contact 
metric hypersurfaces in almost Hermitian manifolds, we establish that an 

-quasi-umbilical hypersurface of a nearly Kählerian manifold is minimal 
if and only if this hypersurface is totally umbilical. 

Taking into account the connection between the notions of a minimal 
hypersurface and of an -quasi-umbilical hypersurface in an almost Her-
mitian manifold, we conclude that some well-known results in the theory 
of almost contact metric hypersurfaces in almost Hermitian manifolds can 
be reformulated.  
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The problem of the existence of a non-umbilical minimal ߟ-quasi-
umbilical hypersurface of a quasi-Kählerian manifold is posed. 
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