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Фундаментально-групповые связности  
и композиционное оснащение семейства  

гиперцентрированных плоскостей в проективном пространстве 
 

Исследуется произвольное семейство гиперцентри-
рованных плоскостей в проективном пространстве. До-
казывается, что объект кривизны фундаментально-груп-
повой связности в главном расслоении, ассоциирован-
ном с данным семейством, является тензором. Произве-
дено композиционное оснащение исследуемого семей-
ства путем присоединения к каждой гиперцентрирован-
ной плоскости точки, лежащей в данной плоскости, но 
не принадлежащей ее гиперцентру, и (nm1)-мерной 
плоскости, не имеющей общих точек с гиперцентри-
рованной плоскостью. Введен тензор подвижности, об-
ращение в нуль его компонент геометрически характе-
ризуется соответствующими специальными смещения-
ми оснащающих объектов. 

 
Ключевые слова: гиперцентрированная плоскость, композици-

онное оснащение, проективное пространство, тензор кривизны фун-
даментально-групповой связности. 

 
1. Главное расслоение, ассоциированное с семейством 

гиперцентрированных плоскостей. Отнесем n-мерное про-
ективное пространство nP  к подвижному реперу  IA,A , 

, , ... 1, ,I J n  инфинитезимальные перемещения которого 
определяются деривационными формулами 
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 I
IdA A A   , J

I I I J IdA A A A     , 

где форма  играет роль множителя пропорциональности, а 

структурные формы I , I
J , I  проективной группы GP(n) 

удовлетворяют уравнениям Картана (см., напр., [1]) 

 
, ,

.

I J I J
J I I J

I K I I K I
J J K J K J

d d

d

   

     

     

       
  (1) 

В пространстве nP  рассмотрим семейство rB  гиперцент-

рированных плоскостей 1m
mP  , то есть m-мерных плоскостей 

mP  с выделенными в них гиперплоскостями 1mL    ,1 nm   

nmnmr  )(1  [2]. 

Произведем специализацию подвижного репера  , ,aA A  

,A  помещая вершины aA  в гиперплоскость 1mL  , вершину А — 

на плоскость mP . Система уравнений семейства rB  гиперцент-

рированных плоскостей 1m
mP   в параметрической форме имеет 

вид (ср. [3]): 

 i
i    , i

a ai    , i
a ai   ;  (2) 

 , ,... 1, , , ,... 1, , , ,... 1,a b m m n i j n n r       , 

где базисные формы i , заданные в некоторой области r-мер-
ного пространства параметров rV , удовлетворяют структур-

ным уравнениям: 

 i j i
jd     ,  (3) 

 i k i k i
j j k jkd         ,  (4) 

При этом 0i
]jk[  , где символ  означает сравнение по мо-

дулю базисных форм .i  
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Совокупность функций  aiaii ,,    образует фунда-

ментальный объект 1-го порядка семейства rB , причем 

 , , ,a j j j
i ai ij ai aij ai ai aij               

       (5) 

где  — дифференциальный оператор, действующий по закону 

.j
ai ai bi a aj i aid           

    

Утверждение 1. Фундаментальный объект 1-го порядка яв-

ляется тензором, содержащим три подтензора: ai ,    aii , , 

  aiai , . 

С семейством rB  ассоциируется главное расслоение  rs BG  
со структурными (3) и следующими уравнениями 
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i i

a b a a a
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d d

d d
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       

       

     

    
      


    

         

         

      

  (6) 

где 

 
 
 

, ,

, .

a a a a c a a
bi bi bi b ci i i i

a a a
i ai i ai i aii

         

         

  
  

    
      

       

       
 (7) 

Базой главного расслоения  rs BG  является r-мерное про-

странство параметров rV , типовым слоем — s-членная подгруп-

па стационарности sG  плоскости 1m
mP   nmmnns 22  . 

Ассоциированное расслоение содержит 4 фактор-расслоения 
[2]: расслоение плоскостных линейных реперов  r2m

VL , рас-

слоение аффинных реперов   r1mm VA  , расслоение нормаль-

ных линейных реперов 
   r2mn

VL


 и расслоение центропроек-

тивных реперов    r1mnmn VC  . 
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Используя (3—6), представим внешние дифференциалы 

форм ii
a
bi

a
i 


  ,,,  следующим образом (ср. [4]): 
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
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











  (8) 

где 
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 

,

,
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a
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   

  
  


  

      

   

    

   

         

     

       

   
 

Утверждение 2. Формулы (3, 4, 6, 8) являются структур-

ными уравнениями продолженного главного расслоения  ,BG r
2  

ассоциированного с семейством rB . 
 
2. Ассоциированные связности на семействе .rB  Фунда-

ментально-групповую связность в ассоциированном расслое-
нии  rs BG  зададим способом Лаптева — Лумисте [5] с по-
мощью новых слоевых форм: 

 
,~,~,~

,~,~

i
i

ia
i

aai
i

ia
bi

a
b

a
b

ia
i

aa













 


  (9) 

причем компоненты объекта фундаментально-групповой связ-

ности  ia
ii

a
bi

a
i 


  ,,,,  удовлетворяют дифференци-

альным уравнениям, полученным с использованием теоремы 
Картана — Лаптева [5]: 
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

  (10) 

Объект Г содержит 4 подобъекта: 1) a
bi  — объект плос-

костной линейной связности; 2) 
 i  — объект нормальной ли-

нейной связности; 3)  a
bi

a
i  ,  — объект аффинно-групповой 

связности; 4)  ia
i ,    — объект центропроективной связности. 

С учетом дифференциальных уравнений (10) получим 
структурные уравнения для форм связности (9): 
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где компоненты объекта кривизны  ij
a
ijij

a
bij

a
ij R,R,R,R,RR 


  

фундаментально-групповой связности имеют вид: 

 

,
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][][][][
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a
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a
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























   (11) 

где альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. 

Продолжая уравнения (10), получим уравнения на продол-
жения компонент объекта связности Г: 
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Используя формулы (12), найдем дифференциальные срав-
нения на компоненты объекта кривизны R фундаментально-
групповой связности: 

.0RRRRR
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ijijij
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Утверждение 3. Объект кривизны  ,, a
bij

a
ij RRR  ,

ijR

ij
a
ij RR  ,  фундаментально-групповой связности образует 

тензор, содержащий четыре подтензора ,Ra
bij


ijR ,  a

bij
a
ij R,R , 

 ij
a
ij R,R  . 

 
3. Композиционное оснащение. Под композиционным ос-

нащением будем понимать присоединение к каждой гипер-

центрированной плоскости 1m
mP  : 1)  1mn -мерной плос-

кости 1mnP  , не имеющей общих точек с плоскостью mP ; 

2) точки В, принадлежащей плоскости mP  и не лежащей в ее 

гиперцентре 1mL  . Оснащающие объекты определяются систе-
мами точек: 

a
a

a
a AAB,AAAB    , 
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причем 
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,
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
  (13) 

Данные уравнения обеспечивают инвариантность плоско-
сти 1mnP   и точки В. 

Обозначим  a
ii

a
i ,,    — объект из пфаффовых про-

изводных оснащающего квазитензора  aa ,,   , тогда 

  ,  — продолженный оснащающий объект. Продолжим 

уравнения (13): 
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Дифференциалы базисных точек оснащающих объектов име-
ют вид: 
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



  iaiai

a
iiai

a
i ss   

   



  iaiai

a
iit  ,  (14) 

 i
a

i
aa

i
a
i tst 


   ,  (15) 

   bi
b

iit  ,  (16) 

   






  i

a
bibi

ba
i

aa
i

a
i tt  .  (17) 
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Используя формулы (5, 13), находим сравнения для вели-
чин, определяющих смещения оснащающих объектов: 

 .0,0,0,0  a
iii

a
i tttt 

  

Утверждение 4. Объект  a
iii

a
i t,t,t,tt 

  является тен-

зором, содержащим 4 подтензора: a
iii

a
i t,t,t,t 

 . 

Случаи обращения в нуль подтензоров тензора t геомет-
рически характеризуются соответствующими специальными 
смещениями оснащающих объектов: 

1) ,ta
i 0  плоскость 1mnP   смещается в плоскости n mN  

1n mP B   , натянутой на плоскость 1mnP   и точку В; 

2) ,t i 0  плоскость 1mnP   смещается в гиперплоскости 

m1mn1n PPP   ; 

3) ,t,t i
a
i 00    плоскость 1mnP   неподвижна; 

4) ,ti 0  точка В смещается в плоскости mP ; 

5) ,ta
i 0  точка В смещается в плоскости mnN  ; 

6) ,t,t a
ii 00   точка В неподвижна; 

7) ,t 0  точка В и плоскость 1mnP   неподвижны, а значит, 

неподвижна плоскость mnN  . 

Таким образом, вырождение тензора t ограничивает по-
движность оснащающих элементов, поэтому назовем его тен-
зором подвижности [6]. 
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The article deals with hypercentered planes family in projective 

space. It is proved that the curvature object for the fundamental-group 
connection in the principal bundle associated with the family is a tensor. 
The composition of the family is set by a point lying in plane and not 
belonging to its hypercenter and (n  m  1)-dimensional plane that does not 
have common points with the hypercentered plane. The mobility tensor is 
considered. The vanishing its components is geometrically characterized 
by corresponding special displacements of the clothing objects. 
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