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DUAL SPACES OF AFFINE CONNECTION 

ON THE DISTRIBUTION OF HYPERPLANE ELEMENTS  
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The dual spaces of affine connection induced by the framed regular 

distribution M of hyperplane elements are found. 
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ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЙ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЛИНИЙ 

В СВЯЗНОСТИ ЧЕНЦОВА — АМАРИ 

 
На многообразии распределений вероятностей в 

связности Ченцова — Амари найдены интегралы урав-

нений геодезических. В отличие от известного резуль-

тата (см. [1, с. 199—201] эти интегралы получены непо-

средственным интегрированием уравнений геодезиче-

ских линий. Приведенный в статье результаты был 

анонсирован в [2]. 
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1. Определения. Каждое распределение вероятностей Р на 

алгебре 1nS  всех подмножеств множества  11 ,...,  n  

всех исходов   задается строкой P  11 ,...,  npp  вероятно-

стей «атомов»  aap P , где 1...,,2,1,,  ncba , для рас-

пределения вероятностей 0ap  и 1... 11  npp . При 

этом совокупность  OS ,, 1 nCaph , состоящая из всех рас-

пределений вероятностей на 1nS , является n-мерным много-

образием распределений вероятностей (см. [1, с. 27]). На мно-

гообразии  OS ,, 1 nCaph  была построена (см. там же, 

с. 164—165) переопределенная система векторных полей 

11 ...,, nXX  для  
a

aaa
dp

d
ppX  1  и с их помощью задана 

связность (см. там же, с. 193; [3, с. 96]):  bX X
a

  

 abbabab XpXpX    для действительного параметра 

0  и 1,...,1,  nba . Было доказано также, что каждая гео-

дезическая в этой связности  , соединяющая точку 

 00 PP   с точкой  ss PP  , представляет собою экспотен-

циальное семейство распределений вероятностей (см. [1, 

с. 200, 201]). 

В [4] было установлено, что определенная в [1] связность 

Ченцова — Амари (см. [3, с. 96]) является эквиаффинной, при-

соединенной к n-форме объема   21
11...  nn ppp , и одно-

временно проективно плоской с коэффициентами 

  k
ij

k
jiij

k
ij pp   , найденными в локальном голо-

номном базисе из n векторных полей nХХ ,...,1 , выбранных из 

совокупности  11 ,..., nXX . 



И. И. Цыганок, Е. С. Степанова 

 147 

2. Интегралы геодезических. Подставим значения 
k

ij


 в 

уравнения геодезических линий связности Ченцова — Амари   

 0
2

2


ds

pd

ds

pd

ds

pd jik
ij

k 
, 

где s — канонический параметр. В результате этой подста-

новки уравнения геодезических примут вид 

 02
1

2

2















 



n

j

j
j

kkk

ds

pd
p

ds

pd

ds

pd

ds

pd
  

или им равносильный следующий вид: 

 0
1

2 



























n

j
jk

k pp
ds

pd
ln

ds

d
 . 

Откуда последует, что 

 k

n

j

jk
k Cpp

ds

pd
,

1

2ln  

























,  (1) 

где kC ,  — не равные одновременно нулю постоянные интег-

рирования. Уравнения (1) можно представить так: 

 




















n

j

jk

p

pC
ds

ed k

1

2
,

1
ln 






, 

что, в свою очередь, позволит выписать следующие тождества: 

 
ds

ed
e

ds

ed
e

ji
j

p
iC

p
C







 ,,
, 

из которых, после их интегрирования, последуют равенства 

 






















n

n

C

n
p

C

p

C

p

e

Pe

e

Pe

e

Pe

,2,

2

1,

1

,2,1,
... , 
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где  s    — гладкая функция и kP ,  — не равные одно-

временно нулю постоянные интегрирования. В результате инте-

гралы уравнений геодезических получаем в следующем виде: 

 k
Cp

Pee kk
,

,


   .  (2) 

Найдем, каким условиям должна удовлетворять функция 

 s   . Для этого сначала продифференцируем равенства 

(2), а затем полученные выражения прологарифмируем, в ито-
ге будем иметь 

 k
k

k C
ds

d

ds

pd
p ,lnlnln 


  . 

Найдем отсюда выражение 
ds

pd kln  и подставим его в уравне-

ния (1), получим 
2

...
2
2

2
1 nppp

e
ds

d


 


, откуда последует 




 dse nppp 2
...

2
2

2
1 . Доказана 

Теорема. Пусть  OS ,, 1 nCaph  — многообразие рас-

пределений вероятностей со связностью Ченцова — Амари 

 , чьи коэффициенты в локальном голономном базисе из n 

векторных полей  
k

pd

d
kkk p1pX   имеют вид 

  k
ij

k
jiij

k
ij pp   . Тогда интегралы уравнений гео-

дезических линий 0
2

2


ds

pd

ds

pd

ds

pd jik
ij

k 
 определяются из 

равенств k
C Pee kkp

,
,


    для постоянных kС ,  и kP ,  

и функции  , удовлетворяющей условию 




 dse nppp 2
...

2
2

2
1 . 
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О ПРЕОБРАЗОВАНИИ РИБОКУРА  

КОНГРУЭНЦИИ ГИПЕРСФЕР 

 
Изучается конгруэнция гиперсфер. По известной 

гиперповерхности центров гиперсфер строится функ-
ция радиусов так, чтобы конгруэнция гиперсфер была 
рибокуровой. 

 

В евклидовом пространстве 
nE рассмотрим )1( n -пара-

метрическое семейство гиперсфер — конгруэнцию гиперсфер 
[6, с. 459; 3]. Пусть M  — гладкая гиперповерхность, описы-




